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Ueber  die  Reflexion  und  Rcfraction  beioi 

Kreise. 

VOD 

dem  Heransgeber. 


§.  1. 

♦ 

Für  eipieo  Kreit,  deM«»  Ebene,  in  welcher  im  Folgenden  alle 
CottttmelloDen  allein  ausgenihrt  werden ,  selbst  als  Ebene  der 
angeoommen  wird  ,  ergirl»t  sich  aus  dem  in  dem  Aufsafzo  Tlil.  I\'. 
No.  XX.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  uumittelbur  die  folgende 
Auflösung  des  Fuudameotai(>robleius  der  kutoptrik  und  Dioptrik. 

Gegeben  sind: 

die  Coordinaten     f  dei  Posktes,  von  weichea  der  einliilende 

SfrabI  ausgeht; 

die  ISQ"  nicht  übersteigCDden  Winkel  a,  welche  der  einfal- 
lende Strahl  mit  des  (HifitiTeii  Tbeilen  zweier  durtb  den  Punkt 
(^)  0^1*9^'»        priautiren  Axen  der  jr,  y  paralleler  Aien 

einschliesst ; 

die  (ileicbung  des  zurückwerfenden  oder  brechenden  Kreiaes, 
nämlich  die  Gleichung 

(jp-«,)*-»-(y-*.)"=Ä*n 

wo  der  Halbmesier  ü,  all  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 
wird,  jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  eoncnve  oderconFeze 
Seite  dieses  Kreises  triiTt. 

Gesucht  werden  die  Coordinntcn  des  Einfullspunkts  und 

die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  a,,  welche  der  von  dem 
Punkte  (/^i^i)  ausgehende  ansfanende  Strahl  Bit  de«  peaitiTtB 
Thailen  sweier  durch  den  Punkt  (/»,^t)  gelegter,  dta  primtifen 
Axen  der     y  paralleler  Azen'einackliesBt. 

ThtttV.  .  1 
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Zur  Berechnung  dieser  vier  Crösseu,  diircli  welche  die  Lage 
des  nusfallendni  Strahls  vollkommeu  bestiiurat  wird,  hat  man  nach 
den  in  doiii  ireuaniiteu  Aufsatze  entwickelten  aligemeiueo  GleichoD- 
eeu  oÜcubar  die  folgeoden  Formelo.  .  . 

Zuerst  berechnet  nan  die  Grösien       und  JT«  mittelst  der 

ForBeln 

^,  =  V/(a,-|»)*-l-(*,-  y)N  . 
JT,  ^pS  cos  o-K*,  -y)  cos  /J; 

und  hierauf  den  90»  nicbt  übersteigendeu  Winkel  0  mittelst  einer 
der  Formelo 

cos  (y  =  ^  i  —  jj^l 

oder  ^   

.  ->-A-.)(>g.-ir.) 

SID       =  |/   :  • 

*  > 

Dann  ergeben  sich  die  Coordinatcn       ^,  mittelst  der  Pormelo: 

l»,=s;»-|-(Ä',-4-/i,  cos  0)  cos  a, 
^i=^  +  (jr.  cos  0)  cos  /J} 

uud  hierauf  die  ISO»  nicht  überhteigendeu  Winkel  a',  /J'  mittelst 
der  Formeln  ' 

cos  »  cos  ^  =    jj^  • 

Kndlich  erhält  man  die  180«  nicht  übersteigenden  Winkel  a, , 
mittelst  der  Formeln 

cos  a,  =f»  cos  «+COS  «'(j»  cos  <^=i=l^i  — ft* 

cos  /S,=iu  coB  i9-4-co8  /9'(A*  cos  ©sbV/l-^»»  wt  ö»); 

wo  u  seine  bekannte  Hedcutung  hat,  und  im  Talle  der  Reflexion 
die  oberD,  .im  Falk  der  Kefraction  die  untern  Zeichen  zu  oebmen 

^^^^^  Wenn  man  die  Lage  einer  von  einem  Punkte  au.sß;(  hcndcn  ge- 
raden Linie  nicht  wie  vorher  durch  die  xwei  von  ihr  mit  den  po- 
sitiven TlKilon  »weior  durch  den  in  Rede  stehenden  l'uokt  gelegter 
auf  einander  senkrecht  stehender  Axen  eingeschWsseneo,  »icbt 
übersteigenden  Winkel,  sondern  durck  den  einen  von  dieser  Linie 
mit  dem  positiven  Theile  der  als  erste  an-cnoramenen  Axe  des 
Svstems  eingeschlossenen,  durch  den  ('nordinatcnwinkcl  hindurcU 
vbn  dem  positiven  Tl.eile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an  von  0  bis 
ms-  iresähUeu  Winkel  bestimmt;  so  mnss  man^  wie  leicbt  erhellen 
wird,  wenn  namlieh  jetat  «.  «.  die  in  Rede  stehenden  auf  d.e 
•OBeffebene  Weise  gcoommenen  Bestimmngswinkel  sind,  in  den 
obigen  Formeln  statt 

cos  a,  cor  Pi  cos      cos  f\  cos  a„  cos 
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rcspeetive  * 
cos  a,  sin  a;  .cos  o',  sin  a'}  cos  a^,  sin  a, 

setzen.    Dies  vorunsgesetzt,  erlialteo  wir  uus  üem  Obigco  unmittel 
die  folgende  Aanösung  unsers  Problems: 
Gegeben  sind: 

die  Coordinafon     q  des  Panktes,  TOD  welchem  der  einfallende 

Strahl  auägclit; 

der  von  dem  einfallenden  Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der 
•nlen  Ase  eines  durch  den  Punkt  {pqS  dem  primitiven 

Srsteme  der  xy  purulleleu  Coordinatcnsyslems  eingeschlossene 
Winkel  «,  indoni  man  diesen  W  inkel  von  dem  positiven  'l'lieile 
.der  ersten  Axe  des  in  Rede  stehenden  Systems  au  durch  den 
CoordiDtttenwtnfcel  dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  300*  sählt j 
die  Gleichung  des  surnck werfenden  oder  brechenden  Kreises, 
nämlich  .die  £leichnn|f  «  * 

wo  der  Hnllimesser  als  positiv  oder  negativ  sQ  betrodilen  ist, 
jenachdem  der  einfallende  Aitrohl  die  concnv6  oder  «»nvexe  Seite 
dieses  Kreises  trifft. 

Gesucht  werden  die  Coordinaten  p^^^i  des  Einfallspunkts  und 
der  Winkel  a,,  welchen  der  von  dem  Punkte  {Ptf\)  ausgehende 
ausfallende  Stralil  mit  dem  jjosiflvon  Tlieile  der  ersten  Axe  eines 
durch  den  Punkt  (p^f/i)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  der 
uaralleien  Cuurdinuteosystems  einsfhiiesst,  indem  man  diesen  Win- 
kel von  denr  positiven  Theile  der  ersten  Axe  des^in-  Rede  stehen- 
den, dem  primitiven  Systeme  parullclcn  Svstems  an  durch  den  Coor» 
dinatenwinkel  dieses  Systems  hindurch  von  0  bis  •'XM)'*  zählt. 

Zur  Berechnung  dieser  drei  Grössen  hat  man  nach  den  Obigen 
die  folgenden  Formeln.  '  / 

Zuerst  berechnet  man  die  .Qrtssen  19,  and  JT,  mitteilt  der 
Formeln 

J[,Bs(a,  —p)  en  »-»-(i,  --f)  HB  a; 

*  .  • 

und  hierauf  den  90*  nicht  ilbeniteigenden  Winkel  9  mittelst  einer 
der  Formeln 

oder 

.  Dnai)  ergeben  sieb  die  Coordinaten  p^^  gi  mittelst  der  Formeln 

Pi  aB)s«|-(jr,  «t-it,  OOS  0)  eos 

=q^(Ki  -f-Zlj  cos  0}  sin  oj 


4 

nod  hiennf  o'  nUteitt'der  Foraieltt 

Endlich  erhält  man  den  Winkel      mittelst  der  Formeln 

cot  tt^'^.fk  CO!  a  +  co8  t^(ft  cot  Osfc  Wl — pt*  iin 

sio  tfj  =     sia  a  4-  sio  o'      cos  0  ±  V^l  —  /u»  sin  ©»); 

« 

wo  f*  seine  bekannte  Bcdeutunfi^  hat,  und  im  Falle  der  Reflexion 
die  Obern,  im  Falle  der  Befrtictioo  die  uotem  Zeichen  su  nehmen 
aiod. 

%  2. 

Man  kann  aber  die  am  Knde  dos  vorhergehenden  Paragraphen 
.entwickelten  Formeln  noch  auf  einen  andern  Ausdruck  bringen. 
Zuerst  ist  nämlich,  wie  man  leicht  ündet, 

— Ä^i'ssK«,  ^p)  sin  a  — — ^  eot  oj», 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

=3(«|  — ;»)  sin  «— {Ä,  — f)  CO»  » 

Selsen, 

A\ » -  is:, » =  (£,  4- iST, )  (z;.  -    ) = ». 

Weil  nan  femer  vacli  dem  vorl^rgebenden  Paragraphen 

/J,  cos  a'  =  a,  —  Pi,  Hl  sin  a'  =  6^  — 

ist;  so  ist,  wenn  man  die  bekannten  Ausdrücke  von  pg  und  v,  ein* 

fährt: 

coi  o^sssr,  —  cos  e)  cos  a, 

Ä,  sin  -^-(Ä-,  cos  0)  sin  a; 

und  folglich»  wenn  msn  nun  auch  noch  für  A\  seinen  bekannteu 
Werth  setzt: 

il,  cos  =  1(4«,  ^1»)  rai  a  —  j  —  g)  cos  a)  sin  a—Ä,  cos  0  cos  «, 
Ä,  sin«'Ä-|(*.-#»)sina— y)cosa|  co»«-il,cosdiinas 

d.  i.  in  der  vorher  eingeführten  Bezeichnung 

Hl  eoi  o'ss^  sin  a— cos  Q  cos  a, 
il,  sin  a'sr— cos  a  — ilg  cos  0  sio  o; 

niM 

Lt  sin  a— co»  O  cos  « 
cos  a'=  1 
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.              i».  CM  a<4-it.  eot  9  tiB 
IID  «  Ä  — — *   ät      '        '  9 

*  * 

eoa  a'  ^  «  CM  9  efM  ^  sin  o,. 
•ia  c^s—  cos  d  aio  •  ^  4^  cot  «. 

Plilirt  mn  dies«  Ausdrücke  ia  die  bckmiiteii  Aoidriickc  ▼on  cob  a, 
■ad  lia  n,  ein»  m  criiält  md 

CM  «1  a 

1^  Ml  a  — (cos  0  CM  «— a)  (/I*  CM  &  ds    1  —  f**  sin  6^')> 

ein  =a 

aiD  «  —  (cot  9  nn  a-h^CM  a)  (/*  cos  &     k^F— )» 

und  unsere  Aufgabe  kann  daher  jetzt  auch  durch  die  folg'endcn 
Formeln,  io  denen  der  Winkel  gar  nicht  mehr  vorkomoitj  und 
•Beb  dio  BerccbnnBg  der  GHIsm  Bicht  erfordert  wird,  aufge- 
löst werdeB: 

JT,  sc:(a, — p)  €08  o  +  (Ä, — tf)  siu  u 

£t^  =(«!  — /»)  8'"  «          (^1        9')  COS  tt} 

jr,  ss/f  +  CA", +''{|  cos  0)  coi 
H-CiK*!  H-ü,  MS      sia  a\ 

cos  a,  = 

I»  CM  ci  — (ms0  cos  o  — ^  sia  a)  (/*  cos  d d=  l/i  ^/»'  ®*)» 

siB  a,  = 

^  sIb  a  — (cos9  sia  a«|-^Mso)(^MS0:±:l/l— ^*  sia^'); 

wo  immer  im  Falle  der  Rpflexioii  die  obern,  im  Falle  der  Refrsction 
die  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind.  * 

Weil  swei  dem  Zeicliea  aacli  entgegengesetste  Wiakel  oder 
Bogen,  deren  absolute  Werthe  eiasnder  gleich  siad,  tiekaantlich 

jederzeit  gleiche  Cusinus  haben,  so  ist  klar,  dass,  wenn  man  jetzt 
den  Winkel  0  aU  einen  blossen  Uülfswinkel  mittelst  der  Formel 

sin 

bMtimmt,  BBd  dieser  Gleichouff  gemiM  gebSrig  positiv  aad  aega- 
tir,  Miaea  abMlutea  Ifertb  aber  ale  gntiaer  als       aiaimt,  die 
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vorbergebeudea  GleicbuDgen  ibre  völlige  Richtiffkeit  bebalten;  uod 
mall  hat  daher  an  der  AonSiaog  uoierer  Aofgabe  jetst  die  folgea* 
den  Formeint 

Ki^iüt  ^p)  coa  a  +  (d,  — 9)  sin  a, 

=  (flf,  — p)  sin  «  —  {l^i  —  7)  cos  a;  1 

sia9=r^$ 

p",  =/i -f-(A',  -h/f,  cos  0)  cos  a, 
=y-|-(A'i  +       cos  0)  siu  a\ 


fk  cos  tt  —  (coa  S  cos  a  —  ~  siu  a)  (/*  cos  ö ±       —  /a^  siu  0'), 


am  a, 


sin  a  —  (cos  0  siu        ji^  cos  a)  (/u  cos  Gzk:V  i  — sin  0*); 

wo  der  absolnte  Werth  von  O  nie  grösser  als  90*  an  aehflMO  ist» 

upd  dem  Falle  der  Reflexioa  die  ohern,  desi  Falle  der  Refraetion 
die  untern  Zeicben  enisprecben«' 
Nun  ist  aber 

cos  B  cos  a*-^sin  asscos  (a-h&)> 
cos  9  sin  0  +      cos  asain  (a-|-^); 

und  man  kann  also  die  obigen  Forneln  auch  unter  der  folgenden 

Form  darstellen: 

■  9 

% 

JT,  =  («4  — />)  cos  a  +  (Ä,  —     sin  a, 

.  ^,  — /i)  aitt  o          —  ^)  cos  a; 

'  L 

sin  0  =  Ts^5 

1»,  =;»4-  (jr,  cos  B\  cos  «, 

^,  =r7H-(A',  cos  0)  sin  «; 


cos  a|=f»  cos  a  —  cos(a  +  0)(/i*  cos  0ztV^  1 — i"^  sin  0*), 
sin  ai=/i*  sin  a ^ sin(a  +  @)(/»  cos  — sin  9*); 

wo  wieder  der  absolute  Wertb  von  9  nie  grösser  als  90**  {renom* 
aen  wird,  und  dem  Falle  der  ReBexion  die  obern,  dem  Falle  der 

Refraetion  die  untern  Zeicben  entsprccben. 

Nimmt  man  nun  über  ja,  welches  bisher  immer  als  positiv  be- 
trachtet wurde,  im  Fülle  der  Reflexion ,  positiv,  im  Falle  der  Re- 
fraetion dagegen  negativ,  nod  bezeichnet  den  absolnten  Werth  von 
I»  durch  (/i),  so  kann  man  die  obitron  Formeln  auch  auf  den  fol- 
genden Ausdruck  bringen,  bei  welchem  man  blofls  zu  beachten  bat, 
dass  der  absolute  Wertii  von  0  nie  grösser  als  90"  zu  nebmeo  ist: 
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Ä,=:(afc— f»)  cos  a-h{&^—9)  sio  a, 
'  i^i  =:  IUI  a  —  (6t  —  ^)  cus  a; 

|r^=|>  +  (A'|  cos  0)  cos  a, 

=^+(-^1  -f- ^1  cot  0)  sio  a; 

i^  =  co8  a-co8(a-h0)(co8  «n  ö»). 

BeraehBet  bmi  die  Biilfigr5ifeii  9  und  |  nittelrt  der  For- 
■ein 

«— eoe     *i  —  ^?«a^  «in  9 

■nd 

iie  |s8|»  «in 

wobei  muD  den  absoluten  Werth  von  $  nie  ffrösser  als  90°  Dimmt; 
so  könoen  die  obigen  (jleicbuugen,  wie  leiclit  erhellen  wird,  aueb 
anter  der  folgenden  Form  dergesMIt  werden: 

JIT,  =9  coi(a  — 5),  l't=Q  8in(a  — qji 

'«■©=^; 

/»,  z=zp-\-{Kt  cos  0)  cos  a, 

fi=^  +  (iSri +^1  cos  0)  sin  a; 

cos  a,  — ■(<r^»^0)  giiidH»^ 

— 7-T~  ^  COS  a  —  — ^ — ^ 
0«)  sin  { 

•in  a,       .  sin(gH-^^  «in^H-e) 

</<)  —  sin  { 

Toter  dieser  Gestalt  enthalten  die  Formeln,  wie  es  mir  idieint, 
die  veiiständigete  nnd  einfockste  Anflöeiing  nniere  Frolilewk 


.  f.3. 

Die  Gleicbuoff  der  durch  den  einfallenden  Strahl  und  seine  Ver- 
läDgeruog  über  den  Punkt  {pq)  hinaue  dargeilellCen  gemden  Li* 
nie  iec 

eos«  sina 

oder 

SP  ein       y  eoi  ein       ^  eee  o. 

fieneiebneii  wir  non  die  ente  €k>erdinate  des  Dnrchscbnittspunktff 
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der  in  Rede  afeheiiden  geraden  Lille  mit  der  Axe  «der  ar  durch  4, 


A  iin  gio  a-»^  ee'i  «, 

«od  folglieb ,  * 


eder  aueli 

Gau  ebea  so  ist 


A  ___  p  >>\n  a  —  y  CO«  g 

«in «  ' 


A^/»  —    eot  cc 


X  — 


€0««»  .sin«! 


oder 

■  / 

sin  a,  ~    cos  a^^p^  siu  «,  —      cos  a, 

die  GleicLuDg  der  durch  den  ausfallenden  Strahl  und  seine  VerläD- 

"^L'^S/J"*^'  'r"^  dargestellten  VräL  l!inte; 

ÜJ^iS-If"»-^'       5«^  Coordioate  des  DurchschDittspunkU  die! 
«WM«!»  IJDie  mt  der  Aze  der  jr  doreii  A.  beieiehSeo: 

Ai  8«o  sin  a,  —  |f,  cos  o,, 

uud  folglich 

A  —  yi      «1  —'f^  cos  «I 
*  sin  a,  • 

oder  auch 

'  Ai=J»i  —  Vi  «|. 

fiödeif*  *^  Torhergeh»iideii  Paragropheo,  wie  man  leicht 

Pi  sin  nt,  —  y ,  co-s  «, 

aiD  a-*jr  cos  a 

— 1(^1  +p  eoB        aio  «)  sin  a+CZ.      sin  o— ^  oa«  «)  cos  Q\ 

X  (cos  0  4-  ^l/l-.>« 
und  ,  ^ 

•AT,        cos  sin  as=ar,  eos  sin  a, 

'^p  sin  a ^  eofl  aas«,  sin  o  —     eoa  a; 

also. 

p^  sin  u^  —  y,  co« 

sin  a— ^  eos  a 
^|(ar,  cosa+^,  sin a)Mtta-|-(a,  sinn— coBa)cos0| 

X  (cos  ®  +  ö»)^ 
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Pi  sin  c,  —  yi  co«  c,'  *  • 

C") 

=p  lin  a  —  ^  coB  a 

und  folglich  oacb  dem  Obigen 

Ä    •  A    sin  er. 

Fuhrt  man  «ber  fiir  seinen  dem  TorbergebeDdeihPeragfft. 
pbeo  bekaiateB  Wertb  eia,  lo  erbUt  mva 

(A  —  dl)  sin  « 

oder 

 (A  —  A,)  sin  CT  

(«I  — At)  tin(«+e)-^i,  eoa(a>^e) 

=r  cos  — ^»  sin  0». 

Ffir  ^1  =0  ial 

and  folglich  ' 

if=Ä:  =  *  isr^-^        0  -H  -  V^l  sin  0«), 

■ 

oder  Mrab,  wie  man  hieraus  leicht  (ludet,  -  . 

<ii  — A  __     eoa(c-4-e)  sin  9     ain(a-»-e)VT^^«  sin 
«i  —  »in  a  fü  »n  w 

Bereebaet  man  den  HMfeiriBkel  e»  ttiltelat  der  Formel  - 

sin  (a=sfk  sin  0 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  Ton  o»  Dieht  grBüer  ab  90%  ao 
ial,  wie  maa  leicht  findet,  . 

g,  —  A   j     sin  (g -f-  e)  sin (a>  -f.  O) 

«i  — Ai  am  «  sin  M 

Weil  uuo  aber  bekanntlich  nach  dem  Obigen 

litt  o— ^,  coa  0  — sia  a— ^  cot«) 


ttod 

ist,  M  Mt 

alio  für  ^1=0 
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^  un  tt=/i  flio  a^g  cot  a  « 
'i/|=(«a— ^)  tili  a  — 5^  eofl^a" 

^  'C*i— 'A)  sin  tt  —      coü  « 
UO  0=;i-*  =i  -Ä  5  V 


>-x      «1  —  A 
sin  6/  =  >        MO  a. 


Weil  alio  io  di«MB  Falle 


a,  —  A       sin  G 


ilt,  M  ist  sa^  den  Obigen 

Ä,  /     .  iCkv      sin  (a  -+-  Ö)  ^^1  —  M*  «in  6» 

oder 


'                    R,  sin  © 
Ai— «1=^  


also 


.      *       ,    Ä,  sin  6 

A.=*iH —  .   r: — 


cot  («+9)  «in  ^  4*  — '«o  (a-h  0)1^1  — /u*  sin  8* 
Aoch  ist  nach  dem  Obigen  unter  der  VoraiuMetaung,  daas  ^,  =0  iat: 

alao,  weil  («,  —  ^  ein  as/t.  ain  0  tat, 

1  1  1       sin  («        9)  ^    ,      1  .  y;  ;  s-r- 

\  • 

Nacb  f  .  2.  iat . 

ÄT,  —  ;>)  cos  a-|-(Ä,  —7)  siu  ö, 

^,  s=(aj  —     sin  a  — (^1  —  7)  cos  a; 

alao 
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^r«  e«i  o -h  Z|  MB,  tt  ^  IV,  —  |i, 
■in  o— X|       as^i  —  ^; 

folglidi 

Jff,  eoi  «=  flr,  — p  —  sin  a, 
Ä",  sin  a  =  ^ j  —  y  -4-  Z,  co«  «, 

W«U  MB  BBck  d€m  ?orbei^g;«faeB4«ii  ParagnpbeB 

^1  =(«i  —  A)       a  — ^,  coa  « 
iat»  so  in,  WM  mB  leicbt  findet: 

Ä",  eoB  — f»-!-        —  A)  c«s  aH-Ä,  sin  o}  cos  «, 

Ä',  sio  «=    —  cos  a-H       siD  a|  sib  a; 

nB4  folglich,  weil  Bach  f.  2. 

Pi^P'^i^i  cos  0)  cos  «, 
fi  =7  +  (Äi CO«  0)  iio  a 

ist: 

^i=«A-*-|(«,  —  A)  «OS  «-h*.  sioa-l-iSi  OOS  0|  cos», 

^1=        {(«i  —  A)  cos  aiB  a-^/i^  cos  0|  sio  a. 

Weil  nun  «ber  nacb  dem  vorbergehenden  Perogrsphen 

a.  —  A  =  :   ■  - 

*  sin  et 

ist,  so  ist,  wie  tten  leicht  findet: 

Filr  ^,=0  ist  ' 

1^1  =Ä  +  I(«i— A)  cos  a^Jl^  eoB  B\  cos  «, 
9t  =  —  A)  «*■  «-f-Ä,  cos  8|  sIb  a 

oder  - 

#^1  =  A  +  -Ä,  sin  (a  ■+-  0)  cot  o^ 

=  /t^  810  (a  -I-  0). 


Weil  bekanntlich 

cot  Oa  I 

-^Äcos       «os(a-«-e)(eoa#-t--l/i^^«  ai« 


•  _  * 

udiI 

cot ^ I»»  lin 

  (A  — Ai)  sin  « 


(«I  —  Ai)  «in  («  t4-     —     cos  (o  -I-  e) 

iflt,  80  ist 


OS  «I    (A  — At)  »in  g  co8(g-f.O)  

sin  «I        .  (A—Ai)  •le  a  «in(g-i-«) 


oder 


 cos  (A  —  Ai)  sin  a  cos  (a  +  0) 

(ju)        («.  -  Ai)  »in  (a-*.  Ö)-*,  cos  («  +  «)» 

.      _  (A  — AJ  sin  a  «in(g'f  e) 

r"  "       i/i)        («i-A«)  »in  cot  («+©)♦ 

worattt  jucb  auch  sogleich 


tng  (a  +  0)  =: 


cos  a. 
OOS  «—   


0*) 

ergiebt« 

Bär  6,  s  0  ist  nach  dem  VorhergebeodeD 

cos  n.  A — Ai     .  ,  ^ 

=  COS  a  -  SM  «  cot  (a  -f.  0); 

sin  «1         g|  — A 


Nach  f.  %  ist  auch 


CO«  g| 


Cosa— (cos O OOS a—^siBo) (cos i/l^^s  sin  9*), 


uad  folglich,  dater  der  Vorausetsiing,  dass  ^|S0  ist: 

-  « 

cos  »1  _ 

(/»>  — 

cos  a—  (cos  0  cos      ""jjf*  «n  «*)      ® + 7^  l/i— ^(»b  mb0*), 
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,  1      cos  g, 

(fi)  '  coi  a 

«Im  BMh  d«a  OUg«n 

Bekanntlich  ist  aber 
und 

Daber  iat 

• 

(^)*  «M«  — '         Ä«  •»in(«+e)* 

oder 

« 

/  \  g|— A  ,  .  A— Ai        »in  g  , 

Weil  MB  BMb  den  Obigen 

sin  g  ^,  ,  • 

ist,  so  ist 

•in  g.  .  A^Ai        sin  a  . 


lud  felglieh 
oder 

WMMl'Moh 
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* 

also,  weil 


ist, 


tüigr. 


Ma,s={/A)^^^s\na=s{fi)j^-  sine 

,    .  »  sin  (c  &in  (J 

\        1/  sin(o+ö) 


So  Ipnga  nicht  am^fflieklicli  etwas  'Ändere«  bestimmt  ^ird, 
werden  wir  im  Fol^cmlen  immer      =0  setxen,  nad  woHen  nnn 

annehmen,  dusre  sich,  indem  iinc^cändcrt  oder  constant  bleibt, 
sin  a  immer  inebr  und  mebr  dem  Zuslande  des  \  erschwindens  oder 
der  Null  nähere;  so  wird  sich,  weil  unter  der  gemachten  Voraus- 
letzuDg  belcaDBtlicb 

«n  0s=-Hb —  aiD  a 

ist,  und  der  absolute  Werth  von  0  nie  ccrösser  als  90**  geoommea 
wird,  mich  O  der  Null,  also  sin  0  der  und  cos  0  der  positi- 

ven biuhett  näbcru.  Nähert  sich  nun  unter  diesen  Voruus&etzuugeu 
die  im  Vorhergebenden  durch  ^,  beaeicbnete  Grösse  einter  gpe^lrisBeii 
bestimmten  eadliehon  Gräoxe,  so  wollen  wir  diese  Griinze  dnrcb 

lie/.eichnen.  und  wollen  nun  untersuchen,  oh  eine  solche  fJränzc 
wirklich  existirt,  wobei  sich  dann,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte, 
die  Bestimmung  dieser  Gränse  zugleich  von  selbst  ergeben  wird. 

Nach  f.  3.  ist 

Aber 

•io  ^  .  sin  © 

.  =  cos  0  -h   cos  a, 

sin  a  '  sin  «         *  ' 

und  folglich,  w^il  bekanntlich 


»st, 


sin  9  0, 
sin  a  ~*  JSi 


I     "  -  SS  cos  c-i-         cos  a: 

sm  a  Äi  ' 


also  nach  deift  Obigen 

=  1  -  (cos  0  +         cos  a)  (cos  0  +  ^  |/ 1  -  ^  sin  0«). 
Wenn  nun  sin  a  sich  der  ^uli  nähert,  so  nähert  sich  cos  a  entweder 
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der  positiveb  oder  der  negativen  Einheit.  Nehmen  wir  also  im  Fol- 
genaen  immer  die  obero  oder  die  uutern  Zeichen,  jenachdem  sich, 
W0tts  tin  a  sieh  der  Noll  nftbcrt,  eot  a  der  Grinse  +1  oder  der 
Gränze  —  1  nähert^  so  ist  ofTenbar,  da  sich,  wenn  sitt  o  lieh  der 
Null  nähert,  sio  &  und  cos  ©'respectiTe.  deo  Orüksen  0  nnd  + 1 
nähern, '  '  *  ^ 

«der,  wie  bierus  leicht  folgt, 

Anch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

0 

'      .  . 


Wir  wollen  jetzt  uutersuchen,  welche  Wertbe  die  beiden  Grus-, 
•aen  S  und  iS,  noUiweiidig  haben  mBsoen,  wenn  die  beiden  Glei- 
ehnngen 

gi  — A  _  sin>9 
itj    "^  sin  a  ' 

nnd 

wobei  wir  annehmen ,  dnss  sin  a  eine  nicht  Terschwindende  Groeae 
sein  soll,  zngleicb  erfüllt  sein  sollen. 

Nehmen  wir  alsu  zu  dem  Ende  diese  beiden  Gleichungen  als 
erfBllt  nn,  nnd  inhren  den  Werth  von 

s 

aus  der  enten  Gleichnng  in  die  sweito  ein,  io  erhalten  wir  die 

Gleichung 

alao 
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=  «in (« ©) (€08  0  +  ;^ kl— #»•  liD  ©»). 

Weil  DUD  bekauutlicli 

UD  a+iin  6(s=2aii  i(a+0)  cos  i(0^O)j 
■in  a  —  sin  '€»sSiin  cos  4(a+9) 

und 

iiii(a-|-0)=2mn  ^(»+0)  cos  i{a-^0) 
utt  >o  giebt  dos  obere  Zeicben  die  Gleicbnog 

jl)  cosiC»- 0)=co»  i(a-»-0)  (cos  0  -♦-  ^  l/l  — siD 
und  das  untere  Zeicben  giebt  die  Gleicbung 

.(l  +  ~)8ini(a— 0)ÄglBi(a-*-ö)(co804-^  Vi  -  ^»  giu  0"'}.  . 
Im  enteo  Folie  ist 

(t  +  — )  cos  i(a.e)— cos  0  eos4(a+d) 
=:  ^  cos  i(a  4-  0)  l/l  — ^»  dB  Ö», 

und  folglic)) .  wenn  man  auf  beides  Seiten  des  GieicbbeitsteiclMns 
quadrirt,  wie  man  leicbt  ündet: 

(H-l).  cos^(a-0)»-f-(l  — cos  ^(a-*-0)»  1 
—  2(1  -h  — )  cos  0  cos  {{a  —  0)  cos       4-  0)  I 

also ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gieichuog  durcb  ^  4"  ^ 
difidirt: 

CH-^)  cos  i(a -  ey      (1  -  ^}  cos  i{a  4-  0)»      |  J^^ 
^  s  — ^2cos  0  cos  iCa— 0)  cos 

>iun  ist  aber 

8cos  4(a — 0)*  =  t+  cos  (o — 0), 
2cos  iCa+0)*  =  l  +  cos(a+0) 

nnd 

2co8  4(a  —  0J  cos  i(a  +  0)  =  cos  a  -H  cos  0; 
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0-*-;^;il-*-coaCa  — 0>| 


nnd  folglich,  vcil  lin  a,  «lao  «oek 


•in  (^H-^*  «in  aasO. 


lB.iireilm  Fdle  iat 

C'H--)  sin  iC«  — Ö)  — coi  0  sin  ^(a 4-0) 
.  ib  äC«+Ö)  Wi— /*»  Bin  0»,  • 

mid  folglich  wenn  m  wieder  auf  beid«B  Sdtei  d«i  GldehheiU- 
seicheoi  qudnrt,  wie  bmi  leicht  fiodeft:  ^wineiia 

—  2(1-»-^;  cos  0  ain  i(a— 0;  aia  4(a-^0) 


also,  weoa  MB  n£  heidee  Seiten  dee  Gleichheilmieheu  4iiKh  1  +  -i 

dividirt:  f* 


TtaUV. 


M 

—  ^01  e  aio  iCa  — 0}  sin  .^0  +  0) 

Nut  iilt  aber 

28in  iC«  —  =  1  —  cM(a—  0), 
2nii  iCa -H 1  —  cosCa -h  0} 


md 


alio 


folgUch 


d.  i. 


oder 


•  _ 

-i-2cos  0Cco8  o  —  cos  0) 


-ta-^^)-i-a-^)i  cot « coi  0  ^^^^ 

-ria  +  ^)-a-;5-Jil  »Iii  ««110 
H-Seot  0C«ot  a— coi  0) 


1— ^  fhi  «  aio  0<^cot  0*=O 


•in  0(iiB  0r-"*~  fin  «)=sO| 


und  folglichf  weil  «a^    «Im  tmk 


nidit  Tcncliwiiidet, 


:-•     sin  0. — sin^ = 0. 


Ei  ist  also  iiliarliBupt 


d.  i. 


sin  0^5-^  nn  «s^O, 
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nnd  folglich,  weil  bekanntlicli 

VVepn  aUo  flie>||f4eD  GlAi^liBBgeD  ' 

a.  —  A      tin  9 


■-  > 


zugleich  erfillt  seiii  sollen,  so  mnss  nothwe^dig  mit 
Beiiehang  der  obero  uod  uotern  Zeichen  ««f  einander 
j«derieU  i.e.,        .   »  .    .i  » 


sein. 


f .  8.  . 

Ferner  wollen  wir  nun  aber  niieb  nntarmdiOB»  ob  aicii  aiig«- 
iudirt  biA««pto  Vkmi  daee  fiir  . 

•in  essZfZ-^-  sin  o,  Ä,Ä=FM«i^A) 
jedeneit  mit  Beziehung  der  obero  uod  untern  Zeichen  auf  einaoder 

*  #1  — Zi^        sin  9 

«nd 

iat. 

IfeliBW  wir  snertt  dSe  oBem  SSeichcta  und  Mteto  nlio 


■in  ^  iiB  a,  Jt,  as^M'i  — A)» 

80  ist,  wie  aus  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  in  diesem  Falle 
aDg-estellten  Analjsis,  wenn  man  dieselbe  rfickwäcta  syntbetiacb 

verifolgt,  sich  leicht  ergiebt,  jederzeit 


f,  —  A         sm  Ö 


«in  a 

(1  +  ^)»  cos  +  CO!  l(a+^» 

,    —2(1  +  -)  cot  B  CM  CO!  i(a  +  0) 

•ho 

(l-l-^)*  CM  U«— 6)«-hMi  Mii(a+e)« 
— tKl-l--^)  ««>  ^      X«-^)  €Mi(a-|-9) 

= «oi  k«+^)»  (1  ii« 

d.  i.         .  -  i 

Ml-h^)  «M  CM  e  MC  Ma-|-^}|» 

und  folglich 

(1-»-^)  cos  i(a  — ©)  — cos  ©  cos  i(a-i-0) 

=  =t:--  cos  i(a-F0)  l/l— /*»  sin  Ö», 

wo  sich  nun  frägt,  wdekei  Zcidcii  mn  M  mcImmb  fctl^  WM  «tf 
folgende  Alt  Mtwbicdca  werden  kana. 
Wenn 

0<a<90*  oder  »70«<o<360* 
iit»  M  lit  CM    pontiy,  Dn  nnn 

ist,  10  ist 

/*  ein        — ein  a»  . 

nnd  folgliek 

l/l— |i»  sin  ^  =  CM  «.  .  . 

Soll  also  die  Gleichung 

(1  +  —)  cos  i(a  — 0)  — CO!  ö  cos  i(a  +  9) 
*  f* 

=5=fci  COS  i(a4-e)  W^M*  iin  9*  , 
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I 

•rHUII  Mui,  M 


(ab  «— lio  6)  tot  •  eo»  e  coi  ^m^ß) 

CO!  i(o4-©), 

4  1 

(aia       ab  S)  cm  i(a— d)=aiB(aqpe)  cw 


•eis»  iralckM  olMar  nv  4a&D  möglich  ist,  wenn  man  lUa  okttfe 
ZticliM  Biaiait;,  «od  da&ar  '         ^  i 

(l-f-^)«oai(«— Ö}  — coaOoiB  jC«-h^  .  . 
=  ^  «■ 

aatst 
Wan 

M*<a<18a»  oder  lW*<a<f70« 
Ut,  so  iat  CO«  a  negativ.  Da  nno 

1  '  •  • 

•in  0  s  aio  a 

,    '*  »  ' 

ia^  a«  iat 

jpi  ab  #9— nfb  flb  > 

•iidlblglieh 

1^1  —  /*'  siu  Ö' s=  —  cos  a. 
MI  «la*  db  Giaicliinig  t 

(1-1-—}  coa  j(a— — coa  9  coa 
=  sfc-^  coa  i(a-l7©)l/l  — ain 

CfAllt  sein,  lo  muss 

(aio  «—ab      coa  ^(a  — 6)— aiii  a  coa  9  coa  i(a-|-^)  ' 

asdscoa  a  rio  9  coa  K^-l*^         s  ' 

d.L 

(sin  a  —  ain  &)  coa  ^(a  —  @)  =s  sin  (a  dz  &)  coa  ^(a  -i-  6)i 
lto(a  — &)  cot  K«  +  @)  =  «n(<>±@)  coi  K<>H-9) 


«  * 


teioy  weichet  offenbar  our  dann  möglich  ist,  wmm  4m  Mtffft 
Zeichen  mmmt^  ud  «leo 

i.  CO!  iCa+d) k  1  — /»»  tio  e» 

Abo  iit 

-^*Hr-^;  <M-|Cii— #  601 

Äsrrfci-  cog  iCa  HrO)  Vl^fk^  «a'ö^,';    .  ; . 

Inden  man  da^  obere  oder  das  uoM>re  Zeicjieo  nimiQt,  jenacbdeni 
eoe  a  potitir  oder  Degatir  iet  '  " 
Aue  dieser  Gleiekaeg  folgt  ober 

(1  -I-  jj^)  cot  Ka  -     =s  CO!  iC-H-    (eoe  e  =fc  ^  l/i-|»«einö*) 

oder  •      '  '  . 

2(iH-;j^  ein  K«+e)  cot  i(a-Ö)  ^ 

=  tin(a-|-&)Ccot  ^=fc^Kl— tin  ö»). 

d.  i. 

0  jyOAu  tb  aeiii(oH^)  (eoe  9d:^  l^i-^«  tinÖ«) 
oder  .        .       '  ' 

alao,  weil  .... 

sin  O  t   tfi— A 

» 

ist, 

tio  0  ==  - tio  «,        SB  -  -  M 

itt  folglich  ianer 


._  kju^  d  by  Googl 


wenn  man  das  obere  oder  das_ui)^e  Z^Mcl^  4|iiU|ii^i  jeiuiclldeM 
cos  a  positiv  oder  negativ  ist.    "  •  v.» 
Satseii  m  ftntf 


.  •  *     •  >     .  Jt 


so  tat,  «rici  der  im  vorlmnilkMM.  FwagropliM  ancMtellteii 
Aoalrsis ,  wenn  man  dtea^Ui^,  j^^l^^K^rfp.  gotketiMh  veifolgt»  lieh 
leteh't  ergUbty  jedeneit 


g,  — ^    _   sin  S 
Rt  "       süi  ii 


:0,  . 


also 


d.  I. 


—  Ki     -7)  OM  9  na  K«— ^  K«H-9) 


and  folglich     *     I  •  "'* 
CH-~;  sin  iCa  — ö  lin 
=  =b~  sin  ;(a -H 0) l/l  — /»•  dii 

wo'lrfeh  Bmi  «ie^tr  fiPigt.  welflief  Zdchsii  mb  sn  b«Iimb  hat, 
was  auf  folgeDde  Art  eDtachiiBd'en  werden'  Kani. 

ist,  so  ist  €01  «  positiv,  und  folglicli  anf  ihnlieko  Art  wie  Torbi»* 

Soli  also  di«  Gleicbong  .>  ■* 


■     •  ■ 

erfüllt  sein,  ao  muss  .    ,  . 

CaiB  a+m  0)  m  «im  •  cm  ^  ■» 

ssdzM  «  tio  #  gib  1(04.6), 

oder 

sein,  welches  offenbar  our  «Ubb  nüglich       wbbb  MB  te  OOCm 
Zeicheo  Bimaik»  nad  dabar  '    •   - ,  ■ 

(l-h^)  UD  iC«-.©;  — CO»  0  »iiii(a-*-0) 

=  — »io  i(a4-0;Vi-/*'  «in  ö* 

•etzt.     .  '      •  .* 

.  WeBB 

90«<«<18^  oder  180»<a<S70* 
iit»  10  iit  CO»  o  aegatir,  und  folglich  wie  obea 

'     Vi  — MB  — «O»  O. 

Soll  aUu  die  Gleichung    .  .  ,  *  • 

(H-^)  »in  iCa  — ©)  — CO»  0  »in  iCa-i-e>;  . 
sBjdb-i  MB  iC«  +  Ö)»^i-/*' 

« 

oiftlll  leiB,  10  ■«»• 

(»in  a-f*»iD  O)  »in  {(a  — 0)  —  bid  a  cos  0  sin  ^(«"♦•Ö} 

=s;jpco»  a  sin  0  »in  4(a  +  0), 

d*  i. 

'(ib  .«+»ia  €l)  Oa  Ktt-^^}=aui(a=p@)  »iti  iCa+6) 
oder 

ain  (a  — 0;  ain  i(a-t-0)  =  8in(a=t=0)  ain  ^(«4-0) 

sein,  welches  offenbar  nur  dBBB  BÖgUcb  i»t»  weoB  man  da»  obare 
Zeichen  niounl,  und  daher  •  * 

* 

0 
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\ 

I 


■ctst 

indem  man  das  obere  oder  unlere  Zeidken  nimMty  jennchdeln  cot  o  ' 
negativ  oder  positiv  ist.  A 
A«t  dimr  €lciebuog  folgt  aber  -  . 

.  •im 

2(1  -h  ^)  sin      -  0)  cos  üß  4-  0) 
Ä  iitt(a  -f-  0)  (coi  0  ±  —  V^l  —  /*«  sin  0») 

mm  •  \  ,  . 

•       ■  I 

<^      JP)  •«(«-♦•0)  (CM  ÖdSj-  k^l-f#Vsip:0») 

oder 

weil  . 


•  sin  1   —  A         •  • 

ain  »      /I  Ä, 

i«,  •    •         .  ... 

(lH-l)a-^  =  ^^  (eoa0d=^ri-M..ia0.^ 
Fir 

ria  esj^  ata  o»  ü,  »iK«.  - 

iit  oIao  immer  *  . 

■•■  in  obere  oder  dai  natere  Zeickeo  aUaBt,  Jeaaehden 
caa  m  aagatiir  oder  poailif  ImL  ,       ,  - 


Aus  der  vorhergehenden  Unteriachang  ergiebt  sich  nnn  dne 
folgende  GMSMUlwnItat: '  ob... 
fttr 

sio  0  =  —  ^  «o  «,  il»=— A) 

Ut 

g|  —  A      iin  9 
"ÜT"  ^n«  • 

wenn  man  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
Jenachdem  cos  a  positiv  oder  negativ  ist.  Für 


iit  dagegen 


sin  Ö  =  ^  sin  a,      =/*(<»,—  ^) 


it|  SU  « 


; 


nnd 

wenn  naji  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nimnt.  Je- 
naebdea  coa  a  negativ  oder  positiv  ist. 

•  > 

f.  0. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daia  aaf  den  in  Tat  I.  Fig.  I.  am 
den  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Kreis  Strahlen  auffallen)  •  welehe 

entweder  wirklich  sämmtlicli  aus  dem  Funkte  y#  ausgehen  oder  we- 
nigstens als  sämmtlich  cms  diesem  Punkte  ausgebend  betrachtet 
werden  kSnnen,  nnd  wellen  die  von  ji  ane  darei  C  gezogene  ge* 
rade  Linie  als  den  positiven  Theil  der  Axe  der  of  annehmen,  wo 
denn  im  Vorhergehenden  a^  =  und  ^=.0^  also  «r^ — ^^=:^4C 
zu  setzen  ist.  Nehmen  wir  nun  ferner  an,  dass  der  aus  dem  Mit. 
telpunkte  C  beschriebene  Kreis  mit  dem  Halbmesser  Q*),jiChe» 
aekrieben  ael,  wo  (m)  bekanntlich  den  abaolnlen  Wertb  von  |»  ke* 
aeichnet,  so  sind  die  drei  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.    Es  sei  welchem  Falle  Taf.  I.  Fifjf.  1.  a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  dem  Ualbmes- 
aer  (fj).jiC  beecbriebenen  Krelaet  nnter  de«  Winkil  •  fallenden 
und  an  dem  Kreise  eine  Brecbnng  erl«denden  StrakI  iit  nack  f.  S. 
kekanAUieky  m%mi  m»m   .  .      .  ' 

tm  m-  Bia  a 

setzt| .  •.■».»€• 
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ist  eioe  Degative,  ^"^^^ 
Weil  BUB  \m  vorlMgeBdea  Fi 


«■d     ist  eioe  Degative,       eine  posiltiv«  GMRmm. 


1 

*   Ä,  =:  — .  A 6',  ^Iflo  süi  G  =  «iu  a 

und  €01  a  BÜbBtar  |iBiitir  lit,  lo  UH  BBOh  d)NB  mhergeheod«^. 
ParBgnpbBB 


•  •  • 

oder 

1      1  ^  »in  (« -f- ®)  /    *  Ä  .   *  1/1  «  7 

I  — -r  Ä5  — ^.  (coi  W-l-  —  Kl  —  /*•  liB  ©■), 


•  r 


ond'  Ua^iik  ijadi  dem  OUgeB 

also,  «iB  Bieh  hieiBat  leiclit  ergiebt,  . 

« (1  - M') .  (1 M)  (1 f») . 

Deber  ist        eine  constante  vuu  et  uuablian^ige  Grosse. 

Für  e^nnu  i^ut'  ^ie  couvexe  6eit«}  tlvä  um  C  utt  dem  üulbmes« 

•er  {j^mAC  beiehrielieBBB  Kfeiiee  bb^t  dvi  WiBkel  «.fbUeBden 
aarf  aa  dem  Kreiae  eiee  Z«rilckwerf|iBg  eHeideB4«B  Strebt  iatnech 

§•  S.  belHuuUliob»  «BBB  n»B  . 

•      .  .  •  ■  • 

aio  @  =  if-  ain  a 


iBiMt,  wlBder'  >  • 


jetzt  ist  /L»  eine  positive,  /2,  eine  BegetWe  Gröa4e. 
Weil  nuo  im  vorliegeodeo  Falie 

1 

iCi  ass^^ .        alao  eia  9=—*'--  tia  a 

■Bd  M^«-fefltiv>  iet»  ■»  iat.BBeb  dBBi  TeebergebeBdeB  fferagra- 
pbBB'wwder  * 


|i*  am  ^  ^ 


|i>  •      sin  a 


AC 


•IgOy  wie  Mch  ki«niu  leiclit  ergiebt» 

=(1 -ii*') .  ^C=(l-/»)a  +  /»)  . 

Dther  ist       wieder  eine  constante  von  u  unabbängige  Grösse. 

Ueberlegt  .man  nun,  dass  die  constanten  Wertbe  vop  2ii  in  <leii 
beiden  vorher  hetraehteteti  Pillen  einander  gleich  find»  lo  ergieht 
lidi  nnttittelbnr  der  folgende  Setz: 

Wenn  A  und  C  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und 
man,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  abiolate  Werth 
(ik^  von  M  kleiner  als  die  Einheit  iat,  a«s  dea  Punkte 
if  ali  Mittelpnnkt  mit  dem  Halhmesser  (m)  .  AC  einen 
Kreit,  bescbrleben  bat;  so  gehen  alle  Strabicn ,  welche 
als  ans  demPunktc-4  ausgehend  betrttchtet  werdenkön- 
Den  und  auf  die  concave  &»eite  des  in  Rede  stehenden 
Kreises  fallen,  ntehdea  dieee  Strehlen  an  deraelhen 
eine  Breehnng  erlitten  haben,  ndthigenfalli  gehörig 
verlängert,  —  und  alle  Strahlen,  welcbe  als  aus  dem 
Punkte  A  ausgebend  betrachtet  werden  können  and  auf 
die  convexe  Seite  des  in  Rede  stehenden  Kreltee  fal- 
len, nachdem  dieae  Strahlen  an  derselben  eine  Zurttck- 
werfnng  erlitten  haben,  nöthigenfalU  gehörig  verlän- 
gert,— durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  ^  und 
Cffch enden  geraden  Linie,  welcher  immer  von  an  nach 
C  hin  liegt*),  nnd  deaien, Entfernung  von  A  dnreh  daa 
Prodnct  (l  — /*»).-^r=(l— /it)(l  H-/w).^rbestimmt  wird. 

II.   Es  sei  {ti)'>\,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  l.b.  entspricht. 

Aile  Strahlen  >  weiche  als  aus  dem  Punkte  A  auMrehend  be- 
trachtet werden  können ,  fallen  in  diesem  F^lle  anf  die  denCRfe 
Seite  dei  n«  C  heichriehencn  Kreises,  nnd  f&r  einen  utet  dem 
Winkel  a  tnflellenden  Strahl  Iit  nach  f.  3^  wenn 


iin  a 


gesetzt  wird,  jederzeit 


AC 


AC-Ai 


ain(«  -h  9) 
ain  a 


(cote-i-ii/r:^ 


m  diM^  Falle  a-|i«) .AC  roMtir  kL 
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WeDn  nun  alle  initer  •{■em  Winkel  a,  der  awiichen  0  und  90* 
•der  iwiecbeo  270*  uod  800*  liegt,  aoffallende  Strahleo  eine  Bre* 


•il.  =s— tf.^CL  «lao  IIB        — 4*  *iB  o» 

nnd  fo](^Uch  nach  dem  Obigen 

AC  •  . 

A,  =(1  - M*)  .  ^^^=  (1  - /*)  (1  +  M) . 

Daher  iil  A,  eine  conitanle  von  a  nnabbäogige  Griaae. 

Wenn  remer  alle  unter  einem  Winkel  a.  der  zwischen  90"  und 
180»  oder  zwischen  180<>  und  270»  liegt,  auffallende  Strahlen  «ine 
Zurfickwerfnng  erleiden,  ao  ist  offenbar 

.  .         iS|SS|»»^£i  aiao  sin  ^ss-^  aw 

1b4  folglieh  neh  den  forhargehendeii  Paragraphen,  da  cos  a  ne- 
gitir  Ist, 

od«r 

«      1   »in (g  -f-  ^)  /      Ä  .   1  tyi       «  « 

.       ti  «=     s(n  •  ^-H— l^i— I**  Mm  «*), 


ud  folglich  nach  daa  Ohigan 

 _1 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 


« 


'  •  ■'  .      •    .  .-r,  • 

Dafaer  ist  mufM  Jetzt  Ai  oeaitite  to»  iMlIiipgyi 

Grösse. 

Ueberieot  maD  duo  wieder,  dass  die  beidja»  eoBf taoteo  Wertbe 
TOD  /\i  in  dem  eriteB  and  sireiteB  der  beiden  vorher  betrachteten 
raie  «Imnder  ^fMk  dw4,  wa  «rflebli  aiek  «nnrittdte  4er  IMgendn 

Satz: 

Weon^  und  C  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Tbraustctz ung,  da&M  der  absolute  Wert|^  (/*) 
von  /i  grösser  als  die  Kiobeit  IbI:,  nna  denrPn'nfct%  C nla 
Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  {fi) .  AC  einen  Kreln 
bescbrieben  bat;  so  gehen  alle  Strablen,  welcbc  als  aus 
dem  Punkte  A  »nsgebe^d  betraebtet  werdeu  kännen, 
und  auf  derielben  Seite  dea  dnreli  ^  i»f  ^C'^rriehte- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  diOKf» 
auf  den  Kreis  fallen,  nacbdem  diese  Strahlen  an  dem- 
selben eine  Brechung  erlitten  haben^  nntbigcnfails  ofe- 
hörig  verlängert,  —  und  alleStrahlen,  welche  als  aus  dem 
Punkte  A  auagehend  betrachtet  werden  k9-nnen,  us-d. 
.  nicht  auf  derselben  Seite  des  durch  A  auf  ^df  ^  c rricbte- 
ten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  Cliegt, 
auf  den  Kreis  fallen,  nacbdem  diese  Strahlen  an  demsel- 
ben eilie  Znrilokwerfung  erlitten  haben,  oStlifgenfnllB 
gehörig  verlängert.  —  durch  einen  iad 'densellebn  Puokt 
der  durch  A  und  C  gehenden  geraden  Linie,  welcher 
immer  von  A  an  nicht  nach  Cbin  liegt*),  und  dessen 
Ülntfernung  von  A  durch  das  Product  (/i'  —  l).AC=s 

.        bestimmt  wird. 

III.  pass  in  dem  Falle  (ju)r=l,  welchem  Taf.  I.  Fig.  I.e.  ent- 
spricht, alTe  Strahlen,  welche  als  aus  dem  Punkte  A  attsgehend 
betrachtet  werden  können,  auf  den  Kreis  fallen  und  an  deaaelben 
eine  Brechung  erleiden,  nach  de/  Breehniw  wieder  iianitlieli 
durch  den  Punkt  A  geben,  fälit  nnf  der  SteNe  in  die  Augen  nud 
bedarf  keiner  weitem  Erläuterung. 


f.  la 

Ferner  wollen  wir  nonebmen,  dnss  auf  den  in  Taf.  I.  Fig.  2.  um  den 
Mittelpunkt  C  beschriebenen  Kreis  iiitrablen  auffallen,  welche  sämmt- 
lieh  nach  dem  Punkte  A  h\a  conrergiren  ,  und  wollen  wieder  die 
von  A  M*  dttteh  C  gesogene  freiade  Linie  als  den  positiven  Tbeil 
der  Aze  der  a:  annehmen .  wo  denn  im  V  orbergebenden  auch  jetzt 
<y,  =AC  und  2\  =  ö,  also  «,  — ^  =  AC  zu  setzen  ist.  Nehmen- 
wir  nun  ausserdem  an,  duss  der  aus  dem  Mittelpunkte  C  bcfcbrie* 
bene  Krdis  mit  dedi  HnIbiieiSR'  (fk)  i  AC  beicbrieben  ndty  w^o  {u) 
seine  bekannte  Bedeutung  hnt,  so  sind  wieder  die  drei  folg^Boeo 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.    Es  sei  (/u)<;l,  welchem  Falle  Taf.  I.  Fig.  2.a.  entspricht. 

Für  einen  auf  die  concave  Seite  des  um  C  mit  den  Halbmes- 


*)  Da  nunlich  in  diesem  Falle  (1—^') .  AC  faegstiir  ist. 


uiyui^L-ü  Ly  Google 


n 

■er  (f»)  .  j4C  beschriebenen  Krewel  anter  dem  Winkel  a  fallenden 
und  an  dem  Kreise  eiae  Zurückwerfung  erleidenden  Strahl  iet  nach 
§.  3.  hekanotlicb,  wenn  man 

actzt, 

and  /*  ist,  so  wie  auch  /2,  eine  positive  Grdue. 

Weil  nnp  im  Torlieg^nden  Falle  .  .  ' 

I 

ü,  =/» .  j4C,  also  sin  0         l^l'.o  - 
«■d  CM  a  9§nhn  negati?  let,  a»  \0t  nadh.  8. 

oder 
alao 

iBd  falglick  BMk  dam  Obige» 

JC  1_ 

alsOf  wie  sich  bierana  leicht  aigicbt. 


Daher  ist  Ai  «'oe  constante  Ton  a  unabhängis^e  Grösse. 

Für  einen  auf  die  convexe  Seite  des  um  C  mit  dem  Halbmes> 
«et  0»)  .        beAcbriebenea.  Kreises  uoter  dem  Winkel  a  falleaden 
ud  wi  des  KffiiiV  eine  BMchug  erleMenien  Strahl  Iii  nah  f. 
ifeiB  oMai  " 

aiB  9=S2p  sm  a 

« 

eetaty  hAiMMlItth  wieder  * 

•nd  /^ist,  ao  wie  iR,  eiie  negatiTe  Grdtse. 

Weil  Bu  Im  forliegiade«  Fiüle  wiedef  * 


32 

«od  cos  a  offenbar  negativ  ist,  ao  iat  nach  f.  8. 
•4er 


r  • 


^»  aia « 

Bod  folglich  mli  Mm  Wg«ii 


1 


t.. 


t  '  '  •  - 

•Im»  irte  M'^ierMi  Itfckt  ergiebt»  .  \ 

=  (1  -  iu») .  ^c=sa — /*)  (1 . 

Paber  ist       wieder  eine  constante  von  a  unabhäogige  Grosse. 

üeberiegt  man  nun,  dass  die  beiden  conitanteu  VVertbe  von 
^^  \m  cratcB  «od  mweiieB  der  beidaa  Toriier  bdiscbtoten  FIHe 
tewander  glaieb  aind»  ao  crgiebt  aicb  aaniittalbar  dar  Iblgakdt 
Sau: 

Wenn^  und  Cawei  beliebige  Funkte  sind,  und  man, 
vnter  der  Voraussetzung,  daaa  der  absolate- Wertb  (fi) 
von  f*  kleiner  als  die  Einheit  iat,  ana  dem  Punkte  <7  ala 
Mittelpunkt  mit  dem  flalbmcsscr  (fj")  .  ^-1 C  einen  Kreia 
'bescb  rieben  bat;  so  geben  alle  nnch  dem  I' unkte  A  con- 
verffirende  Strahlen,  welche  auf  die  concave  Seite  des 
in  Rede  atebendea  Kreiaea  fallen,  oaebdett  dleaeStrib- 
lea  an  derselben  eine  Zvriekwerfnng  erlitten  haben, 
nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  dem 
PunlLte  A  con vergirende  Strahlen,  welche  auf  die  coa- 
▼exe  Seite  dea  i«  Bede  atebeidet  Kfeleea  falldji,  vaeh» 
,  dem  diese  Strahlen  an  derselben  eiaeBreebnng  erlittOB 
haben,  nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  —  durch  einen 
und  denselben  Punkt  der  durch  A  und  C  gehenden  ge* 
raden  Linie,  welcher  immer  von  j4  an  nach  C  liegt*), 
■nd  dessen  Entfernung  von  ji  darcb  daa  Prodnet 
{l  —  (u*).AC={\  — 4.fi),JC  bestimmt  wird. 

II.    Es  sei  (|U);>1,  welchem  Falle  Taf.  1.  Fig.  2.b.  entspricht. 

Alle  nach  dem  Punkte  A  cunvergirende.Strahlen  fallen  in  die* 
tem  V'atie  auf  die  eeovexe  Seite  dea  nm  C  beacbriebeeei  Kreiiee» 
und  für  eieeB  Biter  dea  W|iikel  a  MSallendeB  Streb!  Iat  aacb 
f.  3w»'wekiB 


•)  Da  lOBdicb  in  dIaaMB  Falle  a-/i9* Müf 
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sin  0  ssy  MD  a 

Wenn  nnn  alle  unter  einem  Winkel  a,  der  zwischen  90»  ond  180* 
oder  zwischen  180»  und  270«  liegt,  aaffallemle  Sinklw  tiM  Bm. 
«fclÄg  .erleiden,  so  ist  otfenbar  "  Of«- 

« 

'  ^ .  x;^  -  SIT      + =■ 

•im  ■  . 

1  _^  1   iin(<r  -f-  0)  ,        _       1  ,  _ 

.   (cosÖH-jj.l^l«^..i„e.>, 

■■4  folglicb- naeh  dem  Ohigen 

•  *  * 

alM,  wie  lidi  Utowt  l«iebt  ergiebt,  . 

A .  =  (1  -  f*«) .  ^  C=  (1  ^  ^)  (H.  ^) .  ^ 

#  ♦ 

Oaber  ist  ^,  eine  constante  von  a  uoabliänffiire  Grtfaee."  '  . 

Wenn  ferner  alle  unter  einem  Winke!  «"der  zwischen  0  «li 

Zmekwarfiiog  erleiden,  so  ist  offenbar  «m« 
» 

•'*i=— aJao  aiB  0  =  — ^  aia  «, 

nad  folglich  nach  f  8.,  weil  qoi  «  positiv  ist, 

oder 
alao 

J.  ^  1      sin(<ir-f-e)  ,       _       1  ,  ^   . 


Digitized  by  Google 


und  folgiicli  Dach  dem  Obigen  * 


jfC     _  I 


•laOf^wie  aicb  bieraat  leicht  erariebt« 


.1-  *  'J 


Daher  ist  ^,  wieder  eine  constante  voo  a  unabhäo^ige  CroMC. 

Da  die  cuDstanteu  Wertbe  vod  ^,  in  den  beiden  vorher  be> 
trachteteo  Fälle  einander  ffleicb  sind .  ao  erir iebt  sich  der  folireode 
Sati:  "       '    ,  *       •  -  • 

Wenn  ji  und  C  zwei  beliebige  Punkte  sind,  und  man, 
unter  der  Vnrautfetaaii|p,  dass  der  ahsolute  Werth  (ft) 
von  fi  grösser  als  die  Binbeit  ist,  aus  dem  Mittelpunkte 
C  B^it  dev:.Ve1fbaesser  (u)  .  ^C^eiuen^  Kreis  beschrieben 
liet;  ao  geben  alle  nach  dem  Punkte  convergirende 
Strahlen,  welche  auf  derselben  Seite  des  durch  j4  attf 
j4  C  errichteten  Perpendikels,  auf  welcher  der  Mittel- 

Suokt  6'  liegt,  auf  .  den  twreis  fallen,  ,  uachdeei;  diese 
trehlee  en  deBeelbefe  eine  Brecbung  erlitten  haben, 
nStblgenfals  gehörig  verlängert,  —  und  alle  nach  dea 
Punktet  convergirende  Strahlen,  welche  nicht  ajuf  der- 
aelben  Seite  des  darch  Jl  auf  uiC  errichtetea  Perpendi- 
Itela,  anf  weleher  der  Bt'ittelpnnkt  Client,  anf  den  Kreis 
fallen» aeeh dem  diese  Strahlen  andemsclhen  eine  JEnrHek* 
werfung  erlitten  haben,  nöthi^enf alls  gehörig  verlän- 
gert, —  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  durch  A 
\iDd  ^gebenden  geraden  Linie,  welcher  immer  ron^  an 
niebt  nach  Chio  liegt*),  und  dessen  Entfernung  von  ^ 
durcli  das  Pro 
atimmt  wird. 

III.  Daaa  in  dem  Falle  (/iij=l,  welchem  Taf.  I.  Ejg.  2.G.  ent- 
apriebt,n1ie  nach  dem  Pnakte  J  eonvergirende  Strableuj  welche  anf 
den  Kreia  fallen  und  an  demselben  eine  Brechung  erielden,  nach  der 
Brechung  wieder  simmtlich  durch  den  Punkt  geh^D,  fällt  auf  der 
Stalle  in  die  Augen  und  bedarf  keiner  weitern  Erläuterung.'  ' 


f  H. 

» 

Indem  wir  jetzt  zuvörderst  wieder  «r,  beliebig  annehmen,  wot-' 
en  wir  einen  von  dem  Punkte  {p^)  ausgehenden  Strahl  betrachten, 
welcher  der  Aza  de^  äp.  parallel  iai.  .'••'}' 
In  dieaen  Falle  ikt  offenbar 

•  » 

sin  a=rO,  cos  a  =  zbl 
und  folglich  nach  f.  2.»  weil 


*)  Pa  nifflfieh  in  diesem  Falls  (1  -/u').^C  ntgsUT  ist. 
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iflte 


«ot(oH-0)  =  coi  0  CM  9  — IUI  a  liii^ ris co» 
iiB(a-f  ^)=nii.a  cfpi.6|<:h,coi  «  lio  Bssdsmm  B 


•^"•—i,  f  (60.  a+^l/T=lb-SSV),. 


«f  fiMik  ^  folgvodeo  Foniicln,  Mp  deaen  die  ober»  oder 

4w  a^ra  Zeicbeo  zu  neLmeo  sind,  jenaeli4eü|4Ur  ¥oa  dMi  JNnklt 
(P7^  ensgebeode  Strahl  voo  diesem  Funkte  au  nach  der  Seite  der 
poeiliven  oder  nach  der  Seite  der  DeeaUveo  or  bin  gerichtet  igtp 
«Ü«  Laga  des  ausfallendea  Strahls  voUkommea  bestinimt  wird: 

e-f-^V^l-i».  Bis 

3.  iat  aJaa  ■  '  .'*    .i  .  .  ' 

Jf^ar.  ap^i  cos  9 


l  —  eo«  e(cos        — l/j  —  «» 


^    -  /»»aia^) 


«in  e  (cot  e -h V/ 1  —  ^3  «iu  ö»; 

die  Gleichuag  der  durch  den  ausfallendeo  Strahl  und  seine  VerliUi- 
gamg  Uber  deaPnakt  biaaat  dargestelUcD  geraden  Linie. 

Bastkbnet  nun  ^,  die  ersCe  Caordinaie  dea  DarelMeliBittapiiBktB 
dieaer  geraden  Linie  rart  der  Axe  der  or;  id  haben  wir  aar  Ee- 
atiaiBiung  voa       nach  dem  Vorhergebandea  dia  Giaiebvag 


A,  — Ä.TÄi  cfla  Ö 


t  » 


**   Ai  —  g|  T  ^1  C08  g  

1  — cos  8(co«  e+j-Vi  —  fi*  ain  ©5 

(A»~9)teo««+iv/i^^»  .in  e*)' 

worau  lieh  bbae  SeMerigkeit' 

f — A,  MS  a(«ot  6  -H—V^l— «in  e») 

A,— tfa=:=F  j-^  

-r    (CQ*  ö  -fr-  —  V^l  — #1»  «lo.  ©») 

eiviebt.  Multiplicirt  man  ab^r  den  Zähler  nnd  Nenoer  des  BrndM 

-  an  4er  reehten  Mte  des  CNeiehheitetetebeiM'Bit  " 

... 

•0  erhält  MB 

cos  ©  —  7 (cos  O  — i-Wi—^t  e*) 
A.  -  «I  ==fc  i  :  

oder  «  . 

(1  -    (1    ^)  ^1  cos  e  -  9  (cos  e — ^v/i-/4?fiine») 
-  a,  — cL^ — c  5  ;  (L  ^/j^ 

Weil  neeh  den  Obigeo  * 

*  ein  eoe  ©=:^/l-(4i^t 

iit,  eo  n&herD  sieb,  wenn  ^  deb  der  Null  vibert,  iin^  «od  eoe  9 
reipectif  e  des  CSrineD 

•      f       ■  1 

Bezeichnen  wir  nun  die  Gränzr,  wclclier  ^^  sich  nihert,  dareh  J*,, 
so  ist  nach  dem  jQbigen,  unter  der  \  oratissetnnny,  dMB  ^,  nieht 
verschwindet,  ,  ■ 

«  1  _ 

also     '  ' 


39: 

=fcil,\/l-.(j^)% 

♦  : 

ein  Atuarnck,  der  j^oi^llfl  deshalb  mit  de«  Naafttt  «inet  merk- 
würdigen bezekhaet  stf  werte  verdient,  weil  er  toi  |ft  k«bi  m- 

ebhängig  ist. 

För  ^,  =0  iftt  nach  dem  Obigen 

,  Ii. 

*  .»  • 

=fc2i)pj^ss::l--eeiO(eMe-+-^V/l-M»  «n 
=t!:S^=>i..e(cee  ^H-iv^l-i»*  «n 

EBd  •  ,         ■     ,  *  ■ 

eM  ©1+.— ^»  tin  e» 

oder 

'•der  «neb 

A,-«,=db  — f~ — r  

Berecbnet  mea  den  Bülfiiwinkel*    ibittelit  der  Fonnel 

■in  »tcs^f*  ein  €^ 

"    ,    .  .••••«.•.•.••  .  •  ,* 

md  niMBt  den  nbielnten  Wertb  von  e»  nie  Rrtaee  alt  90<»,  lo  er- 
Ult  man  triebt 


Führt  man  für  sin  0  und  €os  Q  iUre  Wertbe  ein,  so  erbllt  man 

p^  =s, m,  d=     J/Ä—^^  i'i  =  V»  ' 


L^iyui^üd  by  Google 
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und 

-..'«..   .'»  .. 


==!=   \  ^         ^  ' 


P«n«r  «ftek  aieli  im  dicit«' Falle,  wo  iat,  m  < 

gen  FonietD  Mgleich 


1-.- 


I  . 


f.  12. 


FBr  ^,  =A,  ist  aneh.J',  — 0,»  also  nae|i 

TarhergaheBdaa  raragrapban,  waaa  wir  wiadar  4,  sO  aataaa, 


d.  i. 


1 1 


■od  folglteli,  twk  aidi  laicU  arglabt,  ww«  M  «nf  baidaft  Sailao 

qiiadfirt: 
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/•Im,  wmb  MD  wieder  auf  (»eiden.  Seiten  qua^Uirt» 

(1  Ä  0,  folglich 

'\     *  .       "  • 

PIr  werder  aber  die  eUgea  Amdriieke  toi      —  er,  md 

^, — a,  beide  =f:-^,  und  man  kann  also  eigentlicli  Dicht  sagen,  . 

dasi  die  Gleicbuog  I",  —  a^=z^^ — 0.  oder  /'i  =  Ai  t»ir/i=  — 1 
erfilllt  aei.  Vieloiehr  iat  dievelbe,  wie  kicbt  erbeliet^  nur  daao  er> 
ftUt,  wtaa  lisssO  iit 


§.  18. 

■ 

Ea  iat  leickt  ss  aeigea»  daaa  die  beiden  Grtfuen 

iMaier  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wenn  nftvlich  zuvörderst  fi  positiv  ist,  so  sind  die  GrSaaes 

•  •  •  « 

•fiMbar  beide  poeitiT^ 

Wen  dugcgep  fi  negaür  lat,  ao  bit  aan  di«  drei  fUgvnden 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wenn     ^  •<  1  iit,.  40  iat  i+ft  positiv.  Weil  nun  ferner 

1 

oad     •<  1  ,i«t,  ao  ist  affenbar 

gröiaer  als  der  absolute  Werth  von 
nd  folglieb 

.|/r:j:+yir;ij: 

foailir. 

Sl  Wean  —  f».>>l  iat,  ao  iaC  1  -t-|»  ai^Eitiv.  Weil  nmi 
Imdr 


4A 

uud      >1  ut,  wo  igt  offenbar 

Ueiner  als  der  absolute  Wertb  voo  '  " 

1104  folglich 
Jiegativ. 

3.  Für  — |fts=l  venehwindeo  die  Gitam 

Man  sieht  also,  daas  die  Grösian 


1 4-  ^  und  f*yi  — ^  4.  K^"/*'^ 

d.  i.  in  ^.  II.  für      =0  die  GrSiMB  I*  -^m   bhJ  a' 

■er  gleidie  Vorseicben  baban.    •  "»»^  Ä.  -•4.  w- 

i.  14. 

'  Wenn  wir  der  Eiirs«  wegtii 
V 


1 


■elseB,  ao  iit  fir  ^,  ssO  nach  |.  11. 


u^iyiu^cd  by  Googl 


«1 


Um  nun  za  nntArsuchen,  unter  welchen  BediiupiojgpeD,  wenn 
•  gegeben  oder.coiutaDt,  4egegeB  als  yeräoaerlicb  beiracb- 
mL  4«r'abMlito  Werth  der  MürtBs  - 


f  ab 


MMmü  «dm  ete  IbiiMi  nitd,  wOmm  wir  m  •HmiDhp* 

d«n  erat^B  DüerentialquotieoteD  von  £/*  ta  8Mg  «tf  il,.«k 
wliiderlMhB  Maie  «BtwiekelB.  WeU  aber 

iat,  so  kommt  es  bloss  auf  die  Entwickelung  des  ersten  DiffertB«' 
titlfOBlieBtMi  TM  U  im  hnng  mC /i,  als  windBilkh«  GHhne  uu 
Nach  dem  Ohigaa  iit  • 

«^==fc/*Ä.(nf:7i- . ... 

■■d  folglich 

du       .    .    I         „     „  dF 


HioD  ist  aber.  Ine  icaii  leicbi  findet;  ' 


» 


folglich 


WA, 


oder»  wann  der  Kinc  wegen  . 


4 


—  1 


Abe  iai  Mch  des  #higaB  ...  .       1  > 


•  •  • 


4» 

•±.  M  ^  —  JLl  •  •  , 


Um  nun  die  Bedingunarwi  aufzufinden,  anter  dtma  der  absolute 
Werth  von  1/  «■  MiniaBB  oder  ew  MMwm.  wiid,  noes  nina 

bekftDDÜich  "•*<•'       .  i  *  . 

^  =  *' 

ff 


. .  .•   '» •« 


tetseo,  eine  Gleichuogi  welcU^  fiir  ^ 

CrsOond^-asO 

•rfBUt  iiC.  Da  aber  Ifie  Gleichung  €/=0,  wie  an  f.  12.  erhellet, 
SB  fk=  —  1  fuhrt,  in  welchem  Fülle  die  Grössen  ^od^^  ^ida 
oaaadlidi  werdea,  m  bleibt  bloss  die  Gleichung 

•  •  • 

d.  i.  die  Glcichoag 

■  _j   r   •  • 

l-hf*      /Ml  —  x>  -H  K 1  II-/»»»«  '  , 


  AI«* 


=0. 


Multiplicirt  aiao  aaf  beidaa  Seitea  dieaar  GleiehaB^  aüt  ' 

(1  +    (i^/T^  4-  l/l  -  #»»a») .  l/r^, ,  y  1  -  /*'»V 
aa  whrd  diaaalba 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  naQb  einigen 
leichten  Redoctionen: 

^oadrirt  man  nun  wieder  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so 
erbälk  buid.  nach  einigea  leickten  RednetiaMA  die  (Aeiabvwg 
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oder 


I  M  II 


•  * 

fl3l«#  Mb,  itfkbllN«  1    i»  HiiAfC  irenehwltadet': 


•  •  • 


.  4 


$!)etzt  man,  lui.  mu  iU«Mr  GleiehiiDg  dM  «weite  Glied  wegia« 
scJiAffeoi  .... 

io  erhill  IM  "kdr  B«i«iMMB|^  tob  $  die  CMeiebuBg 

£«  i»t  DUO  Doch  Dötbig,  deo  zweiten  Differeotialquotienten  voo 
im  BeMflT  YerihidertielM  GrStae  ijii  eetwickela.  Weil 


iity  Bod 


geieti*  wofden  iel*  ao  hrwcKt  Ban  bleaa. 

....  d*ü 

BB  eBtwickelB.  Naeli  dem  Obigen  iat 


44 


I  ♦ » 


•o  dau  et  also,  da 

au  d«a  Obigwi  bakannt  jat^  Uom  aack  auf  d^e  J^ntwiekalmig  ^9i|, 

ankommt.   Weil  nun  nach  dem  Obigen 

iat»  aa  iit^  wie  M^n  bieraoi  leicht  findet, 


ader  •  • 


( «• 


*Satst  aan  der  Kflna  wegen  '  ' 

aa  iat 

^  ==  oder  = 

nad  folgUch  nach  dam  Varbargabandan,  wia  aat  leicht  findet, 


u.iyu,^ccl  by  Güügl 


« 


D»  aber  MwatUck 


ist,  10  wird  man  bei  der  BerechnuDg  des,  «weiten  DiffiBrentialquo* 
ti«it0B  TM  V*  Mk  mm  bcatea  ■■  die  folgmto  Förmig  helton: 


fii/l     »■  -f.  V^l  — ^»«i'  '  • 
fit*F 


15. 

Wm,  Mm  X  «■•  gegebene.  Zabt  beieiebnel^ 
a^n  ioll,  ae  bebe^  wir  oaeb  des  Obigen  die  QlelcbuDg 

'  * 

we  »  teini»^  bekmiBte  Bedentasg  bat,  «lae,  wie  mn  leicbt  findet, 
we^^  d|r  KBne  wegen 

gcietit  v^fdi 

i»i/n^  -h  i/i-M»»»  Äifr. 


•    •  •  • 


u-iyiu^cd  by  Google 


4t 

^nadrirt  nan  oud  auf  beiden  Seiten  diBwr  Glcichiisgy  ao  «rgiebt 

und  folglich,  wenn  man  jetzt  wieder  lof  J»ciden  SeiteB  quadnrt, 
nach  einigen  leichten  Eeductionen:]  .  ^  *  '  • 

oder  • 

*  :  "^Iß  — ^  - ,  • » 

«der  «eh  :&u-r'^--:V^ 

Hat  man  mittelst  dieser  Formel  «*  gefnndeii,  ao  eigie^  aicb  Mch 

tf*.  mittelst  der  Formel  r.. 

•       •    -       '.  . 


•  .1 

16. 

Wir  wollen  nun  noch  die  wichtigsten  der  im  Obigen  ^efonde- 
nen  Formeln  in  Reihen  entwickeln,  und  werden  dabei  die  Bino*-. 
mialeoefficieuten  für  den  Ex|)uneoten  m  wie  gewöbalicb  durch 

Mit  Mi^i  Mg)  fll49  •  •  • . 

beieieluieB. 

Dies  Toruugeacts^  wollen  wir  sno  snent 

sm  »  j    «in  o 

aettee.  Duo  ift 

•  sin(a  +  @)  =  sin  a  cos  0H~cos  a  sin  0  ^ 

•     sssaiB        — ain  e^^eoB  a  uß^ 


Ä«iB  ^  cos  a  — (i),  sin  ®» 

H-tt),  sin  0* 


I  t 


I  t) 


«ad  fblglick 
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1.1  • 


'   -(i).  sin  6)- 

.  .  t 


-  I 


»  • 


a.  •  •  •- 


FMcr  Ulf  irwM  wir  m  Folgtodea  4flr  Eiffe  wegen 


ihneet  fl^-^l/ü^^«  ew  9* 


eder 


i2as)/l  — ÜB  ©«H-^l/l  — CID  ©• 


eelie»,  wie  bmi  Iciolit  findet: 


.4-(ö,(i+M')«»^ 


AUo  ist 

""""35« 


1^ 

U).(H-;^)   •    •     •  ; 


■in  9* 


-t-U),(i-*-^)  ........ 


Bim  'nligeaeioei  filied  dieeer 
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(iU  (1  H-l^')  (1 + cm  «) 
['■♦•(i),Ü).-i(H-**-») 

U.  8.  W.  ' 

Nach  einem  sehr  bekannteD  Satze  Ton  den  BioMMlcocfficMBtSB  iit 
aber,  wie  man  leicht  tinden  wird,  für  m^l: 

(*)«+(«.  tt)^i-hxi).  (i)ii^+....H-a)ii-i(i)t +a)»so, 

«Bd'dM  obip  •liffemeiM  Glied  liut  sich  also  faris>l,  wenn 
man  ■ntar  4i6aer  VonaaMtsong  der  Kftne  wegen  

•  •  •  *  « 

«-=7^ji.U).+(4k.-i(4).MV 
H-tti-»  (*)./»• 


u.  t.  w. 


*  • 


setzt,  auch  anf  den  folgenden  Aosdruck  bringen: 

cos  a\  IIB  6^. 

Setzt  man  nun  noch  der  Kürze  w^en  •  ~. 

!  •  •  «.=»a);  (i-i-rt(i -»--), 

so  erhält  mi^  nach  dem  Obigen  für  ^ 

jjsin(«  9) 

siu  a 

folgenden  ^usdmek:  ,  .  ' 

I  sin  « 

'  1  A 

=  (H-^)(l+^.co"ia) 
^-1«.  ^-  (Ül.  (1  -*-/*)  ~r^  cöt  !ai  all 
rHlÄ.  +  (i).a+/*')^Vf:  cos  aj  sin  6>* 

Ift.  4-  (i).  (1  -t-MU  ^Tip  cpa  oi.  sin  ©•  . 
•^lÄ4  4-G)4(H-/u^)^^  cos  aj  sin  ©• 


wju,^cö  by  Güügl 


und  folgUdi  nach  3. 


-t-IÄ.H-U).  coi  ai  siD  0» 

—  CM  a|  sin  0* 

'-M«.H-(i).  (1  CM  «t  »iii.**  ^ 

-it4H-tt)4(l+|i')^^  COI  a{.ihi 


■»  I 


■ 

1«.    iih         ^ (ri^)»  i»  a» 

«j<-i^r  Bio  «* 

-|«44-U).(H-/*')^^  cos  «|(^)'  lio  a- 
Weil  nun  «bor 

*  '  eoo  iissrk'l/l— lin  a* 

sin  o» 

=Ftt),  «io  «• 


•  •  ■  •  • 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


Heber  die  durch 


-*-(4).U).(H-f*)(^7^) 

-h(i)4(l-H/i*')(^)' 


Äl>  Ä»>  ftt»  ^4»  Ä 


•  •  •  • 


±^  {  +(*).CI+I»)(^)*  [  •• 

tt),(»+^) 
*^  "^+0).  (>+».•)  (^^r)' 

-fei  ("■-'^l- 

(*).(! -»-^) 
+  (t).  (*),(» 
^  ^  +  Ü).  (4).  >  " 


mn  a' 


bezeichaeten  Grösien  wollen  wir  noeh  beaerkett,  dan,  wie  m» 
durch  leichte  Eechnwig'  findet: 


wju,^cö  by  Google 


u 


*»  8?^' 

«  _     U  -/4»)»(l-f-/«») 

•  16/4 

 iaV  ■  > 

ist,  nnd  man  wird  leicht  ähnliche  Ausdrücke  euch  für  die  folgeoden 
Coeffidenteo  Boden  können.  .-  - 

Pir./»=1  ist  K.  =2,  m^i  wici  leieht  tu  dem  aagefübrten 
Salle  TOB  des  BiBOBieleoeflideniM  ftaebloiMB  wird. 


I 

•Ii 


lir  Mieh  deM  OUgea: 


IT 

*Tiri<i).+«).(i>.(^) 


U).  ( 


a,  —4 


.+  (4).(4).(^^ 
+  (*).(D.(T^-) 


sin 


SHi  a' 


siea' 


.  ^Ju^Jd^Dy  Google 


sin  (g  -f.  B) 
ain  a 


gtfendaiMD.  Reihe  leicbt: 


sin  a  •  JKi 


wmi  bierans  ait  Hülfe  des  idWB  ■»W»tli  MgaWMltM  SrtMi 
dm  BiB«walc««<fia«iit«ii 


tlD 


cM'a=sifai(«*4-9)  est  • 


vItt).  +.(*).  (*).  (^^)'  +  (4).  (^J'  I  «i»  «• 

=  l(i).-Hi).(i),{T^)'-Hi).(i).(^)'+(l),(2ii7)'  l™»' 


Weil  DU  1^  %.  4. 

Pi=/^-t-It,  ain («  +  9)  cot  a, 
9,  Sit,  HB  (a+ 9) 

•4er 

^^ij^aaii(o+^  cot  a, 
ist»  M  ist  Bicli  dem  Vorhergebenden 


±  1(4). tSri'      ^T^' ' 

=F  i(i}.+(ü.(t)A^)'+(i).(;).("-Br)*+(i).("-sr)'i 

imd 


Weil  nsdi  f.  5.  * 

ist,  SU  braacbt  nun  die  oben  für 

•,-A, 

gefundene  Reihe  aar        (m)  sin  «  cu  MlliplidreB ,  mm  auf  der 

Stelle  eine  nach  den  ungeraden  Potenzen  von  sin  a  fortschreitende 
Reihe  für  sin  u^  zu  erhalten.  Die  Reihe  für  cos  a,  ma^,  als  we- 
niger wichtig,  und  weii  ihre  £ntwickelung  nicht  ohne  einige  Weit- 
IftüGffkeit  BOglieli  iat,  der  Kflfse  wef^en  für  jetit  hier  ibergangen 
weroea. 


  ' 

Wir  wellen  aaa  aoeh  dea  Pell  beeoaden  betracbtea,  weaa  der 
eiaffellende  Strahl  der  Axe  der  parallel  ht.  In  dl«iem  Falle  iil, 
wenn  wir  die  in  f.  11.  eiogefiibrtea  Beaeichanafea  beibebaltea» 
und  iuer     =  0  aetzen : 


i^yuuicd  by  Googl 


uod 

kt(wm  e  — — l/l— ^i»  sin  f*'^) 

A.-*.==fc  ^^-T — :  ' 

wo  die  oberti  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdeiader 
einfallende  Strahl  von  aeioein  Auagaoffspunkte  an  nach  der  Sem 
der  poaitiven  or,  odtr  BMsh  der  Seite  der  aegeliveB  4P  bin  i^neh- 

tet  iit.  

Entwickeln  wir  nun»  indem  wir  co8  0  =  Kl— «in©'  setien, 
den  Zähler  dps  vOfiM>eBdeii  Broclis  necb  den  PoteniAn  von  «in  Q^, 
ao  erkalten  wir:« 

+  (i).(t-M')  ••■>  ö* 
•   -(♦).(!-»»•)  i»»  ö* 


oder 


A. = «.  =F  ,-£^  Ä.  1 1  -  ^  -  (4).  (» -  rt  (if;)* 


Ferner  ist  nach  §.  11. 

•  •       >    •  •       •  . 

=F  '-^  =  «"  ^(••«         i  1^1-/*'  «in  0»), 

and  folgkck,  wie  man  leicht  Uodet: 

^aio      =      1(1  +  ^)  «D  ©  — (i)»<H-f*)  «in  ©' 

H-tt).(H-|»*)««»  ©» 


.1 


Digitized  by  Google 
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o4er     -  . 

Bin     =  -  Oi»)         1) -£  _  (ij^  (1  ^ ^j^X). 

-(i)*(i-hM'K^)^ 


i'dtllicli  ist  nacli  ^11. 

cos  rt,  '  ,  I 


und  folglich,  wie  man  mit  Hülfe  des  schon  mehifiMh  Mmwudtea  ' 
hatzes  voo  d«B  BinomiiUco^llicieoteD  l«idit  fin^t: 


—  (i).  (l-hf*)*  Sit«  0'  • 


«Ol  a,  =s 


oder        •  " 
•der  •oeb,  wie  nu  dvreh  leidbte  Rechming  fiodet: 
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f.  18.  * 

lu  §.  16.  kabMi  wir 

g|  —  A 

iD  eine  nacli  dcga  geraden  Puteuzeo  vou  »iu  u  turt^feiteode  Reihe 
edtwickett.  Ott  naii  aber  äkfiA  ' 

.    . ^ijLZZAt  .  


iii  eine  solche  Rc^iho  xo  ratwickelo,  miMte  asf  folgeade  Art 
verfiihreD.   Mao  setxe 

Goeffici«Bt«D ^, ^,  C^D,.,,.  was  ^.  i6t,  Mtnit  hb^,  mdi 


Weil 


iü^  w  «rUUt  MP  4arek.  lliilti|ili«iitiM      beite  obigeB  Reibei  in 

.   1  =  ^21 

-f- (-^95 -f- iSTSl)  sin  «» 
(./S     ÄiB  -h  r^)  siu 


«M  welclier  sicli  sur  Bestiamoiie  der  Coefficieoteu  3(,  .... 
die-"*-"  


>   •  •  • 


U.  8.  W. 

ergeben,  deren  Gesetz  klar  vor  Augen  liegt.  Diese  kurze  Andeu» 
long  über  deo  in  Rede  stehenden  Gegenstand  mag  für  ieUt  jEemi- 

Sie,  nm  dieie.AUMadlung,  welche  voraügUcb  nor  di«  wvBdbipeB 
r  andere  'H^tane  PaieMHebiiagea  enthMteii  etil,  nicbt  zu  aebr 
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IL 

Lehrsätze  und  Formeln  aus  der  analytischeo 
Geometrie  und  mathematischen  Geographie, 
welche  in  der  practischeu  Geometrie 
zur  Anwmdimg  kommen. 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling 
SU  Marburg. 


Zum  Behuf  meiDer  TriaDguliroDga-Arbeiteo  habe  ich  leboo  ?or 
Mehr  ala  zwanxig  Jahren  die  nöthigen  Liehnitie  md  Ponaelii  mr 
in  möglichst  elementarer  und  ttoscbanlidier  Weise  selbstständig  eat- 
wickelt.  Dieses  hat  mir  gute  Dienste  geleistet,  und  liabe  ich  auch 
dabei  e;elegentlich  l^iua  und  das  Andere  aufgefunden,  was,  meines 
Wissens,  wenigstens  nicht  so  allgemein  bekannt  ist,  als  für  die 
Anwendung  vmleieht  u  wlntehvn  wire.  lek  Unlln  nlm  miM 
Ableitongen  hier  zum  Gebrauch  der  Practiker  susammen  vod 
gebe  ihnen  dadurch  zugleich  vollständige  Auskunft  über  das  Ver- 
fahren, welches  in  dieser  Beziehung  von  mir  beobachtet  wurde,  io 
■einem  Boche  Uber  die  TriMgnlirang  aber  ( Beiträant  nmr  Geo^ 
grmphie  vm  Mütrke$§€m.  18381}  nnaentlicb  f.  51. 54.  «d.  aar  k|irt 
angedeoCet  werden  konnte. 

Den  eiliptisciien  Erd-Meridian  betreffend. 

♦.1. 

Bezeichnen  wir  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  mit  47,  die 
halbe  kleine  Axe  mit  ^,  lo  häen  wir  bekanntlich  die  Gleichung 
der  Biliöse  für  recbtwinkliehe  mm  Afm  Mittelpankt  den  Azen  pnm^ 
lel  gnihUe  Cioordinnten 

(»>  • 

niese  Form  der  Gleichung  ist  aber  für  die  Rechnungen,  die  sich 
auf  den  Erdmeridian  beziehen,  nicht  die  bequemste.  Wir  haben 
klekei  nkmlieh  immer  znent  nneh  der  Pol  höhe  (■nfOtkiierten 

geographischen  Breite)  des  Orts  zu  firegen,  für  welchen  es  etwas 
zu  rechnen  giebt.  Diese  Polhöhe  ist  bekanntlich  der  Winkel,^  den 
die  Verticele  des  Orts  mit  der  bbene  des  Aequators  macht,  der 
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it  audt  wolU  ja»utHiorBiftlea«Wiftkel  geoanot  wird.  —  Sedaan  aber 
braoeben  w\r  an»  wibrtad  wiaorer  n^ite«  RaeWioagvn  nai  daa 

wirkliche  LängenauMaa  tod  m  (den  Halbaiesser  des  Aeijuators^ 
and  (dem  Htslbmcsser  des  Pols  oder  der  halben  Rotations- Axe ) 
gar  nicht  zu  bekümmern,  wenn  wir  nur  von  Anfang  die  Gcstult 
der  Ellipse  keanen,  und  zuletzt,  die  richtige  Maast  •  Einheit  ein- 

iftbiui. 

Wir  werden  alao  uns  die  Rechnungen  erleichtera,  wena  wir 
gleich  von  Anfang  in  der  Gleichung  d«r  KIlipie  sowohl  a  zum  Maaas 
aller  Längen  nennen,  aU  auch  die  rechtwioklichen  Coordinaten 
adbat,  imd  alles,  waa  daaiit  xuaaBmeabängt ,  ala  FMctiMMn  da» 
SnbaoraalaD  -  Winkais  «^ar  der  Polbibe  4ea  Orts  aisdriekaB,  die 
wir  Biit  N  beseicbnea  wollee. 


Die  Gestalt  des  elliptiacbaa  lu'daMMridiaBa  ist  aua  dorck  die 
Abplattung  c  gegeben,  wofür  wir  die  Pon«el  — 


  k 

Wir  gebrauchen  aher  in  des  practischen  Rechnungen  gowöhnlieb 
die  in  abstracter  Zahl  auigedriokta  Bseeilrieitit  e  der  KUipse, 
die  wir  durch  die  Fonael 

a*  — 

iiereehnen. 

Die  VargleiebMg  t es  {%)  «ad  (2)  giabt 


(4)  e»=(2-eVr. 

Dieser  Formel  liedieoen  wir  uriü  schon  mit  Nutzen  zu  Hebers  hl8- 
gen.    Denn  da  wir  wissen,  dass  c  nach  dem  Zeugniss  aller  Grad- 

Bieaaungeo  nur  sehr  weoig  von       abweicht;  so  haben  wir 

Wenn  uns  also  &eibenentwickelBngeu  vorkommen,  die  nach  Poteu- 
see  Ten  #*  forfaehreiteo,  ao  können  wir  nach  dea  jedeaaaligeB 
Zwecke  biedorcb  leidit  bcnttbeileii ,  wie  viel  Glieder  devea  wir 


^  kju^  d  by  Google 


BtaeUieaeB  wir  nmm  das  Folgende  a  zur  Ma«M.  Einheit 
wXhr  LilBgmi  m  wiblw,     htktm  wir  ni 


(6)   «  =  1 
,  (7)  4  =  (l^«»)l 

»■d  sonit  wird  wam  Porad  (1)  in 

(8)y»  =  (l-e»)(l-«») 

M  ttrwwdelB. 

« 

f.  3. 

Um  nun  weiter  die  Coordinaten  als  FuDctioaen  der  Folböbe 
(lies  8ubnoriualeD- Winkels)  A  auszudrücken^  erinnern  wir  uns,  dass 
gsns  ailMMiii  matfg«  4m  MgMaMiteB  chmarNrirti^cfceB  Diflb* 
r«Dlial*IMMlni  iit: 


•lao  entweder 


toMg  A=4-^  oder  HoM^  Ass  — 

1b  iiBa«ni  bcfondcm  Fall  werden  wv  ftr  IkM»'  deo  lelsleB  die- 
ser Ausdrücke  zu  wählen  haben,  weil  die  Polhöhen  und  mit  ihnen 

die  eJliptischeo  Meridian  -  Bögen  immer  im  ersten  Quadranten  blei* 
hen  und  vom  Aequator  gegen  den  Pol  bin  wachsen,  somit  aJao  die 
dx  und  äu  nothwendig  Terscbiedene  Zeichen  haben. 

INflbrentitrtB  wir  nwi  die  Gleiekang  (8),  §•  kennt  nna  an- 


d.  k. 

-    9  """(1— ••)«* 

Erheben  wir  ins  (Quadrat  und  setzen  für  seinen  Werth  aus  (8), 
ie  wird 

Gehen  wir  von  der  Tangente  auf  die  Secante  and  von  dieaer  auf 
den  Coainna  Über,  eo  komnit  nna 

(10)  eet  iV  =  T=^ 
und  endlieii  dnrch  IMti|dientieB' wen      and  (10) 

Ol)  #i«  = 
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Drüeken  wir  nan  j?*  darcb  die  Forael  (il)        so  komMt  ans 


also  eiidlleli  ^ . .  , 

' '         •  '•    I.II.     ,f ,,,, )  , 


Setiea  wir  deo  Werth  von  or'  ans  (12)  in  di«  Foriuel  (8),  .ao'  er- 
kalttn  wir  -.-».-i  .m         .     ,  .  '  -.rr.u.':  ;Li  i  . 

(14)  jf»  =  ^   l^^t^y*  ^» 

alio  susaauBeDgenoffiBen  und  aosgesogcn 

Der  für  or  uod  y  gemeiDscbaftliche  Factor   

wie  weiter  uoten  erhellen  wird,  von  f^rosser  practiscber  Wichtig- 
keit.   Er  bietet  aber  auch  ein  geoaietriscbes  Interesse  dar.  Denn 
Ist  Fli^.  f.  Z  der  Punkt  des  Meridians,  für  welchen  die  Reelittnag 
Bu  fahren  ist,  oad  £iO  m  seiner  Vertieale,  so  iat  aaek  miera  bia-  * 
karigen  Feataatanagea  CPsssjc^  alao  aaa  (13| 

d.  h.  gleich  dem  Theil  der  Vcrticale,  welcher  zwischen  dem  in^ech- 
■nag  an  nehmenden  Ort  und  der  Rotations  -  Axe  des  elliatischeB 
.fl^kiroida  liegt  lek'kabe  fär  dieae  Linie  den  Numen  vo nor- 
male vorgescblagen  und  werde  auch  hier  den  Buchstaben  A  an 
ihrer  kuraen  Beaeicknung  gebrauchen. 


Hit  Hflife  der  Cunormale  Jh  lassen  sich  nun  die  sämratlichen 
Linien,  die  in  dem  elliptischen  Meridiane  zur  Bereehnnn(|  koaiaidn' 
können,  leicht  und  in  bequeaMn  Ausdrücken  als  Functionen  der 

,PolhSka  dantellea.  Wir  kaben  nimiicb  Fls*  !• 

•1  .  '       ,     ^  - 

m.t  *(«/,c,)«jj_ig^ 

m.m  y{=zLP)=:z{\'^e^)k  Min  N 

^■1.4  NORMALE  (  =  Z/A')==(1 —C')>t 

n  .  *  SUBNORMALE  (=  AP)  =  (l  —  e'*)k  COM  N 

m .  •  SOUTikMGfiNTE  (=  PT)  =z  {  \  —  e*\k  *»»  i\ .  Ui»g  A 
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n.  H    CA=e'A:  cos  N 

Eben  so  leicht  emben  sich  nan  swei  andere  Gitoen',  welche 
man  mituoter  gebraucht,  die  Entfernung  CL{=  R)  dei  Orts  vom 
Mittelpunkt  der  Krde  (der  sogenannte  I o  ca I e  Erd -Radius)  und  der 
Winkel  C/«A(=o),  deo  diese  Linie  mit  der  Verticale  nacht  (.die 
sogenaiiDCe  Verheeierung  der  Pe[höhe),  welehcr  Wlokdl  airf  mt* 
■erer  Brde  bekanntlich  hdchitena  12^  beträgt  und  von  der  Polhnhe 
abzuziehen  ist,  un  dt%  aegenennle  ?erbesaerte  Breite  A/CI^ 
zsz  A  —  V  zu  haben.  ^     ^  . 

Denken  wir  uni  nämlich  von  C  auf  die  Conormale  ein  Per- 
pendikel gefüllt,  so  iat 

(16)   H  Mim  v=iCA  9in  A=z^e*A  9im%A 

ort)  HeM  v=LO^CO  M  Nz=^. 

.Hiemiis  ergiebt  aich  non  leicht  durch  0iviaion 

m.ii  tang  r  =  ^*A^  9im  %N 

h  €99  V 

Diese  letzte  Formel  zeigt  auch  eine  elegante  geometrische 
Eigenschaft  der  Ellipse  un,  womit  wir  uns  hier  aber  nicht  aufhal- 
ten. Ich  bebe  sie  mitgetbeilt  In  meinem  Programm  de  ptn^mUtuei 
0Meni9  1830,  we  nneh  die  ohigen  Fnrmeln,  meiam  Wiaiem, 
«mitt  bekennt  gemneht  wnrden. 


♦•5. 

Die  Formeln  dee  vorigen  Paragraphen  teijgen,  dnei  ei  hei  nllen 
Rechnungen,  die  sieb  auf  daa  Brd-Sph&roid  nesiehen.  am  vortheil- 
haftesten  sein  wird,  aus  dem  zum  Grunde  zu  legenden  r,  erst  nach 
(4)  das  e*  scharf  zu  berechnen,  und  sodann  nach  n.t  für  die  Ge- 
gend, worin  man  zu  thun  hat,  eine  Hülfatafbl  so  eonstruiren, 
ane  welcher  man  flir  das  Argnmeot  A  das  jedesmalige  ß:  abliest. 
Hieraus  folgt  dann  alles  Weitere  nach  obic^en  Formeln  leicht»  UmI 
kann  erforoerlicheu  Falls  auch  in  Tafeln  gebracht  werden. 

Ich  habe  zweimal  eine  solche  Hülfstafel  berechaet.  Zvertt  1822 
für  die  WmiMMkB  Abplattung  {Beiträge  u.  a.  w.  S.  84  nnd  198) 
and  sodann  1830  für  die  (erste)  SeAmitÜBtht  Abplattung  {paraU 
laxiM  elat.^  vergl.  Schumacher  A9tronömi9che  AacAricktem  X. 
S.  7.).  Hier  will  ich  also  für  Fractiker,  die  vielleicht  sich  iUmÜche 
Tafeln  entwerfon  wollten,  etwa  nach  der  neveaUn  Be99eh^n  Ab- 
plattung       2991505  {Schumacher  a.  a.  0.  XIX  S.  116.),  noch 

die  Weise  angeben,  wie  ich  dabei  verfuhr. 

Man  gebraucht  in  der  Praxis  gemeiniglich  nicht     aelbaty  aon- 
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dcrn  MiMD  i^aritämu,  BDd  ist  also  uacb  die  Talei  gleich  flb 
hg  it  SB  ia#BMl9BifeB« 

'BiMe  M  «Im  ü«  Pwnuel        ent  im  Hasdral,  lo  krant 


=  (1  —     «IM  A»)-». 
DiffeMqliire  kli  diiMa  iiMb-#te      aa  k«Mit 

-  • 

Dividire  ich  daao  daa  naCere  dareb  daa  obere,  ao  erluüte  ich 

Eotwickele  ich  recbu  die  Parentbeae  aad  niuUipUcire  mit  »im  A, 
ao  ei'giebC  rfcft 


•lao  dwdi.  iBtogrAtfoa  nd  MiiltSplieirtioB  vit  de«  Hodaloa  daa 
briggiaeboa4ifatMaa  (siO 

(18)  /o^  >t  =  Miie*  sin  A'     ^*  sim  A*     ^*  stu  A  •  -+-....) 

Dass  keine  lotegratiuns •  Constante  beizufügen  ist,  erbellt  darausi' 
dafts  fiic  A=sO  nacb  ai>ft,  =  l  werden  amaa,  alao  aucb  /»jr  A 
=  0. 

Mflo  km  «Iva  anr  Bntwerfkut  der  Halfatafei  fftr  /i^  ^  eiaeo 

grosaeo  Tbeil  der  Reebovog  mit  Satelligeo  Logaritbaieo  aasfübreo» 


und  bat  dann,  uai  die  Logaritbaieo  aller  im  vorigeD  Para^rapbea 
röateo  für  dea  Haibmeaser  des  Aeauatora  ala  Kiobeit  dorck 
leiebto  Poraiefai  aa  erkiiltes»  awaer  deai  Ug       dea  araa  aekoa 


erwäbntaa  Gröateo 
leiebto  Poraiefai  si 

filr  die  Bdlfstafel  gobraucbte,  aar  nocb  den  Ug{\—e*)  ein  far 
allemal  zu  berechnen  und  sich  aufzuicbreiben.  Zuletzt  ist  dann, 
VODD  naD  absolutes  Längenmaass  verlangt,  nocb  ioga  binzuzufiigen, 
Bettel  («1.  a.  0.)  giebt  nacb  seiner  ao  böcbit  verdieostlicbea 
deAakitaa  Boradbaung  voa  seka  CradmeaiBagea 

/«^  €  =  8,9122052 
Ug  (1  —      =  9,9985458 . 202 

#  =  3272077,14  Toiaea 


Den  KrUinmaiigshalbmesser  des  Meridians 

belfeffend« 

♦.6. 

Bei  Untersuchungen  über  Quantität  und  Qualität  der  Krün» 
ung  einer  ebenen  Curve  pflegt  man  gemeiniglich  denselben  Weg 
■■■aeUagen,  den  amo  aacb  bei  den  i|eiatea  andern  üalaraackan- 
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gftt  geht;  M  4aM         «Im  d»  ab  CMüNlit. jail— t,.  ( il. . 

die  o:  als  UDuhhäD^^ige  der  Zeit  proportioDal  wachsende  Gtöbscd  be- 
trachtet), alle  übrigen  Differentiale  zunächst  aiit  dac  v«rgleiciif, 
und  dadurch  die  bekannten  Formeln  mit  Hülfe  der  sweiteo  Üiff«- 

rentiaU  Verbältnisses  -r-z  entwickelt. 

Mich  hat  aber  immer  bedünken  wollen,  dass  man  auf  ein«>M 
andern  Wege  in  manchen  practischen  Fällen  bequemer  und  jeden- 
falls übersichtlicher  xum  Ziel  kommt.    Folgendes  ist  dieser  Weff. 

1.*  Ich  denke  mir  nimlich  tob  Aafanf^  den  Borea  •  der  ebe- 
nen  Curve  als  unabhängige  Veränderliche,  das  neisst  also  mit 
andern  Worten,  ich  denke  mir  die  Curve  als  entstanden  ans  einem 
eingeschriebenen  Poljgonzuge,  der  ursprünglich  über  .den  Polygon- 
seiten lauter  gleiche  Bögen  hatte,  und  nun  durch  fortgesetzte 
Halbimag  dieser  Bögen  ia  die  Curve  überging,  woria  «ktt  imeraa 
und  äusseres  Polygon  zusammenfallen.  Oder  noch  anders  ausge- 
drückt, ich  denke  die  Curve  nicht  bloss  als  Polygonzug,  sondern 
als  gleichseitigen  Polyvonzug  von  unendlicli- vielem  uo^ndltcl 
kleiaen'  Seiten,  deren  jede  den  eoattanteB  Wertk  «ISv  hat 

%  Ziaii  .kenachbarte  tU  können  MM  nidkft  ia  f^arader  Linie 
liegen,  weil  sonst  ein  Theil  der  Curve  ans  einer  geraden  Linie 
entsprungen  sein  müsste.  Der  Winkel  aber,  den  sie  mit  einander 
bilden,  muss  nur  um  eine  naendlich  kleine  Differena  von  zwei 
rechtea  Winkeln  verschiedeil  aein,  weil  aoBSt  d9  aiebt  nneadlich 
klein  wäre.  (Oder,  will  ich  noch  hinzusetzen,  weil  sonst  die  Ste- 
tigkeit nnterbrochen  wäre,  welcher  FaH  aber  fiir  gegeairirti|peB 
Zweck  ausser  Betrachtung  bleibt.) 

3.  Denke  ich  mir  nnn  am  Anfeng  und  am  Bade  eiBea-Miebi- 
gea  Btementa  jenen  Winkel  mit  leiaem  benaehbartea  Element  dardb 
eine  gerade  Linie  halhirt,  so  erhalte  ich  zwei  henacbbarie  Nor- 
malen. Diese  Normalen  kann  ich  roir,  wenn  es  erforderlich  ist, 
auch  senkrecht  aof  andern  Corvenelementen  errichtet  denken, 
indem  ich  die  Mitte  eines  in  BeCracbtung  gezogenen  Clements  tU 
mit  der  >1itte  des  vorhergehenden  und  folgenden  dnreh  neue  gleich 
grosse  Klcmente  verbunden  denke>  die  auMi  aueb  wieder  mst  der 
Curve  zusammenfallen.  .       .  ■ 

4.  Je  swei  anf  lelehe  Weiie  e«naBder  beaaebbaHa  ÜBvmalett- 
werden  sich  nnn,  allgemein  zu  reden  (denn  Ausnahmsfälle  erfordern 
eine  besondere  Betrachtung),  in  einem  Punkt  schneiden,  und  hier 
einen  Winkel  einschliessen,  weicher  auch  unendlich  klein  ist,  weil 
ein  Elementardreieck  entsteht,  in  welchem  die  beiden  dem  an- 
Uegenden  Winkel  nur  um  einen  unendlich  kleinen  Cnterschied  von 
rechtfn  Winkeln  abweichen.  Donkc  ich  mir  aber  irc^crulwo  in  der 
Kbene  der  Figur  eine  beliebige  Abscissenlinie  gezng^eu,  bezeichne 
den  Winkel,  den  die  durch  den  Anfang  von  tU  gezogene  Nor- 
male mil  derielbea  macht,  mit  n^d  swar  ia  dem  Sinn,  dasa  iiir 
das  wachsende  *  auch  wachsen  mnta,  in  iat  der  obige  von  zwei 
einander  unendlich  nahen  Normalen  eingeschlossene  unendlich  kleine 
Winkel  mit  zu  bezeichnen.  Diesen  Winkel  dN  kann  man  da- 
bei am  beouemsten  durch  einen  sehr  kleinen  Bruch  des,  als  Ein- 
heit an  Beameadea,  Halbmeatera  aaiyedrfickt  denken.  Sollte  er  ia 
Secunden  dargestellt  werden,  sa  kirne  danB  Bflr  Baeh  der  hekmata 
Factor  ^(=206264,81)  hinzu. 

5.  Ist  nun  die  zu  betrachtende  Curve  ein  Kreis,  so  ist  aie 


nach  bekttDotea  Elementar •  Sätzen  aus  einem  regelmässigen, 
also  nicht  bloss  gleichseitigen,  sondern  auch  gleichwinklicben  l'o> 
Ijgon  entstanden.  Demnach  werden  alle  l^lementar- Dreiecke  auch 
cftidiiekeBkliBk  iin4  eiaaiider  CMgratat,  md  alle  NormaleD  adiMi- 
den  sich  ali6  im  «ioMi  «lid  dMMnibM  fnkt,  dea  Hittelj^irnkt 
des  Kreises.  / 

6.  Ist  aber  die  Curve  kein  Kreis,  so  muss  sie  aus  einem 
gleichseitigen,  nicht  gleichwinklichen  Polyffoozuge  entstanden 
gedacht  werden.  Allgemein  xn  reden  werden  abo  je  drei  euf  ele» 
ander  folgende  ds  zwei  Winkel  mit  einander  bilden,  die  von  ein«^ 
•oder  verschieden  sind,  und  zwar  verschieden  um  die  Difierenz 
iweier  unendlich  kleiner  Winkel,  d.  h.  um  einen  Winkel,  welcher 
im  sweite«  6red  mieDdlicli  klein  bt. 

7.  Denkt  man  sich  nun  anf  dem  mittelsten  tob  drei  auf  eia- 
ander  folgenden  Elementen  in  seiner  Mitte  ein  beliebig  verlüngertes 
Perpendikel  errichtet,  so  muss  dieses,  nach  dem  obigen  3.,'  ftuch 
als  Naraale  der  dtarre  gedacht  werden.  Ba  ileht,  wie  oben,  senk- 
recht avf  der  Beriihrungs-Linie,  die  als  Verläagaraaf^  eines  Curi  en- 
Elements  zu  denken  ist.  Es  ist  also  auch  der  geomelrisclic  Ort  für 
die  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche  an  dieser  Stelle  die  Curve 
berühren  und  also  die  Cerührungs-Linie  und  auch  dies  eine  Element 
■dt  ihr  gemein  haben. 

8.  In  Kreisen  nun,  welche  eine  Curve  von  aussen  herohrea, 
liegen  alle  übrigen  Kreis- Kiemente  auf  der  andern  Soite  der  Be- 
rührungs- Linie  als  wo' die  entsprechenden  Curven-filemcnte  liegen. 

Bei  inneren  Berühraagi-Kreisea  aber  tritt,  riickalcbtlieh 
der  drei  auf  einander  folgenden  EleaieBte,  eiad  ftnifoelie  Ver- 
ichiedenheit  ein. 

a)  Es  können,  wie  Vig»  roh  angedeutet  ist,  die  beiden 
benachbarten  Kreit -Elemente  innerhalb  der  entsprechenden  Cur« 
vea- Elemente  fallen. 

6)  Es  können,  wie  Fli^.  S.«  die  beiden  heaaohbartea  Kreia* 
Elemente  ausserhalb  der  Curve  fallen. 

c)  Es  kann,  wie  Flg;.  4.,  das  benachbarte  Curven  -  Element, 
welehee  "den  kleineren  Winkel  init  de»  mitlelaien  Element  auicht, 
mit  seinem  Kreis- Eleihent  zusammenfallen,  'dann  wird  im  dritten 
Element  die  Carte  swiscbeii  dea  Kreia-nad  dia  BerÜhraaga- Linie 
fallen.  '  '  ^ 

Ba  kann ,  wie  Flf.  1^  dasienige  henachharte  Cnrren  -  Ele- 
maat,'  welches  den  grösseren  Winkel  macht,  mit  dem  Kreis- Cle- 
ment zusammenfallen ,  dann  wird  im  dritten  Eleaent  der  Kreia 
»wischen  Curve  und  Berührungslinie  iullfti. 

Zur  Vergleicbung  dieser  vier  ersten  Fälle  denken  wir  uns  den 
Halhmesser  des  betreffenden  Kreiaea  stetig  waehaend.  Dann  geht 
zuerst  der  Fall  a)  in  den  Fall  c)  über,  in  beiden  Fällen  ist  das 
d3/  des  Kreises  grösser  als  das  äA  der  Curve,  und  zwar  betragt 
der  Unterschied  dieser  beiden  dA  ein  unendlich  Kleioes  des  zwei- 
tan  Gradea.  —  Von  der  andera  Seite  mnaa  hei  abnehmende«  Halb* 
■easer  der  Fall  6)  zuerat  ia  des  VaH  tthergchen,  und  ist  ia  bei- 
den Fällen  das  dA  des  Kreises  um  ein  unendlich  Kleinen  deaawai- 
ten  Grades  kleiner  ala  daa  dA  der  Curve. 

e)  Zwischen  den  Pttilea  e)  aad  d)  aiad  nun  die  Fälle  entbal- 
tea,  hat  welchen  ein  benachbartci  Blepeat  innerhalb  fallt,  daa  an- 
daia  aaniarbalh.  Dnter  diesen  arass  also  aach  eiaer  hegriifoa  seia« 

MT.  5 


Imi  welchem  jener  Uoterschied  der  beiden  dS  (cÄnilicb  verfchwin- 
det  Dies  lässt  sieb  pämlioh  nur  auf  4ie  einzige  Weise  errei- 
eben,  daae  aao  die  beideii  benacbbartea  Kreil  «BleMMe  uter 
l^leiclicD  Winkeln  (unendlicb  Ideinen  des  tweiten  Gradei)  ge- 
gen die;  Curven  •<  Elemente  zu  beiden  Seiten  geneigt  denkt,  wie 
Fiff.  angedeutet  ist.  Weil  nämlich  der  geometrische  Ort  des 
Krei&mittelpuukU  nach  7)  gegeben  ist,  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
M,  doreil  die  beidee  Kiidpneiite  des  BleMeats  «od  den  DvrekeclHÜtt»- 
pBDkt  der  beiden  beoachbeiteB  Normalen  der  Curvo  einen  Kreis 
gelegt  zu  denken,  der  dcB  fttriaegte^  Mittelpaokl  auf  den  Perpes^ 
dikel  abschneidet. 

0.  Denjenigen  berSbreodee  Kreis  lan,  dessen  den  gfesMia* 
scbaftlicben  tU  entsprechendes  dS  alt  dem  dN  der  Curve  TÖlli|p 
öbereinstimmt  (welcher  also  die  Cune  unter  gleichen,  im  zweiten 
Grad  unendlich  kleinen  Winkeln  schneidet)  nennen  wir  den  Krüm- 
muogakreis  und  seinen  Halbmesser  (  =  r)  den  krümmunga> 
halb  Besser  der'Gvrre  an  de»  eatspreebeaden  Pnakt,  we  wir  aas 
im  Vorigen  das  mittelst»  Element  oder  vielmebr  dessen  MiMs  dacb> 
tea.  Damit  beben  wir  also  die  Gleicbaog  gewoaaea 

Für  die  practiscbe  Anwendung  dieser  Gleichung  ist  es  nun  na> 
iHrlieb  aiebt  mebr  aSthig  gerade,  wie  bisher  sam  Bebaf  der  Ablei- 
taa^  geschah,  m  als  nnabbSagige  Veränderlieh«  an  deakaa.  £s 
genagt,  wenn  wir  nur  auf  irgend  eine  Weue  uns  Kennlniss  von 

dem  lUotienten  ^  verschaffeo. 


4.  7. 

Bei  der  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  elliptischen  Erd- 
meridian ergieht  sich  für  den  Krümmungshalbmesser  zuerst 

vermittelst  des  sogenaaatca  cbaracteristisebea  Dreiecks  die  Glea* 

cbung  * 

,  dx 

sm  /V' 

also 

ds  dx 


dy"     sin  NdN' 

Der  letzte  Theil  des  letstea  Aasdmeks  fiadet  sieb  hier  aue  derlNf» 

ferentiatioD  voa  (12). 
Aas 

e«f  ^3s(l— Hm  N*)»* 

koBuat  Dämlich 
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ZaMMiMgeiogw  wi  Mftkdbrt: 


ftr    cot  lf(t  —  <«x') 


•4«r  4iifeb  fiinfiikniag  tm  (10) 

4m  Mt  wwli  (13) 

und  also  endlich  oacb  jn.  JU 

mUMA  rÄ(l  — 

Ist  demnach  die  oben  erwähnte  Uülfstafel  für  Xr,  oder  vielmehr 
I8r  Uk  einmal  berechnet,  to  hat  «an  anch  aar  Anffindangf  von 
f'ftr  Jeile  beliebige  Polhöhe  nur  Docb  geringe  Bemühung. 

Aus  n.  14  ergiebt  sich  nun  auch  mit  T^eichtigkcit ,  dnss  die 
extremen  Wertfae  von  r  mit  den  extremen  Werthen  von  k  znsan* 
menfallen.   Aus  b.  I  wird  dann 

daa  ^röarte  r  (für  Ass  90«)  =  (1  —  e«)r-i 
-  daa  Uaiiala  r  (fiir  Ar=:0):=l  — 


d.  b.  wenn  mb  «  und  6  seibat  wieder  einführt. 


■« 


dar  KrihnnngsbalhBMaaar  m  Pal  s-j 
wia  aaeh  aanat  aUgaaahi  hakanst. 


Die  ebenen  Schnitte  des  Erd-Sphftroids 

betreffend. 

Waa«  atat  caai  hellthiga  Bhea«  dn«h  daa  aMptMc 
ftotatiani-Sphftraid  gtaltgt  wird»  ao  maea  aa  iMaar  einen  Meridia« 
gebea^  daaiaa  Bhana  van  ihr  witar  aiaas  wehteD  Wiakal  gatmffaa 

wird. 

Damit  oan  dia  achneidende  Ebene  als  gegeben  betrachtet  wer> 
den   dürfe,  muss  aian  Vis*  V*  in  jenem  senkrechten  Meridiaa 

den  Punkt  8  kennen,  in  welchem  sie  ihn  trifft,  und  überdies 
den  Winkel  «r,  unter  welchem  sie  siegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Derselbe  wird  dann  in  der  Ebene  des  senkrechten  Meridians  selbst 


68  . 

Der  Winkel  w  kann  nun  alle  Wertbe  von  0  bis  180**  anneb- 
men,  und  nur  in  dem  Fall,  dass  w  die  Polhöhe  des  Punkts  8  um 
90"  übertrifift,  wird  die  schneidende  Ebene  in  eine  berührende,  also 
4er  SehDitt  in  einen  Punkt  neh  verwMidahi.  Bei  4er  Botwick«- 
Inng  der  nöthigen  Formeln  kann  man  also  von  einem  w  ausgehen, 
welches  in  den  ersten  Quadranten  fällt  und  in  demselben  Sintt  ge- 
zählt wird,  wie  die  A  der  früheren  Paragraphen. 

1.  Die  DHrehiehnittslinie  4ei  Sehnltfce  m\t  4ea  mm  Qmmim 
gelegten  anf  ikn  senkrechten  Meridian  trifft  nun  sehte  beiden  Azen, 
allgemein  zu  reden,  in  den  Puaktcn  Q  und  O.  (Die  beiden  beson- 
dem  Fälle,  wo  einer  dieser  Punkte  ins  Uoendliche  fällt,  werden 
wir  demnächst  abgesondert  betrachten.)  Man  hat  also  zuvörderst 
4ie  bei4en  eoMtanleB  HBlfsgrösseo 

SQ^np  VLikA  SO=zg 

nur  Benutzung,  die  man  aoa  den  Coordinaten  des  Punkts  8  in  sei- 
Dem  Meridian  und  4ea  gcfekenea  Winkel  w  nnek  Bedfii&iee  leiekt 

berechnet. 

2.  Wählt  man  nun  einen  beliebiffen  Punkt  JL  in  der  Curve, 
4le  4er  ebene  Schnitt  «uf  4eB  Spb&roid  beetlmmt,  iin4  fUlt  von 

ihm  die  beiden  Perpendikel,  JLln  auf  den  senkrechten  Meridian, 
und  LP  auf  den  Aequator;  so  trifft  auch  LM  auf  SU'va  M  unter 
rechten  Winkeln  ein,  man  kann  also  die  Linie 

als  die  eine  Coordinate  der  zu  untersuchenden  ebenen  Scbnitt- 
Gorre  -betiaebten.  Znr  aB4eni  Coordiaate  wikia  man  daaa  .4eB 
Akitaa4  4ea  Pnakta  M  von  8^  nad  letie 

80  4at8  jetzt  eine  Gleichung  zwischen  m  nnd  v  sn  suchen  ist. 

3.  Für  den  Punkt  Z/  findet  sich  nun  auek  eia  Meridian  be- 
stimmt und  in  ihm  seine  Coordinaten 

CP=«  aod  LP^y. 

Legt  man  aber  durch  ttP  und  JLM  eine  Ebene,  so  entstehen  recbt- 
wiiiklieke  Preieeke,  ane  weleken  liek  sogleiek  «rgiebt 

(19)    y  =(;>—«)  »in  to  ^ 

Dnrck  BBbstiIntion  dieaer  Gleicbungen  in  die  Ellipsen  •  Gleichung 

'    (8)  muss  sich  also  die  gesnchte  Gleichung  des  Schnitts  ergeben. 

4.  Statt  der  verlangten  Substitution  kann  man  aber  kürzer 
snm  Ziel  kommen,  wenn  man  die  Gleichungen  (19)  nnd  (20)  diffe- 
ratürt,  dann  in  die  Difiemtiai-Gleidinng  der  BUipie  mkititiiifti 
■ild  endlich  integrirt. 

So  erhält  man  zuent  aas  (19) 

(21)  4f=s  — «lieiv.db 

(22)  «rfrs— — •)  mr  •^•db-HMdi'. 
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Die  DiffereDtialglekkoBg  der  Blli|iie  aber  J&mb  Miek  §i  3.  gwchiM* 
ben  werden  •  ■ 

(tt)  *-  • 


SM»  y 


Folglich  bat  msB  dvreh  Difuion  .van  (22)  in  (21)  und 
von  (19)  xuDächit 


Min  mim  __         I  — tf* 

Cf  —  »)      i9*4hi^<MÄr  (p— >»;  «m  NT* 

also  weiiii  MB  «A»  «bMBdert,  bb^  •  ordoBt  BBd  sBBBBBBBtielit: 


Di«M  OMchBBg  iategrirt  giebt 

(Sft)   ««=:S(;iY.^-|-f  €M  •y*)»— (      i_^>  ^  K>  . 

wo  keine  CoBiteBte  beisBfiigen .  iat*  weil  für  t»  ss  0  BBcb  v  =:  0 
wird. 

Unaere  OlelebiBg  ist  alio  tob  der  Form 

BBd  so«it  bewieiBB,  deis  jeder  elbese  SebBitt  des  Erdsphi- 

roidaeine  BIlipie  giebt,  deren  Scheitel  der  Pnnkt  S  und  de-* 
ren  Abscissen  - Axe  die  gerade  Linie  ist,  welche  die  ScbBitt-Ebene 
Bit  dem  auf  ihr  senlurecbten  Meridian  gemein  bat. 


IIb  Bon  die  Beschaffenheit  dieser  Ellipse  näher  zu  untersucben, 
leselebae  mam  die  bslbe  AbiciBseB-Aze  »it  Ji,  ihre  coordisirtB 
mit  B.  Obbb  Ist  die  GleieliBBg  (25)  sserat  eaf  die  Gleicbaag  der 
Biliöse  BBS  de«  Sebeitel 

sn  brlBgeB. 

DeBiBBcli  habeB  wir  sb  setsen 

^  P  _ps<Bir*-l-f(l  —  s»)#wiH 

Ans  (26)  ergeben  sich  gleich  schon  einige  wichtige  Eigenscbaf- 
tsB  des  Schnitts.  *  v 

1.  Das  Verhältniss      ist  bloss  von  e'  nnd  to  abhängig.  Dem- 
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■Mb  «Ult  M  lM«weiBk»d«r  fthslUbe  ElUpsen, 
iMiter  oDter  ikh  ptraltole  Schnitte  dnfch  du  Sphäroid  fibrl. 

2.  Bi  giebt  nur  einen  einzigen  Pnll,  In  welebem  -^^X 

wird,  ü.  b.  in  weicbem  der  eilipUscbe  Schnitt  sich  in  einen  Kreis 
▼erwendelt,  den  ntaUeh  wenn  vssO  oder  ssl80*  wird,  «nd  dlM 

int  einer  von  den  beiden  oben  vorbehaltenen  besenden  Fitten»  wo 
der  Schnitt  also  in  einen  Parallel -Kreis  übergeht. 

3.  Es  ist  (den  letzterwähnten  besoudero  Fall  als  Ausnahme  bei 
Seite  geietst)  Imintr  B*>A^y  d.  b.  man  bckout  Innlnr  lo««* 

nannte  breite  Ellipsen,  deren  iScIieitel  der  kleinen  Aza  in  dna 
naif  ihren  Ebenen  senkrechten  Meridian  fällt. 

Man  wird  ulso  ,  um  die  Analogie  mit  den  gewöbnliclien  Axeo 
herzustellen,  die  Formeln  (26)  und  (27)  umschreibeD  müssen,  in- 
dem ann 

Ajssß  nnd  Bzsa 

setzt. 

Dies  glebt 

o*       I  —  <f»  cos  w* 

•            i>  ' ,  P  »in              —  g')  cos  ly» 
W   X^e-  cos  ui^  ' 

\.  Bezeichnet  man  die  Kxcentricität  des  elllptiaeben  Scbnitts, 
in  abstracter  2iabl  ausgedrückt,  mit  c,  so  wird 


also  nacb  (28) 


woraus  erhellt,  dass  für  «>==9ü",  und  nur  für  «'  —  90**,  au  jedem 
beliebigeu  Funkt  dea  Sphäroids  €'=xtf'  wird,  d.  h.  dasa  nur  die- 
jenige auf  den  Meridian  eines  Orte  senkreebte  Ebene,  welebe  an* 
gleich  mit  dir  Rotations- Axe  der  Brde  parallel  ist  (die  Ebene  des 
„sechsteo  Stundenkreises'*)  eine  dem  Erdmeridian  ähnliche 
Ellipse  abschneidet.  Das  ist  also  der  zweite  der  beiden  oben  vor- 
bekaltenen  besondern  Fälle. 

5.  Weil     <  1,  se  ist  aneb  f9r  w<  and  >M* 

4 

i  —  e'  CO»  w^^oi»  SP*,  d.  b. 

Alle  auf  den  Meridian  senkrechten  Schnitte  auf  beiden  Seiten  des 
Herbsten  Sinndonkreises  geben  also  Ellipten,  welche  runder  sind, 
als  der  Erdmeridian.  • 

Da  aber     von  dem  Zeichen  des  eoo  w  mabhäagig  ist,  so  ei^ 

hellt,  ditss  die  »Schnitte,  welche  auf  beiden  Seiten  des  aeehiten 
stundenkroisfs  gleiche  Winkel  mit  diesem  machen,  einniider 

ahnlich  siud. 
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Die  OiiNimlittba  wn  (2»)  gi«bt  eiidKcii 

woraus  hervorgeht,  dait  die  Rnodoug^  für  positire  sin  2w,  d.  h. 
vom  Parullelkrcis  bis  zum  sechsten  Stundenkreis  stetig  abDimmt, 
und  dagegen  auf  der  andern  Seite  dieses  StundenkreisM  wieder 
•tetiff  wäckat,  kie  der  Paralielkreis  wieder  erreicht  ist. 

O.  Deo  Oebergang  voo  den  ScbDitten^  die  südlich  too  de« 
sechsten  Stundenkreis  Hegen,  bildet  dabei  immer  der  ecbon  oben.  ^  ■ 
erwähnte  Fall,  wo  für  ein  mit  <V  zusammenfallendes  L,  w  N  ' 
+  90**  wird,  demnach  die  schneidende  £hene  sieb  in  die  berüb- 
leade  (den  Hemoiit),  die  BUipee  ehe  eieh  etaei  Peekt  ver* 
«uMt.  In  diesem  Feil  beben  wir  alte  eocb  das  Flächen -Ble* 
ment  um  den  Berüliruncrspunkt  als  eine  nnendlich  kleine  Ellipse 
von  si^anz  bestimmter  l^xcefitricität  za  beCracbtee.  Für  tpssA^ 
-1-90''  wird  nämlicb 

wofQr  sich  nach  n.  i>  auch  leicht  eine  geometrische  DanteliUBg 
der  mit  a  =  1  zu  bescbreibeoden  Ellipse  finden  liesse. 

Die  Veriieal- Schnitte  des  fird - Spli&roids 

batreffead. 

f.  10. 

Cnter  4eB%6eluiilteB  des  Sphäroids  sind  vorzugsweise  die  Ver- 
tieal-Scheitte  fdr  den  praetiscben  Geometer  wichtig,  weil  deren 
Etenen  gerade  roa  seinem  Tbeodolitben •Fernrohr  beschrieben  wer- 
den. Unter  diesen  VertieaUSehnitten  aber  kemmt  wieder  raftieket 
derjenige  s«r  Anwendung,  welcher  senkrecht  aaf  dem  Orts-Mertdian 
steht  (im  ,, ersten  VerticaP'  des  Orts  liegt),  und  also  dea  SOge* 
nannten  Perpendikel  auf  den  Meridian  angehört. 

Um  die  Ellipse  für  dieses  Perpendikel  auf  den  Meridian  zu  fin- 
dm,  knuiebev  wir  m  I.  dee  Winkel  N  en  die  Stelle  den  w 
«MBrer  beiden  vorigen  Paregrafiben  zu  setzen  (indem  wir  aaeb  bier 
das  >V  der  Flu:.  9.  mit  zusammenfallend  denken).  Demnach  wird, 
da  wir  für  jedes  N  auch  das  ihm  zugehörige  k  hesiteen,  aus  §.  8. 
■■d      4. « 

)»  =  (1 — e'^)k  und  g=zk, 

nad  sewit  aas  (M) 
.  Haekei  wir  mvm  auck  die  Svbstitntion  in  (28),  sd  wird 
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Tli«r»wi  folgt  HUB  vit  \MM^tH  4m  KraaB«tgih»lb. 

nicsser  dei  Perpendikels  auf  den  Meridiao,  den  wir  mit 
n  bezeichnen  wülleu.  Weil  nämlich  unser  Ort  im  Scheitel  der 
kUiucn  Axe  des  betreffeudea  6chuUtei  liegt,  ao  haben  wir  nach 
f  7. 


zu  setzen,  d.  b.  wir  braueben  nur  (31)  durch  (32)  zu  dividiren, 
wodurch  uns  dM  Gleicbnug'  entspringt 

'  Dis  f.  5.  «rwShntn  Httlfrtafel  giebt  niae  dinn  Krttmimig»- 

lialbmesser  des  Perpendikels  unmittelbar,  rad  wir  können  dnn 
Klemcnt  dieses  elliptischen  Schnitts  als  das  Element  eines  Kreiseis 
betrachten,  welcher  Flff.  1.  0  zum  Mittelpunkt  und  die  Conomiale 
telhit  snni  Oalhaener  bitte. 


11. 

Ppr  Krümmung-shalbmesser  für  einen  Vertical-Scha  i  tt  in 
brlichiii^em  Azimiith  llndet  sich  nun  aus  r  (dem  Krümmuuffs- 
halhmesser  des  Meridians)  und  (dem  des  Perpendikels)  auf  rol- 
geude  Weite. 

Ein  aoleher  Schnitt,  denien  Aiiwitb  mit  i  'bezeichnet  wer- 
den mug,  muss  bei  gehöriger  Erweiterung  den  auf  ihm  senk- 
rechten Meridian  AS  wig.  8.  treffen.  Die  drei  Ebenen,  dieses 
senkrejebteD  Meridiafii  j/Sj  des  Schnitts  1^8  and  des  Orts«Meii. 
dians  jiZfy  bilden  nun  bei  0,  wo  sie  in  der  Rotations- Axe  zusam- 
mentreffen, eine  dreikantip^c  Kcke,  in  welcher  /^O  die  Conormale 
für  den  Ort  ist,  jiO  ein  Stück  der  Rotations- Axe  vorstellt  und 
SO  gerade  wie  Fiff.  9.  in  der  Richtunic  der  kleinen  Axe  der  el- 
liptischen Sehnitt-Ganre  liegt.  Da  nuii  die  Vertieale  £»0  auf. dem 
Horizont  von  />.  also  auch  auf  dem  Element  des  Bogens  jLS  bei 
£,  senkrecht  steht,  so  ist  auch  Co n  o rma I e  fiir  den  Schnitt 
und  der  Winkel  SOjL,  den  wir  üürze  halber  mit  O  bezeichnen 
wollen,  bildet  in  der  Bbene  des  Schnitts  das  Complenient  des'  Snb- 
normalen-Winkels.  Behalten  wir  also  für  den  Schnitt  die  Buchsta- 
benbezeicbnung  der  <^§.  8.  und  9.  hei,  so  Imben  wir  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser m  des  Schnitts  am  Ort  nach  ü*  M  and  b.  1 
snnäcbat  die  Gleicbnng 

« 

  (1  — <')«  

oder  durch  Einfahrung  von  (18)  .  ' 

  g    (1  — g»)  1 

*     (I  — «*  ro« Ö')*  •  (1  —     eot  w*) '  l—i*  cos  a*' 

Druckt  man  hier  in  dem  letzten  F,-ictor  e-  durch  (30)  aus,  und  be- 
merkt, dass  der  erste  Factor  nichts  weiter  ist  als  die  Conormale 
1,0  selbst,  so  erbllt  ma«  ivaachot 
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*  1 

.(33)   «=5A(1— ••).j_^,  cot.w*^t*  nm  w*~iira*' 


Um  ■no  ia  di^  Formel  die  Polböhe  A  uad  das  Azimiith  •  statt 
der  Grossen  w  und  0  einzuführen,  bemerkt  mnn,  dass  die  dreikan- 
tige  Ecke  bei  O  einem  rechtwinklicLen  sphärischen  Dreieck  ent- 
spricht, dessen  Ujpoteonse  =90**  —  A  ist,  und  worin  dem  sphä- 
fkcben  Winkel  /  die  Ketbete  O  anliegt,  die  Katbete  (90«  — «r) 
aber  gegeaiber  liegt.  Demnaek  bat  iaan  nach  bekaaatea  ParaelB 
der  l>if  oaenetrie  {Orrnrndtiss  m.  41.  mmd  m  42,). 

t«lm  w  €99  0^9im  Jf, 

CO»  f9  =  eM  A,94m  i, 

Dieiet  aubatitairt  giebt  saaicbst 

^  i(l~e«) 

wofür  man  auch  schreibea  ItaDD 



Zum  practiscben  Gebrauch  scheint  es  mir,  wie  gesagt,  am  bequem- 
sten, das  m  auf  die  obigen  r  und  m  xnrückzufunren.  Zu  dem  Ende 
dividire  MB  die  CMeiebaageB  (84)  aad  (35)  in  1. 
Diee  giebt  saaicbst 

1       1^9*  sm  N*  —  €*  eos      sm  i* 


and 

^  1— e'-i-g^  cos       cot  i* 

Sondert  man  nun  in  diesen  Brüchen  das  letste  Glied  des  Zählers 
jedesmal  ab,  und  bemerkt  die  Bedeutung,  welche  die  ersten  firikcbe 
dadurch  nach  n.  1,  n.  14  und  it.      erhalten,  so  kommt 

M\  e»  #m 

W  «  d(l-a»)  ' 

i1-7\      '    1      .   9*  cot  cot 

^^*>  ü  — i*"*       4(1  - «»)  ' 

alia  eadlieb,  wena  Ma  (36)  mit  cm  ^,  (37)  mit  m  <*  meltifli.' 
eirt  and  daaa  addirt: 

1       eot  i*      tin  i* 

eder 

rn  

"~  r  «tu  i'  +  M  CM 
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I)«  nach  B.  M'und  m.  U 

m 

mw4  (mt  Amnabne  de«  Fallfl,  wo  4^ss90*,  «ho  die  Veitieslsehiiitte 

lauter  Meridiane  siod)  oacb  u.  1  Jk*  <C  f'Jl^»»  *^  w>>'<'  '^ür  jeden- 
VerticalichBiU 

folglieb  ueh  «äs  M. 

—  <  1  und  — >lf 

•d»  b» 

r<CM  und  n'^m. 

Demnacb  lind  auch  r  und  »  die  extremen  Wertbe  aller  Ikrum- 
aoBgshalbaeaMr  ftr  dra  angenomneneii  ^akt  dM  Spbiroida'. 

Bezeichoet  man  endlich  einen  beliebigen  Halbmesser  irgend 
einer  RIlipsc  mit  R  und  seinen  Winkel  gegen  die  kleine  Aze 

mit     60  wird 

R  m%  ^sjf  «nd  R  sim  4ss^^ 

folglich  aus  (1) 

3f»  —    ^»  n»  » 

welche  Gleichung,  mit  (3)  und  n.  Itt.  verglichen,  den  Lebraatz 
beweist ;  Eine  in  Horisont  einei  Orts  besebriebene  Ellipse,  welebe 
den  HorizontalschnittcQ  des  Brd*8pbftroids  für  denselben  Ort  ähalieb 
ist,  hat  durchweg  Halbmesser,  welche  den  Quadratwurzeln  aus 
den  KrümmuDgshalbsiesserB  der  entsprechenden  Vertical  •  Schnitte 
proportional  sind. 

Den  spliSroidisohen  Excess  betreffend.  , 

Die  g^emessenen  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  sind  eigent- 
lich Winkel  zwischen  Vertical-Si^chnitten  des  SphäroiUai,  bei 
denen  die  Dttrebsebnittlinien  der  Ebenen,  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, keine  dreikantige  Kckc  bilden,  indem  diese  drei  Linien  mit 
der  Rotations •  AxL>  tu  drei  oder  doch  in  iwvi  vcräciiiedenen  Funk- 
ten zusammenzutreffen  pflegen.  Den  Kxccsh  dieser  gemessenen 
Winkel  über  zwei  Rechte  pflegt  man  aber,  weil  er  iu  der  Regel  nar 
wenige  Sceanden  beträgt,  zu  berfcbneB,  nis  ob  das  fpbnefwdis^e 
Dreieck  (welches  ^anz  streng  genommen  gar  nlebt  ninsial  zwischen 
lauter  Verticnlseknitteoj  soaSerR  swis^M  drei  ,|  geodätischen  Li* 
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Dien'*  liefft)  ein  sphärisches  wäre.  Will  man  jedoch  bei  dieser 
nur  aonänerod  ricbtigea  VoraiMsetxtiog  nickt  alUiisehr  wisaentUeb 
Ten  der  Wahrheit  ebweMieii,  ao  iat  der  BelhaeiMr  ( H)  der  Sa- 

fei,  welche  bmi  dabei  sm  Grande  l«j|fV»  will,  vor  Allem  erst  ^e- 
öri^  festzusetzen.   Dazu  führen  nun  folgende,  aa  daa  Qbige  aich 
aamittelbar  anscliiiessende  Betrachtungen. 

1.  D^kt  mau  sich  au  einem  i'uakt  des  S|)liäroid8  ausser  der 
herfihreaden  Ebene  (dem  Horiiont)  aneb  npeh  eine  berfibreade  Ka- 
gel,  so  musä  deren  Balbmesser  mit  der  Verticale  des  Orts  zusam- 
menfallen. Ein  uoendiich  kleiner  Tbeil  sowohl  der  sphäroidiscben 
Fläche  als  der  Kugelfläche  um  den  Berührungspunkt,  muss  dann 
als  in  die  Berübrongiebene  fallend  angesehen  werden  bSanen. 

Solche  Flächen -Elemente  kann  man  aber  constrniren.  Dazu 
errichte  man  zuvor  lerst  in  einer  einstweilen  beliebigen  Tiefe  {t) 
vom  Berülirnngäpuukt  gegen  die  Rotations- Axe  hin,  eine  der  Be- 
rührungäebeue  parallele ,  also  auf  der  Verticale  senkrechte  Ebene. 
Dieae  acbneidM  anf  dem  Spliftrold  eine  Ellipae  mit  der  Kzcentri» 
cität  e*  k*  cos  ab  (siene  f.  9.  deren  Mittelpunkt  in  der 
Verticale  liegt,  und  deren  Grösse  nur  van  t  abhängt.  Auf  der  Ku- 
gel aber  wird  ein  Kreis  abgeschnitten,  dessen  Grösse  ausser  von 
t  nach  noch  von  dem  Halbmesaer  H  derselben  abhängt. 

Denkt  mau  sich  nun  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  ge« 
lirnde  gerade  Linie  auf  dem  Cmfang  des  letzterwähnten  kleinen 
Kugelkreises  herumgeführt,  so  beschreibt  dieselbe  auf  dem  Hori- 
zont die  Grundfläche  eines  geraden  kreisförmigen  Kegeis.  Eben 
ao  erbftit  aiaa  einen  geimdea  elliptiaeb«B  Kegel  Bit  denelbea 
Spitze,  wenn  man  *  die  Lieie  auf  dem  ünfaag  dea  eHiptiaebea 
Schnitts  herumführt. 

in  beiden  Fallen  wird  die  aus  der  Kegelspitze  so  auf  den  Ho- 
risent  projicirte  ebene  Figur  zu  ihrer  Projection  selbst  in  einem 
bestimmten  Verhältniss  stehen,  nämlich  rttcksicbtlicb  der  linearen 
Dimensionen  im  Verhältniss  {H — f)'.ff  und  rfiektichtlicb  der  FlA« 
chengrösse  im  \  erhältnis8  (// — t)*:fP. 

Lässt  man  endlich  t  so  weit  abnehmen,  bis  alle  Durchmesser 
der  beireffieaden  Schnitte  uaeadlich  klein  werdea,  an  sind  dieeelbea 
im  Sinn  dieses  §.6.  als  Eleme'nte  der  Rögen  zu  betrachtea, 
welche  auf  den  cntsprecheDilHn  krummen  Flächen  dadurch  erzeugt 
werden ,  dass  mau  durch  die  Axe  der  obigen  Kegel  Ebenen  legt. 
Zugleich  aber  müssen  dann  die  Schnitte  als  mit  ihren  entsprechen- 
den Projectionen  anf  den  Horizoat  laBamnenfallend  gedacht,  wer- 
den ,  und  sind  also  ihre  Figuren  als  die  gesochten  Flächen-Ele- 
mente zu  betrachten.  Die  oben  erwähnten  geradea  Kegel  werden 
dann  Körper*Elemente. 

%  Weil  aaa  eine  BIKpie  mit 'einem  Ihr  concentrfachen  K^iie 
nicht  con^ruent  .werden  kann,  so  kann  man  auch  nicht  wie  oheu 
§.  6.  auf  Coogruenz  dor  Bogen-Elemente ,  wohl  aber  auf  Gleich» 
heit  der  Flächen -Kl  erneute  und  also  auch  der  Körper-tJllemente 
die  Bestimmung  des  noch  festauaetzenden  Kugdbalbmessers  M 
griaden.  Daa  beifat  mit  aadera.  Wortea:  nun  wird  daa  /f,  wmA 
also  das  Kreis- Klement,  welches  mit  de«  elliptischen  Element  glei- 
ches t  hat,  so  bestimmen  können,  dass  innerhalb  und  nusierhalb 
des  letzteren  zwei  Paar  Monde  entstehen,  welche  gleichen  Flachen- 
iahalC  babea,  wie  Clff.  9.  roh  angedeatet  «it. 

3.  Betraebtet  naa  au  laersl  4aB  Kreie,  welcher  ia  eiaer 
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eDdlichen  Tiefe  t  auf  der  Kugel  entiteht,  uad  beaeUAmt  mImb 
BsIbMesier  aut  «,  eo  iit  beksontHeli  Flir.  1#. 

(38)  «*s=#(2£r— #>=sai£ft— i«. 

Da  Ban  aber 

(39)   M=H  9in  M  ' 

80  gehört  za  einem  ud  endlich  kleiaea  «ein/,  welches  im  awai- 
ten  Grade  uneodlich  klein  ist,  und  oioss  also  bei  dieser  Voiana« 
aetxung  in  (3S)  das  letzte  Glied  t*  gegen  2f/t  verschwinden. 

DemacB  bat  man  för  ein  aolcbes  im  zweiten  Grade  naeadlicli 
kleines  t,  welcbes  mit  i  bezeichnet  werdea  aiöge,  dea  eatapreebea- 
deo  Halbmesser  des  Kreis •  EleoientSj  welcher  ö"  heissen  mag,  und 
als  mit  einem  halben  Bogen -Element  auf  der  Kugel  ausaauaeafol* 
-  leud  gedacht  wird,  zu  berechnen  nach  der  Formel, 

*     .  (40)  C9=täk, 

Man  erhält  demnach  die  Fläche  des  Kreis- Elements  /*  durch  die 
Forael 

(41)  /=  neo=:27r.Jff.t. 

Hieraus  kann  man  auch  schon  gelegentlich  üherschlagen,  in  wie 
weit  für  ein  vorliegendes  Bedürfniss  des  practiscben  Lebens  unsere 
Aonihernng  sich  der  Wirklichkeit  anscbliesst.  Denn  auf  einer  Kn* 
g^el  von  nur  800  preussischen  Meilen  Halbmesser  würde  für  einen 
Schacht  von  1500  preussischen  Fuss  (etwa  halb  so  tief  als  der  ln> 
selsberg  hoch  ist)  das  /*  schon  über  300  Quadratmeilen  betragen. 
Es  umschlösse  ein  solches  kreis -Element  ein  gleichseitiges  Dreieck 
von  nngefabr  17  Meilen  Seite  nmi  W  Exeen. 

.  4,  INe  BetfaehtttDg  des  elliptischen  Elements  muss  non  ' 
davon  ausgehen,  dass  für  dasselbe  x  die  G  verschiedener  Länge 
sind,  wenn  wir  sie  als  geradlinig  betrachten,  und  zugleich  als  mit 
verschiedenen  Krümmungshalhmesseru  beschrieben,  wenn  wir  sie 
als  Bögen  des  Sphäroida  betrachten. 

Bezeichnen  wir  also  das  mit  dem  Meridian  zusammenfallende  c 
(die  halbe  kleine  Axe  unsers  Elements)  mit  ff',  das  in  das  Peruen- 
dikel  auf  den  Meridian  fallende  (die  halbe  grosse  Axe)  mit  <F  ,  so 
ka^n  wir  teeb  dieaeiben  SeUfiase,  die  ma  au  (40)  fUirfen» 

(42)   <f&=z2n        ,  •  ' 

Jedes  andere  c  des  elliptischen  Elements  würde  mit  seinem  eigeaen 
m  an  bcreehnen  aein,  naeli  P*  M  nnd  dem  dabei  angafifiina« 

Lehrsatz. 

Für  die  Fläche  des  elliptischen  Elements«  die  mit bezeich- 
net werden  mag,  ergiebt  sich  also  nach  den  bekannten  i^atz  über 
die  flrndnlar  der  Kliipie 

(4S)  fzsn^^xtut.VTm.x. 


% 
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5.  Setzen  wir  endlich,  unserer  Anaabme  gemäss,  4i«  Jbtidmi 
Blenente  einander  gleich,  so  entspringt  die  Gleichung 

d.  L.  der  Lehrsatz:  Das  geometrische  Mittel  aus  den  beiden 
extremen  Krümmungshaihnieisern  ist  zum  Kugelhalbmesser  zu  neh^ 
wenn  ■so  den  tphSroiditelieii  Bzctn  alt  einen  ■pbiriidieB 
so  bereclinen  eich  erlauben  will.  . 

Dieses  geometrische  Mittel  ist  iihrigeu  snch  M  and  m.  Ift 
Yermöge  der  Proportion 

auch  als  die  vierte  Proportionale  zu  der  halben  kleinen  Axe,  der 
Normale  und  der  Conormale  zu  betrachten,  und  somit  in  der  Ebene 
4m  Meridiani  leieht  sv  conitmiren. 

6.  Bs  bleibt  nnr  noch  fibrig,  den  Funkt  den  sphiroidlschea 
Dreiecks  zu  bestimmen,  jfiir  welchen  die  r  und  n  gelten  (aus  den 
Tafeln  genommen  werden)  sollen,  die  wir  nach  dem  Vorhergeben- 
den fiir  Berechnung  des  Excesses  gebrauchen. 

Dazu  wählte  ich  den}enlg«ii  Punkt,  dessen  Polböbe  dnnnrith-, 
■  etische  Mittel  aus  den  rolhöben  der  .Winkelpunkte  ist  Denn' 
denke  ich  mir  das  Dreieck  als  eben ,  und  die  betreflfenden  Meri* 
dianhögen  der  beiden  nördlicheren  Punkte  als  geradlinige  Perpen- 
dikel aaf  den  gleick&lla  ala  geradlinig  gedaeblen  Pkrallelkrein 
dorck  den  attdiichsten  Punkt,  so  erkalte  ich  anf  diese  Weise  mit~ 
grösster  Bequemlichkeit  den  Schwerpunkt  des  ebenen  Dreiecks, 
welcher  die  bekannte  Eigenschaft  hat,  dass  jede  durch  ihn  und 
einen  Wiukelpunkt  gezogene  gerade  Linie  das  Dreieck  in  Hälften 

glaickfa  PlickeDiokalt  Iheiit 
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DI. 

Tersciiiedene  niaflieaMtiache  BeuMudaingen. 

VoD  dtm 

Herrn  Professor  C.  T.  Anger 
SU  Dansig. 

i.  Die  GaoBsischen  Gleichangen  für  ebeoe  Dreiecke. 
Die  CemiieelieB  GleidMiagett: 

1.  sin       —  c)  .  cos  ^-^i  =  sin  ja.  sin  l{ß — C) 

II.  sin  4(Ä-4-c).  sin  ^v#  =  siD  {a.coa  ^{B —  C) 

Ul.  cos  l{6  —  c) .  cos      =  coe  ^ .  i in  l{ß-{-  C) 

IV.  coBi(A+e).mi  i^s=ces'i«.ce»^/r^€) 

biete«  4ie  Frage  dar.  was  aus  iluieD  werde,  weoa  die  Seiteu  dee 
flphttriedraB  Dreiecks  unendlicli  klein  MgeneaMee  werden,  d.  b. 
wenn  tick  das  sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  verwendell«  dessen 
Seiten  6j  c  und  dessen  Winkel  .4,  B ^  C  sind.  Mia  ennekl 
leicht,  daH  sich  dadurch  die  folgenden  ergeben: 

1.  (6  —    .  CM i^=«  ein  r) 

%  (^+0).tin  i^ssep  eoe  r)  . 

3.  .  eei  |^=tin  + 

•  4.  lin  i^ssces  1(17+ r). 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  geben  nicbs  Neues,  sondern  sprechen 
nur  den  Satt  aus,  dass  in  einem  ebenen  Dreiecke  die  Summe  der 
drei  Winket  sweien  Rechten  gleich  ist.  Die  Gleichungen  1.  und 
S.  dagegen  geben  jene  eleganten  Formeln  der  TrigenoBetrie,  wel- 
che früher  in  den  l>elirbücbern  vermisst  wurden,  gegenwärtig  aber, 
nachdem  Alollweidc  und  später  Gerling  ihrer  erwähnt  haben, 
bekannter  geworden  sind.  Moll  weide  stellt  i  in  einem  Aufsätze 
in  ?.  Zackte  monntlicber  Correi|pondenB  ?eB-Jnbre  1808. 
S.  396.  die  beiden  Propordonen  naf 

Ä-Hc  :  «  =  cus  C)  :  sin 

b  —  c  :  a  =  sin  ^(Ä  —  Q  i  cos  • 

welche  resp.  mit  den  Gleichungen  2.  and  1.  identisch  sind,  nnd  lie» 
■erkl  dabei,  dnn  mm  dieie  eleguiton  Sitne,  welche  in  eitoOB 

I 

/ 
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vollsUadigen  System  der  TrigoooBetrie  nicht  fehlen  sollten ,  sehr 
leicht  Ml  Betrachtung  der  Fig^r  erweise.  Ungefähr  16  Jahre  später 
clebtOerliDg  in  Scbuaiftclitr'aAitronoBUcb«nNaeli richte« 
No.  62.  dieselben  Poraeln  Hit  folgender  Bemerkung:  „So  niits- 
lieh  ich  diese  Formeln,  welche  ich  vor  einigen  Jahren- 
zufällig  fand,  für  die  Ausführung  halte,  so  unwahr-i 
acheinfieb  iat  mir  ioeh,  ^aaa  aie  ntm  aeis  aallian,  well 

.,        ...   .  j  1       1  «in  ^   sin  i?       sin  C7 

ihre  Ableitung  aus  der  Olficliunir  —   ■    =  — ; —  =  

gar  lu  nahe  liegt.  Ich  habe  sie  aber  bis  jetzt  in  kÜne« 
Lehrbuche  aufgefunden". 

Aua  der  obigeo  Ableitang  ersieht  mb,  dass  dieae  Peraele  Ar 
die  ebene  Tnjgonometrte  nichts  Anderes  sind,  als  die  Gausslschao 
tür  die  sphärische.  Durch  solche  Betrachtungen,  welche  ich  beim 
Caterrichte  nicht  ggrne  unterlasse,  tritt  dem  Schüler  der  innere 
Organitmos  der  Witfleoiehaft  eil  deatlieh  vor  Ao^e.  Dieie  Glei- 
chungen ei^bea  auch ,  weoa  mn  auf  beiden  Seiten  aoft  Quadrat 
erhebt  und  dnnn  addirt^  ohne  geometrische  BetiachtaBf^,  aegleic|i 
die  Erweiterung  des  iiythagoriscneo  Satzes. 


II.   Oeber  die  allgemeine  Ableitung  der  OrarndferBei 
der  apbäriscben  Trigonometrie. 

Es  ist  bekeMtlich  von  Wichtigkeit  die  Gmndformel  der  spbK» 
Tischen  Trigonometrie  in  ihrer  Allgemeinheit  abzuleiten,  d.  h.  so, 
dass  die  Richtigkeit  derselben  für  alle  sphärische  Dreiecke,  die 
Seiten  mö^en  iiber  90°  oder  über  180°  u.  s.  w.  gehen,  erwiesen 
werde.  Dieses  geschiebt  man  aneb,  indea  aeo  Är  die  Teracbiede» 
Den  Fälle  besondere  Figuren  entwirft,  und  fiir  jede  einzelne  den 
Beweis  führt.  Da  es  aber  wünschenswerth  erscheint,  sich  nur  einer 
Figur  bedienen  zu  dürfen,  so  stellte  ich  mir  vor  etwa  20  Jahren 
die  Aufgabe:  „die  Gmadfornel  der  aphlriaeheB  Trigonemetrie  so 
•henleiteD,  daaa  eine  Figur  da^ei  ansrelehe,  und  ein  ferneres  Zu- 
rSck^ehcn  zu  geomPtrischon  Betrnchtungon  nicht  nöthig  sei."  Die 
Ableitung,  welche  ich  fand,  habe  ich  damals  einigrn  Freunden  mit« 
getheilt,  auch  mich  derselben  beim  Unterrichte  in  der  hiesigen  Na- 
vigetieeascbnle  ver  Zeiten  mit  Vorfbeil  bedient,  denn  dort  kaai  es 
hesonders  darnvf  «n;  Kürte  mit  matheaintiacber  AUgetteinheit  tv 
verbinden.  Da  sie  mir,  bis  jetzt  wenigstens,  noch  in  keinem  Lehr- 
buche vorgekommen  ist,  so  erlaube  ich  mir,  diese  Kleinigkeit  der 
öffentlieben  Benrtbeilung  zu  übergeben. 

Bezeichnet  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  dorck 
«y,  c,  die  Winkel  utul  (ilo  Eckpunkte  desselben  durch  <7; 
denkt  man  sich  von  einem  heiiebigen  Eckpunkte,  etwa  von  einen 
Radius  der  Kugel  gezogen,  legt  durch  den  Mittelpunkt  derselben  eine 
Ebene  niif  diesen  Radius  perpendicnlär,  und  0illt  von  den  Panklen  B 
und  Canf  diese  Ebene  Lothe,  so  entsteht,  wenn  man  die  Puaspnnkln 
derselben  durch  ß'  und  C'  bezeichnet^  in  jener  Ebene,  welcue  zu- 
gleich die  des  Papiers  sein  mag,  durch  Verbindung  des  Mittelpunk- 
tes ßf  mit  B'  und  C  ein  ebenes  Dreieck  Mß'C  (Taf.  I.  Fig.  3.), 
dmeh  dessen  Betrachtung  sich  Alles  ergiebt.  Bs  ist  nämliqh  offen» 
W  der  Winkel  BMC  glMck  den  aphäriiehen  Winkel  din 
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Seite  MC'z=:m  die  Seite  MB':=:nxk  und  man  hat  {ß'Cy 
=  (2sin  !«)•— (coi  «o«  e)»,  also  nach  der  Erweiterung  des 
nrtbegorieehea  Satsei  die  GleiebiiBg: 

(2sin  4«)»  —  (cos  cos  c)*  =  8io>  ^  +  sin*  Ssio  ^ .  ao  cee^, 
devM  Enlwiekeliteg'eogleicJi 

cos  a  =  co8  ^.CQS  c-f-sio  b  sin  c.cos  A 

ergieb^. 

Die  Kraft  dieses  Beweises  liegt  in  dem  Umstände,  dass  die 
Geraden  JlfB*  und  MC*  \mmtf  ihre  Bedentnng  belialten,  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  mögen  so  gross  sein,  als  man  wolle,  deao 

die  Punkte  ß'  und  C  sind  durch  Projection  der  Eckpunkte  B 
und  C  entstanden.    Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  den  Ausdruck  für 


III.  Znr  Tlieorie  des  Kster-Bobnenbergerachen 

Revereionepend^la. 

Die  elegante  Eigenschaft  des  Pendels  mit  reciproken  Axen 
linnn  auf  folgende  Weise  sebr  einfaeb  bewiesen  werden. 

Eine  gerade  unbiegsame  nm  einen  festen  Punkt  beweglicbe 
Stange,  deren  Schwere  vorläufig  =0  geselast  werden  kann^  sei  an 
jbreo  Boden  mit  swei  Gewichten  m  und  m'  beschwert,  deren  Ent- 
erbungen Tosi  Anfhingungspunkt  resp.  —  r  und  r'  sein  mögen, 
dann  ut  die  Länge  des  einfaeben  Pendele,  welebes  mk  dem  geire- 
benea  gleielueitig  sebwing^  .         .       e  n 

—  mV— flsr  • 

,  Nimmt  man  unterhalb  jenes  Aufhängungspunktes  einen  andern  Punkt 
als  solchen  an,  und  lässt  das  Pendel,  nachdem  es  umgekehrt  wor- 
den, aai  diesen  schwingen,  so  ist,  wenn  nnn  die  Entfernungen  des- 
selben von  den  Gewichten  resp.  durch  —  o'  und  q  beieichnet  wer* 
den ,  die  Länge  des  aut  desi  gegebenen  gkeicbseitig  sebwingenden 
einfaeben  Pendels  ^ 

« 

Soll  das  Pendel  nsi  beide  Anfbingmgspnnkte  in  ghiebea  Zeiten 
schwingen,  so  mnss 

sein.  Man  bat  aber  offenbar 

.  wo  u  die  Linge  der  gansen  Stange  bedcatetf  md  wnn»  mm  din 
Entfernung  der  beiden  AnfbingangapanlEle  m  «tonnder  dueb  l 
beMiehnet,  >, 
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Die  GleidiBDg  * 


*  M" 


gicbt  AUD 

mV«  m'jt'  —  by^mir-^b)* 

m'r'^mt  '^^mt{f  ~'k)^mir^.b) 

t 

•w  «tliW  flir  i  4le  qiuulmtiMli»  .€U«lfAiiiBg: 

^      m  +  m'  (     m-\-m'  mV  —  mr  )  *  ^ 

bcrvorgebt.  Die  Wurzeln  finden  sich  sogleicli  durch  blosse  An- 
sicht der  CoefficienteD,  man  erluüt  oänlicli  för  b  die  li^ideA 
Wertfee 

•    etV»  -h  »tr*       .  2(mV'  —  iwr) 
♦  •    irir^-^mr  '  "**  m-^tri 

TOD  denen  hier  nur  der  erste  in  Betracht  kommt.  Man  ersieht 
hieraas,  dass  b-=.  lz=z  L  wird,  d.  h.  wenn  das  Pendel  in  bei- 
den Lagen  ffleichteitig  schwingt,  so  ist  die  Entfer- 
nung der  keioen  AufhängungspunkteTon  einander  gleich 

derl^änge  einps  cinfnclien  Pendels,  welches  mit  dem 
gegebencD  gleichzeitig  schwingt  Die  Bedeutung  der  en- 
dern  Wurzel  liegt  am  Tage. 


*  » 
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IV. 

Heaßt  Beweis  der  Formeln  für  die  figarirtei 
ZaUen,  nebst  krittsdieD  Bemerltiiiigeii  Aber 

die  bijsb^rigeD  Beweine^. 

Von 

Heim*  Dr.  F.  Stegmann, 

Lehrar  an  dar  RaaMala  und  PriTatdoflaoAMi  tm  Hr  VnitafiMl 

tu  Marburg. 


Uoter  figorirteu  Zahleo  werdeo  hier  diejenigeu  arithmeti- 
■ekmi  ProgreisioBeii  Tentettdea,  w«leba  durch  raeeeativaa  Shbm- 

ren  ans  der  Groadreibe  1,  1,  1,  1, ... .  entetebea  und  nicht  diejeni- 
gen, welche  nus  der  allgemeineren  Grundreibe  1,  d.  d,  d....  ab- 
geleitet werden  können.  Demgemäss  ist  die  figurirte  Zahlen* 
reibe  erster  Ordnung  einerlei  mit  der  Zahlenreihe  > 

»  1, 2»  3, 4)  5,  •  •  f . 

die  figarirte  Zahlenr^e  iweiter  Ordavvg  tat 

1,  S,  6, 10, 15, ... . 

dia  fignrirta  Zaklaaratlia  dritter  Ordauag  iat 

1,4,10,20,35^.... 

V.  B.  f. 

Bei  der  Beschäftigung  mit  diesen  Reiben  bieten  sieb  zunächst 
die  xwei  bekannten  Aufffaben  dar,  mit  welchen  fBr  den  öffentlichen 
Unterricht  in  der  Regel  wohl  der  ganze  Inhalt  dieser  Lehra  aa« 
gleich  abp^eschlossen  sein  mag,  nämlich  erstens  die  Auft^abe^  Toa 
jeder  figurirten  Zahlenreibe  einer  holiehigcn  (A-ten)  Ordnung  das 
allgemeine  (^te)  ülied,  und  zweitens  die  i!iummenformel  für  die  is 
•ratea  Glieder  afitagebea.  Da  aber  wegen  der  Batstahungsart  dar 
auf  einander  folgenden  Zahlenreihen  die  Summe  der  m  ersten  Glie- 
der  der  Xten  Reihe  identisch  ist  mit  dem  iftcn  Glicde  der  (X>-|-l)ten 
Reibe,  so  erhält  das  zweite  l'roblem  natürlich  seine  £rle4igung  za* 
gleich  mit  dem  ersten.  Nna  findet  ana  swar  in  allen  l^hrbüchera 
der  allgemeinen  ArithBatik,  welche  über  die  ersten  Anfangsgründe 
hinausgehen,  den  Satz  aaagaaprochaa,  daia  allgaaiaia  daamtaGliad 
dar  Xrten  Reihe  gleich 

ti(<»-f-l)(ii-l-2)....(w-f-<fe—  1) 
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tttef  «Mb  «iii«r  ?ifl|^«lHraadil»B  B«Midunng  lÜMMMlcMil«. 

cieDten,  gleich  )  ««5.  Fßr  den  Beweii  dieses  Satzes  bat 

■lan  %htt  bislier.  wie  es  scbeiot,  Dur  xwei  Wege  angegebeD,  von 

ABfor4eniDffeD  des  öliiUitlkbMi  Vmtmkkt»  m  villkoMmi, 

wie  es  gewünscht  werden  muss,  zu  eotspredien  vermag. 

Die  eine  dieser  beiden  Beweisführungen  stützt  sich  nämlich 
auf  eine  bekannte  Formel ,  welche  für  das  allgemeine  Glied  einer 
jeden  afithHetischen  ProgreifioD  iHer  Onlnnag  Gültlgk^  htt: 

Hh.-.-l-("7^)A*«i. 

wobei  «1  das  Anfangsglied  und  ^'''m  A'^^i  ••••  ersten 

Glieder  der  auf  einpinder  folgenden  ersten,  zweiten  n.  s.  f.  Diffe- 
notreiheii  MeniM.  Iii4mi  wwm  nun  dieae  Pomel  eef  die  figarir- 
te&  SeUe«  »weiter  OfilUBf  Mwendet,  erkilt  aea 

•»,«=1,  A»4=2,  A»».a=l, 

also 

«i.=n-("7').»+r7') 

and  aadb  eiaigpea  Redactienea  wird  man  die  dreitheilige  SuMe 

lecbte»  Baad  allerdiaga  anf  dea  Aaidnidi  *^^~^^^=(*'^^)  bria- 

gen,  wie  es  sein  lolL 

Indem  maa  iltdaaa  die  Formel  (1)  auf  die  figarirtea  ZaUe» 
dritter  Ordnang  anweadety  erbält  aiaa 

aiae 

.•.=i+("7').s+("7')-3+("7') 

aad  aad  eiaigea  Redactieaea  wird  man  auch  hier  die  fiertbeilige 

8aaiM  leebter  Baad  aal  die  Pera  *^*t.2[a'^^^=  (*t"  ^  ^' 
bracht  habea,  wie  es  sein  soll. 

Und  auf  gleiche  Weise  kann  man  allerdings  eaeb  fiUr  des  all» 

gemeine  Glied  der  fignrirten  Zahlenreihe  vierter,  fünfter,  u.a.w«; 
Ordnunnr  ^je  betrefl'enden  Ausdrücke  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
Xl)  herleiten.  Aliein  abgesehen  davon,  dasf  dieienigen  Reduclionen, 
>  welebe  erforderlieb  sind ,  aa  de»  für  srn  erbalteaea  Absdraek  aaa 
seiner  ursprOaglichen  Form  auf  die  gewünsdite  Form  überairfiibrea, 
hei  jedem  neuen  Fort^icliritt  zu  einer  höheren  Ordnung  immer  ver- 
wickelter ausfallen;  so  kann  doch  offenbar,  wenn  man  auch  bei 
dem  Unterrichte  die  Mühe  nicht  scheuen  wollte,  diese  weitläuftiffcn 
aad  regellopea  Redaetioaea  sogar  bis  aar  Yiertea  oder  fitaftoa  twdf 
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DUDg  fortzufübren ,  hierdurch  allein  die  Hauptsache,  worauf  es  an- 
kommt, nämlich  dass  die  gedachte  l'ransformation  für  jede 
beliebige  Orduuug  möglich  sei,  keineswegs  zur  Evideiw  ge- 
'braebt  fnritm*  6l«kbwolil  telimt  dureb  eise  jwteb>  iBdactm 
lllen  4tt  8acbe  erledigt  Avordeo  zu  seio,  van  vergleiche  z.  B.  dm 
in  fieler  Hinsicht  sehr  schätzbare  Cöoipeiidivoi  der  böber«a 
Mathematik  voo^Burg.  f.  237.  * 

Die  Mder«  Bewofnrt  atollt'-gmdesii  für  du  «t«  €!ll«d  der 
M9B  Ordnug  die  Fomel 

'   njn  -H  J)  (w  -i-  2) . . . .  (w  4-  ^  —  1) 

 : — i.2.3....ib  

als  ein  Theorem  auf,  entweder  ohne  alle  Berorwortung,  wie  z.  B. 
in  Olim's  System  d.  Math.  2r  Tlieil.  S.  26.,  oder  wie  z.  B.  ia 
dem  mit  Hecht  gerühmten  Lehrbuch  der  Allgem.  Arithro.  von 
J.  U.  T.  Muller  (Halle  1838)  S.  436.  geiebiebl,  sla  ein  ftewIteC, 
welebes  ««aan  erwarten  köoBte**)  nachdem  man  für  die  beiden 
ersten  Ordnungen  die  Ausdrücke  rs  und  ]/i{a~\-\)  unmittelbar  und 
ohne  alle  Mühe  gefunden  hat.  und  zeigt  alsdann,  dass  diese  alige- 
meine Formel  (2),  wenn  sie  für  die  Xrte  Ordnung  gilt,  auch  für  die 
(ArH-'l)te  ibre  Richtigkeit  behalte.  8«  wenig  md  aber  gegen  eine 
solche  Beweisfüliriing  von  Seiten  einer  strengen  Theorie  Einwen- 
dungen g;rm»ciit  \^-erden  können,  so  wenig  möchte  sie  doch  in  di- 
daktischer Hinsicht  den  gerechtesten  Anforderungen  Genüge  leisten. 
Denn  die  belebende  Knm  dea  Dnterriebta  in  der  Anal^aia  beatebt 
gerade  durin,  dass  er  nicht  gezwungen  ist,  die  auf  einander  fol- 
genden Lehrsatze  nis  isolirt  stehende  Wahrheiten  zu  demonstriren, 
l^elche  durch  den  glücklichen  Einfall  dieses  oder  jenes  Mathemati« 
kers  entdeckt  worden»  sondern  dass  er  vermag,  jedes  Resultat  vor 
den  Augen  der  Lernenden  gleicbsam  von  Neuen  zu  entde^keui  dto 
er  diese  in  den  Stand  setzt,  den  Ursprung  jedes  spätem  Satzes 
als  Ausfluss  bereits  erkannter  Wahrheiten  klar  anzuschauen  und 
ihre  Neigung,  wie  ihre  Fähigkeit,  im  eintretenden  Fall  selbststäo- 
dig  eine  gesuchte  Formel  direkt  an  entwiekelli,  atufeuweise  atei« 
gert.  -Was  den  Gymnasialunterricht  insbesondere  anbelangt,  su  kann 
es  zw;ir  diirrhaiis  nicht  meine  Absicht  hier  sein,  mich  über  die 
Frage  zu  verbreiten,  ob  es  überhaupt  nöthig  oder  überflüssig,  nütz- 
lich oder  unrathsam  sei ,  die  Formeln  über  die  arithmetischen  Rei-  ' 
ben  höherer  Ordnung  und  die  (ignrirten  Zahlen  nocb  in  den  Cur« 
SUa  der  obersten  Klasse  aufzunehmen,  oder  ob  diese  Lehre  definititr 
dem  höheren  Unterrichte  vorbehalten  werden  müsse.  Auch  musa 
ich  niicli  gegen  den  Schein  verwahren,  wenn  ich  gegen  die  bisher 
gelieferten  Beweise  dieser  Formeln,  wie  afe  in  Terscbiedenen ,  an« 
Tbeil  nucb  f&r  den  Gymoasinlunterriclit  beatimmten  Lehrbüchern 
aufgenommen  sind,  hier  einige  Ausstellungen  marhe,  duss  ich  da- 
durch  der  Didaktik  der  Herren  Verfasser  zu  nahe  träte,  weil  ja 
natürlich  durch  den  mündlichen  Unterricht  leicht  ausgeglichen  wer- 
den wird,  wo  daa  Lebriineh  vielleicbt  absichtlieh  eine  LOeke  ge- 
lassen haben  sollte.  Allein  wenn  alle  Sachverständigen  heutigea 
Tages  darüber  einverstanden  sind,  d.iss  an  Gymnasien  die  Mathe- 
matik .vorzüglich  wegen  ihres  formalen  Nutzens  gelehrt  werden 
inQsae,  damit  sieb  eine  gewisse  Seite  der  Geiatesnuagen  der  ber- 
«raabildenden  Jugend  gebdrig- enttblten  kdnne,  lo  wird  aveb 
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gern  von  dem  nritbMetiicfaea  UDtcrricbt  »lieg  fern  so  halten  Mchen» 
WM  dem  Geist  einer  ungezwungenen  uod  dem  jugendlichen  Sinn 
sugänglichen  heuristischen  Analysis,  was  einer  Methode  nicht 
SDsagtj  welche  sich  zum  Grundsatz  macht,  von  bekannten  Tbats.i- 
cben  in  jedem  einzelnen  Falle  auszugehen  und  auf  nf-ttfirlichem  und 
leicht  findbare«  W€9e»  obse  gewaitiane  Sprünge,  4aa  weitere  Ziel 
av  erreichen.  Und  daa»  Cfl  einer  solchen  Methode  schnurttracica 
zuwider  läuft,  wenn  man,  wie  z.B.  in  dem  Anhang  desOhm*8rhen 
Lehrbuchs  für  den  Elemen^runterricht  (2te  Aufl.  f.  4* 
«ebrnals  geschieht,  irgend  eüie  Pomel,  welche  erat  daa  Reaoltat 
eiaer  EntwickeliiBg  aein  aolUe,  geradezu  aufstellt,  ihre  Richtigkeit 
für  »  =  1  oder  «  =  2  j^prohirt  und  dann  darthut,  dass  sie  im- 
mer fiir  jede  um  Eins  grössere  Zahl  n  =  /t-^l  gelte,  wenn  sie 
für  i»  =  ^  zutrifft**,  dies  scheint  nicht  wohl  in  Ahrede  gestellt  wer> 
de«  an  kdoBea. 

Anders  würde  sich  die  Sache  freilich  verhtilten,  wenn  man  den 
Sehnler  zn  der  Formel  (2)  zuvörderst  durch  eine  einfache  Induclion 
hinsufuhren  im  Stande  wäre,  so  dass  die  Worte  „es  iässt  sich 
cffwarteii,  daaa  daa  indneirte  Geaeta  allgemein  gelte"  für  jede« 
aieb  als  wahr  erwieaen,  und  wenn  man  alsdann  erst  die  so  frucht- 
bare Schlussfolge  von  n  auf  («-Hl)  und  von  Xr  auf  an- 
wendete. Wollte  man  aber  zum  Zwecke  einer  solchen  Induction 
die  vorher  bezeichnete  erste  Beweisführung  mit  der  awriteiF  com* 
biniren,  so  würde  der  ganze  Beweis  eine  Weitläufügfceit  annehmen 
vnd  bei  dem  ruterricht  eine  Zeit  erfordern^  wie  8ie  gar  nicht  mit 
der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  im  Verliältniss  stehen  mochte. 
Ba  wird  dauer  wohl  nicht  unnütz  sein,  uut  einen  andern  und  di- 
rectOB  Bewtta  der  gedachten  Toraiel  (2)  aüfnerkaain  in  machen, 
waleher  aich«  wie  ich  glaube,  durch  Binfachheit  und  Kürze  beson- 
ders empfiehlt,  von  welchem  ich  «her,  obwohl  er  si^h  fast  von  selbit 
darzubieten  scheint,  nirgends  eiqe  Stiur  aufzuüuden  vermociite. 

Ich  gründe  dieaen  Mweia  unmittelbar  auf  die  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten.  Zwar  weiss  ich  wohl,  dass  man  neuer- 
dings  in  den  Lehrbüchern  öfters  den  binomischen  Lehrsatz  erst 
ganz  spät  nach  der  Lehre  von  den  Progressionen  und  den  arith- 
metischen Reihen  höherer  Ordnung  seine  Stelle  angewiesen  hat; 
.da  aber  dieser  Satz  so  fiberaus  wichtig  ist  und  überdies  eine  p;Ieieli 
Anfangs  in  der  Potenzlehre  offen  i^elassene  Lücke  ausfüllt,  si>  hege 
ich  nach  wie  vor  die  ITeberzeugung,  dass  es  am  zweckmassic:stpn 
sei,  gleich  nach  der  Lehre  von  den  Potenzen  und  Logarithmen  die 
Combioationen ,  dann  den  binomischen  Lehraata  für  ganze  Expo* 
nenten,  und  hierauf  erat  die  Reihen  folgen  an  lassen.  ,  Es  möge 
mir  daher  erlaubt  sein,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Expo- 
nent der  Potenz  +  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  bei  dem 
folgenden  Beweise  von  awel  bekannten  Bigenaehnftan  dar  Bin^mial- 
eoefllcMntao  maangehmiy  eratana  daaa  I 

(o+(r)='+''=('r') 

(0  +  (0=(''t')  • 

(s)-^(S)=etw«^..- 


(3). 

imcl  zweitens  dass 


(f) 


Q.  ■.  &  ■ 


(*)--(^)=fe) 


Die  auf  «Miider  folgenden  Beihen  Bgofirter  ZaUen  aiiid 


•i        «.  «• 


4 


11111   I   1 . . . 

12  3  4  5    •    7  .  .  . 

13  6  10  15  21  28  .  .  . 
1  4  10  SO  35  50  84  .  .  . 

1  5  15  35  70  126  210  .  .  . 


ÜB  ein  Beliebige!  «tee  Glied  ans  einer  dieser  tCeihen  zu  bezeich- 

O  I  f 

nen,  wollen  wir  uns  der  Sjmboie  w«,  m«,  Un  u.  s.  f.  bedienen ,  so 
dan  s.^  B.  die  in  der  vierten  Boriiontalreihe  befindliehe  Zahl  84 

'  dvreb      vorgestellt  nein  aoU. ' 

Femer  wollen  wir  die  Snainie  der  jt  enten  Glieder  einer  die- 
«er  Reihen,  nftmlicii 

i       i .     t       i  k  k 

Wj  "T"  Wg  "1"  Wj       Sf ^       •  •  •  •  e^M^»! 

durch  S„  andeuten.         ^  ' 

Die  Bildnngaweise  der  Ogttrirten  Zahlen  wird  aladann  entern 
durch  folgende  Gleiehong 

(A)        Vh^Sh  oder  ttn=iSm 
unsweidentig  cbarikterisift. 


Ul 
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geadea  Gliedci  trj«  aus  dem  vorbergeheoden  «»-i  die  Formel 

(B)  ««  =  «n-i4-ar» 

welcbe  unmittelbar  aus  (A)  folgt,  weil  6in—i'hi*H  =  «*m—i 

4««hi  >ii«^  ^fia  ial  B.  B.  «r»«s  m  ealatandai  dareb  AiUiliaB  foa 

4  t 

»,870  nad  «.sSO. 


Maa  bemerke  nun,  wenn  mmi  in  der  qnudrutfSrmig^^n  Zuram' 
meo8telloD|(  dieser  fignrirten  Zahlen ,  so  wie  es  in  der  folgenden 
Fi|^nr  j^eacbeben  ist,  von  finks  nach  rechts  aufsteigende  Diagonal- 
liaicB  sieht, 


0 

1 

2 
3 


1  l^l^l  1.  ^1 

l''2__3_^4  5  6 

1    3  6^10   15  21 

iZ^^^^  20  35  56 

'    ^   15  35  70  m 


*  1  -J» 

9>  .imT 


alsdann 

durch  die  erste  Diaganale  verbaadea  werdea  1  und  1 

-  .    -    zweite      •  •  •      1,  2,  1 

•   dritte       •  -  ^  '    1,  3,  3,  1 

u.  .i.  tf  " 

also  der  Reibe  nach  die  Bioomialcoefflcienten  aur  eraten,  zweiten, 
dritten  o.  a.  f.  Potenz.  Dass  dieaea  Geaeti,  weaa  ea  fUr  eine  be- 
hebige dieser  aufsteigenden  Reihen  z.  B.  die  pte  stattfindet,  auch 
für  die  folgende  {;f-\-l)te  Richtigkeit  behalten  müsse,  ist  leicht 
einstachen.  Deni^  erstena  fan£t  diese  folfltende  Reihe  offenbar  eben- 
falls mit  1  aa,  sihTt  aia  GUea  aielir  als  die  vorhergebeade  and  ea- 
digt  wieder  mit  1.  Und  ausserdesi  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
fi^urirten  Zahlen  (Gleichung  B)  das  zweite  Glied  dieser  folgenden 
Diagonalreihe  gleich  der  Summe  des  ersten  und  zweiten  Gliedes  der  . 
vorberg^ehendea ,  ihr  drittes  Glied  gleich  der  Summe  des  sweitea  , 
lind  dritten  Gliedes  der  vorhergehenden  a.  a.  f.,  es  siad  also' die 
Glieder  dieser  (7;-hl)tcn  Diag«nialreilie  gnnz  eheuBO  aus  denen  der 
/>ten  Reihe  abzuleiten,  wie  den  Formelä  (3)  zu  Folge  die  Bino- 
mialcoefficienteo  zur  {p  l)teo  Potenz  aus  denen  zur  ;7ten  Potenz 
eatstehea* 

Wenn  wir  daher,  um  ein  beliebiges  Glied  einer  dieser  schräg 
aafsteigenden  Diagonalreihen  zu  bezeichnen,  den  Träger  x  anstatt 
•»  wählen,  im  Cebrigen  aber  die  Bezeichnung  der  früher  gewählten 
gleich  lasaea,  so  dais  s.  B.  die  Reibe 

.  •  .  .  .  . 

*     '  4        4        4         4  1 

s,  *«  a^ 
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einerlei  Min  mH  wnt  der  vöd  luiki  Mch  rtohta  anfiifcaigradtB  Dia- 

gon^lreiho 

1   4   6  4  1. 

oäiiilicl» 


a)(t)a)(j)a) 


M  lind  wir  Im  Steade,  d»  voiliar  ■MhgvwkfMt  QaitlB  dweh  dli 

GleicliaBg  aimiiipredieD 

(Ca)  «»=^^l^> 

w»b«i  ^  and  «  ^  (^-1-1)  swai  poiitifa  gm«  mimtm 
follen,  od«r  «ndi  Termdge  der  QleicSnBg  (4)  donjh 


(C./J)  *«  =  ^— 


••  •!       •  .'.•» 


Nun  ersieht  man  aber  aus  dem  vorher  anfgestellten  Schema  der 
'figoiirCe»  Zahlen  logleieh,  dai«         .  . 

ssdcB  enten  Gliedo  der  /itoB  HoriBOflitalreihest!^ 

s,ss  *    sweitea  -      •  {p^ljUn   -  > 

p  p—* 
s,  =:  •    drittea    -      -  {p — 2)ten  • 

n.  8.  f. 

•iuilich  aligeaeiB 

P  "4-1  •  • 

/  "  I 

SeCi^  MB  daher  p^m^\=sJkt  also  ^=sA+ie  — 1»  to  wird  ' 

«ii  =  *ii 

oder,  iadeai  bmb  jetit  eine  der  GielefaBDgeD  (Q  la  Httlfi»  raft,  eat-- 
weder  . 

(D.a)  ...^  «bs  ^  f 

oder  - 

(D.«....i.=  ,  .  •. 

Diese  letztere  ist  die  verlangte  Formel.  Setel  waa/dariB  der  Reihe 
nach  ^=:0, 1,2, 3»..,,  so  ergiebt  sich 
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Ar  4ie  Reih«  4m  aUgemiBe  6Ue4 

.     1,  1,  1,  1,  1,....  ("7^)  =  ! 

1,«,  8,  4,  5^.... 

n.  8.  f. 

•         •  •  • 

Um  abw'ciM  beliebige  AU  Mbe  in  ihrer  TÖlligen  Allgeaein* 
htaif.  Bialieh  die  ersten  Glieder  denelben  als  Functionen  ron 

BO  dass  ein  gewisses  Rildung-s^csetz  möglichst  klar  erkannt  werde, 
und  ihr  allgemeioes  Glied  als  eine  nach  eben  diesem  Gesetz  gebil- 
dcte  Fanetion  von  A:  und  m  herxustellen»  möchte  ee  am  einfecbiUB 
a«io»  «Bitott  iBrP^MMt  (D'.fi)  eieb  der  «Bd«N»  tD.M) 


et:7')  ■  ■ 


zu  bedienen.   Denn  alsdaoB  erhält  bibb  tofoit»  i 
air  «s=  1, 2, 3, . . . .  setzt, 

B.  1.  f. 

*  (iM-lK^2)(iN-i)^tfH-ü~i) 
Uie  «Ugemeine  Reihe  figurirter  Zahlea  iHer  Ordnung  ist  elfo 

 1.2..,.(«-l)  ... 


BBd  ihre  9nmm%  iet  bb  PolgB  (A)  Bad  (D) 

.     *      M     rk^n\  _  n(>i-fr.l)(i»-i-2)....(fiH-*) 

»»^t^«Ä^jt :  .1.9. • 

oder  auch 

1^  (i^2)(ii--n)....(^4>gl 

■~Vii-J>'""  1.2,...(ii-J) 


i^iy  u^cd  by  Google 


An^iytiselie  Aphoi^icimeii. 

« 

Hemi  Doctor  O.  Schiömileli 

10  Wviawr. 


L   SofliHiiruDg  4er  Reiiie 

SoW  y\a;)  eioe  endiioh«  CSröue  seio,  so  ■■■■  1  bleibei» 

•nuerdem  hat  die  Reihe  keine  ^muee.  DenlLt  ma  eich  die  Glei- 
chung (1)  auch  für  eine  asdere  Verloderiiehe  y  hiiftiehrieheii» 
iit  dun  WrtractioB 

A^-fif)  { 

sa(^-,)-4(«»-y')-+-+(«'-y')-K«'-y}-|-....J  '  ' 
Fener  hat       analog  (1)  auch 

Nebmeu  wir  aa,  dass  y  cid  ächter  Bruch  sei,  so  lassen  sich  die 
Anidrileke 


nach  dem  BinomialfheoreHi  in  Reihen  verwandeln  nnd  dadurch  wird 

i(:r  -  y)'  |(~  3),  3),y (-  3).y>  ^  (-  3),y»  +  . . .  -I 


Nehaen  wb  die  einielnen  Glieder  diagon^  anMMBen,  ao  ergieht 
sich: 


uiLjui^Lü  Ly  Google 


+(*-»)  [(-»).»•  -  l(-»).*(*-»)+*(-»).Or- jr)'l 
+ (*  -   I(_      _  n-  t),yi*  -»)-»-*(-«).  M*  '  »)• 

-«-*).(«-y)'l 

Ein  allgemeiDes  Glied  dieser  Reihe  würde  folgendes  sein:    •  i  •  • 


Betnekten  wir,  die  eiogekUueifto  €i6iie,  in  der  «ir.^r-^y  «dl 

s  Wteichnen  wollen,  für  sich. 

Bs  ist  ein  bekannter  Sats  von  den  BinosiialkoeiBcienten ,  dass 

ist;  darnach  wird 


Dieser  Ansdrvek  linrt  alck  «ker  bedeafeod  elkflneo.  Ba  ist  «te- 

lick  fiir  U 


folglich 
oder  , 

^  ijn           "l"  i*!* + i*«**  •  •  •  • 

Darew  folgt  für  «ssy  nnd  dmcli  Moltipiicatioo  Bit  f^i 

und  auf  der  rechten  Seile  steht  jetei  die  im  (4)  0ß 
Reihe.  Der  Auadmck  in  (4)  ist  daher 

ä 
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•btr  X  vir  =  or  —  y  uod  datier  itt  die  vorliegende  GröMe 

folglich  iit  der  Aosdmck  (3),  welcher  du  allgeaeiDc  Glied  der 
Reihe  filr dorstelite, 


•  •  •  • 


Wir  haben  daher 
^uü^f^^^  wir  «luiit  deä  Avedmck  (S),  ie  ergiebt  ite^ die  Glci- 

/(^)-/(y)=/(r^). 

Die  Snaae  der  Reihe 

ist  ajso  diejenige  FiaetidD  tob  ^/welche  die  BIvob- 

/•/  ^«  FoBctioB  /bertiaMB  m«  kSaBea,  eeUeB  wir 

ilV  ^  9»(1  wo  9  eiBe  Bete  FBnctfpii  bedtntet.  Bi  wir4 

NehflieB  wir  BOeh  l-4-d^sso|9,  H-y=/J,  so  koMt 
oder 

Ubb  weiai  afier,  daw  diese  Function  keine  andere  ist,  aU 
9<a)s=:arloga  {mt  beliebiger 


wo ai eiae  wiHhBbriiche  Conitaate  bedeutet  (Cauchv,  cQurs  d'ana- 
jse,  pagc  111);  algo  haben  wir  auch  9(1 +  ^)s=« log (1-1- «), 
und  weil  9{i^a;)=zf(»)  wir, log (lH.*)r>Iglicb 

•log(l-#-d.)a=:^_^^,^l^,_  ^  ^  -♦-1>^^~1.  (5) 
Man  bat  ebenso 
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dord  SaMrsetioil 

•  « 

und  für  ,-  —■==:»:  -  '      *•  ' 

I  —  »1? 

Daraus  bestiMmt  mau  iodt^  WM  te^atU  d«s  logarilb- 
■iwhen  Syttens  dIbb^;  m      «Ison  log  folgltcb 

Rat  »an  auf  üiese  W.eiae  m  gafnodaa,  so  erhält  nao  aus  (8) 

wmi  jUt  FaeDor  ^  ist  dia  GfBsse»  weloba  ma  dan  Modlilaa  4es 

logaritlmischen  Systems  aemt. 

Der  vorstehende  Beweis,  welcher  sich  au  die  von  Cauchy  auf 
nag.  165  und  168  für  die  Bioomial  uod  fcixpoDeDtialreibe  gegebe, 
neo  Beweise  anschliesst,  'dOrfta  si€li  baapCsftebfieb  dadtreb  eaipfebleav 
4ms  ar  ebenso  wenig  von  der  KeontDiss  der  Exponentialreibe,  Doch 
TOB  der  Metboda  der  nobestisuDteB  CoefidcieDlea  Gebranch  MsehL 

U.  Beweis,  do88  für  jedes  f*  -jjg-  =  /*«^>  ist. 

Um  dea  aosgesproebeo^a  Sats  sa  beweisen,  geht  aiaa  gawöha- 

lich  vom  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  aus,  oder 
seigt  weaigateao  milteUt  des  Bcl^liisses  von  n  auf  das»  für. 

( 1  ^  ^y* -=  1  ^.  ^ , « -I- «•  Hr  —  • + -^n«* 
utf,         ist,  woraus  sieb  die  Gleichung 

^=--  ... 

ableiten  üLsst;  diese  wird  dann  aaeb  auf  ffebroobaae  aad  pegatife. 
•  aosgedebat.  Man  kann  aber  dof  viel  kttrsaraM  Wage  aagtaieb 
saai  allgemeinsten  Rpsultatc  gelangen. 

IVIan  weiss  nämlich,  dass,  wenn  /i,      r,  tt.  s.  W.  Functionen 
von  X  bedeuten,  diu  («leichung  statt  findet: 
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oder,  wenii  wir  öberall  mit  da:  dividiren  und  den  DiffereDtialquo- 

äf{x\ 

tieoteo  «iner  FiinetioD  iibcrliMpt  waX  D  b«MicliB«B  (-^^ss/i^dr)), 
•neb 

JXlür>^.)_i»      Dg  Dr 

Sei  noB  p:=4ctt,  g  =  a:ft  rzszaff^  n.  ■.  w.,  iH 

^ . . . .  »s  jpflrt-iJ-*-y-^ 

•ko 

BeseiebMi  wir  iWbrapt 

!•  Mgt  jene  Gleiebnugp»  data  dieie  Pnaedon  die  BigeBiclMift  bat 

« 

9P  (a -t- H- y -4- . . . .)  =  SK«) -H       -4- 9^/') -4- • . .  . 

woraus  felft»  dato  filr  je4ee  beliebige  i*  die  Ftoeliea  |p  len  «lee 
Fem  iat 

(Caneby»  oeari  d'ennlyte,  page  106).  Aber  es  iit 

folglicti 

und  weil  wer,  ee  eigiebt  ikb 

MM,^) = fMrf'-i  oder        = /»ä^*-! 
für  jedes  beliebige  f». 

III.  SoMBirnnff  der  Reibe 
'  Ee  lit  felgendee  integre!  bekennt: 
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Min  erUUt  dwuel^  am  leicbteiten  dareh  mehrmaUge  AowenduDg 
4er  RedwBti^Mfbmel 

X  =  «  Aar", 


Ar  ^=—1,  it:sl,  pas— 4,  Intel  Mn  nnebher  nt+l 

ftr  m  lelit. 

Sobstituiren  wir  die  Wertbe  des  Integrali  (2)  für  j«i  =  U,  1, 
2»...,«  in  die  Reibe  (i)f  m  ergiebt  «cb,  dMi  4ita«Jbe.  dm»  fplf 
fM4a»  Aimdracke  glticll-  ist: 

(8) 

WOTon  man  sich  aneh^.JUigekebrt  durcb  Integration  <«r  ninielnen 

*   Glieder  leicht  übersettgt 
Nua  ist  aber 

1-0^«)^*  = -X"*  i72^«V-*-'  1.2.» 

folgliek 

> 

aat —  4»!  ^ T«t**  — •  • . . 

Durch  Snbstitntion  dleies  Werthai  gebt  dta  Integral  (3)  Itt  'te  foi: 
gende  ftber 

Für  «  =  1  —  y  erhält  nan  daraus  * 


1    (  1 


=        jT-l-^H-ir+  •■^Ti 


Bs  ist  daher. 

2.4    n,     2.4.6  n. 


«.      2    »,    .  2.4    «-     2.4.6    «1  . 

1  11 
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wodurek  4ie  Summe  der  Reihe  in  ibrer  möglicliat  eififocheD  Form 
dargestellt  wird. 

IV.   Ableitung'einer  Reihe.  fSr  Are*  tan  o:. 
Es  iat  folgende  Reihe  bdranoh 

Are»  vii«  =  Y -f-y.- Y  +       .y (1)  . 


Sie  wnrde  von  htain ville  xuent  gegeben  und  ist  dann  auf  ver- 
schiedene Weise  bewieaen  werdea.  ( Bioen  •  eitMiteffeft  Üeiiela 
giebt  Canchj  e.  «.  0.  page  549— SpO). 

Hab  bat  idbar  ..     .  •  i  .  '        •  "  - 

Arctao  a:  =  Arcfiin 


folglich,  wenn  mua  beiderseits  quadrirt  und  rechts  die  Gleicbung 
(1)  aaweiidet.. 

Unter  der  Voranaaetsung,  daaa        1  aei,  laaiie«  «ich.  die  Griteaen 

 1_   1   1 

i^x*'  (l-f-o:»)»'  ll-f-a:»)*» 

'mittelst  des  BiDomialdieorcms  für  negative  Exponesteii  in  ReiheB 
verwandeln  und  geben  jetzt  folgenden  Ausdruck: 

Are*toojrss4r*t(— l).  +  (-l).«*+(-l)>««+(-<-l).«*+....| 


Ordnet  man  denselben  nach  Potmen  ?on  4;,  so  ygiebt  sich; 
•  Are*taByr=«*.(— l)o 


«eeeeeeeeaeeeeeeaeee«»«« 

.  4 

Ein  allgemeiaes  Glied  dieser  Reibe  würde  sein: 
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•4er,  wenn  maii  baaerkt,  4ms  mmtt 

ir^?^  Lt   t  •  ~  ^  375  •  — 

Die  eing«kt«nmerte  Reihe  iit  aber  die  näailicha,  wclebe  wir  ia 
\n.  III.  summirt  babali{  aatseo  wir  ibre  Soaae,  ao  tat  naaer  all- 
geBeinea  Glie4 

=(- »>"**^  ;rb  äsVJ 

'iio4  4abar  arhaltao  wir  4aa  beBerkanawartbe  Resoltat: 

Are*  tan  i 

odar  atwu  ajaiaiatriacber: 

|Arc'  tan  JC 

welches  nach  der  früheren  Beaiarkvog  oar  ao  laoga  riebtig  blaibt, 
•Ia  jc  ein  achter  Bruch  ist. 

Mao  köoote  fragen,  ob  die  Reibe  noch  für  a:=l  convergire, 
WM  «aa  a«a  ibrar  Ablaitaag  aicbt  iin«ittelbar  erkeaneD  kana.  Da 
4ie  Raibe  (3)  fib>  «  =  1  naaUieb 

mit  wechselnden  Zeichen  fortgeht,  so  ist  zu  ihrer  Convergenz  nichts 
weiter  aöthig,  als  dass  jedes  Glied  grösser  als  das  naehate  ist,  also 
eine  beatändifi^e  Abnabme  der  Glieder  biBaicbtileb  ibrer  abaolite« 
Werthe  statt  findet,  und  daaa  tagleicli  diese  Abnahme  ins  Cnead* 
liehe  fortgehe,  mithin  die  Gränze,  weicli<  r  sich  die  Glieder  nähern, 
keine  andere  als  die  Null  aei.  Beide  Umstände  treffen  bei  unaerer 
Ktibe  »aaaaiaen,  wie  aieb  ana  doai  Pelgeiklea  argiebt 

Eio  «HgeBaiaea  Glied  der  Beibe  (4)  Mt,  abgeaäea  f e«  ZeiabfB, 

wofor  aicb  wie  früber  daa  lotagUl  aetsea  läaat: 

=«/r  =  i/e  CT  i/Ti^^i^* 

TMIY.  7 


Venraiid«U  mn  j-z^  i»  di«  bekaonte  uoeadliclie  Reibe,  «m  ticb 

bier  aof  ganz  äbnlicbe  Weite,  wie  ie  einem  früheren  Aufaetse  tob 
■ir*)  reditfertigen  i&Mt,  so  eigiebC  eicb  4areb  letegration  4m 
einseloen  Glieder 

«ii=5j in- iü  iof.J 

1,1      .      1  1    ^  fi 


ttui  dyrcb  Vereinigang  der  mter  eiaeader  atelMBdea  Cttieder 

1.1.1 


1(2»+ 1)  ^H2ii-i-3J  ^  5(211  +  5) 


+  ....iB  iaf.» 


eia  Bchoa  an  und  für  sieb  beaeriieaawertber  Sali. 
Maa  bfttte  ebeaao 

1.1,1, 

— i(s»^s)  ■•"Kam-?)''"  

folglich  tiM^er«^!.  Gebt  man  ferner  in  dem  Auedruclie  für  tf«  zur 
Griaae  f&r  waebaeade  «  6ber,  so  ist  ofTeabar 

Liai  »«  =  0. 

Mittelst  dieser  lieidea  EigeaaebafleB  der  allgemeinen  Glieder  m  iat 
die  Convcrgeat  der  Reibe  (4)  bewiaiea.  Wir  babea  daber  aas  (S) 

fiir  «  =  1 


Der  Wertb  des  vorstehenden  b^tuantea  iategvalea»  welabtn  ia 

der  Wärmetheorie  und  WahricheiDlichkeitsrechnuBg  vorkommt,  igt 
schon  auf  verschiedene  Weise  abgeleitet  worden,  von  Legen  dre 
und  Laftlace  durch  doppelte  inteffration,  von  Poieaon  durch  eiae 
geoaMtrieehe  Betracbteaff  a.t.w.  me  vea  aaderaa  Tbeeiiea  aaab* 
aia|riM  Batwickelunff  dettelhen  i^t  folgende. 

2merst  erbeUt,  oaM  daa  freglicbe  latagreJ  eiaea  ead liebe ■ 

Werft  babea  «üsse.  Deaa  da  die  FvactieB  e^  raielier  abauaat 

ala  die  Faaetiea  e  ,  se  maa 


0  ^  di<J^0di,6.h.<l 


*)  m  ui.  No.  juuui. 
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sein.  BMeichoen  wir  dien  unbekannten  W«rtk  lat^imlei  mit 
Jk,  M  ergiebt  «ich  Mt  der  Gleicbang 

dadurch,  das8  man  V  ut  für  ^  setzt,  wo  n  eine  beliebige  poiitive 
CoBstente  bedeutet  und  V*u  positiv  gesoniaien  wird, 


■■4  wen  ■••  4i«M  Chiekog  mmI  ■•ek  •  piitMl  <ifciii»iHi< 

•  • 

d.'b. 

e*^*    Ä  =  ^  

•der  •*  fifar  «  gteetit 

Miltebl  ditter  GIcietaig' liiift  sich  der  Wertb  dee  Islegrdei 


y'*  sin 
e  — •  * 


in  eine  unendlicbe  Reibe  TerwaDdeln,  Setsi  mn  nüielicb  fiir  sin  $ 
die  Reibe 

l       1. 2. 1.2.3.4.5  •••• 
«|d  iBlegrirt  die  eiaielBee  Glieder  eacb  Formel  (3),  ee  eigiebt 

^1  •  «      1.2.3  '2. «•  ^1.2.3.4.5  'S». a» 

^'^■"T'TCii)  "♦"Hä-y^}  —  ....J2^....  (4) 


and  dien  iet  lilr  alle  ■dglidieB  a  riebtig,  weil  diew  Reibe  }ed«»* 
seit  convergirt. 

Man  kann  aber  auf  anderem  Wege  zu  ^anz  der  nXaliebeft 
Reibe  gelangen.   Ataa  netae  näialicb  in  dem  integrale 


4$ 
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för  tf'*  4ie  Beihe 


1    ■  1.2  1.2.1^ 
wi  iotttgrire  die  eioselneo  Glieder,  ao  wird 


•  •  •  • 


uod  die  vorstchpude  Reibe  ist  die  nämliche  wie  die  iu  Formel  (4) 
io  Pareotheseo  stehende.  Multipliciren  wir  daher  das  vorliegende 
Reittltet  Bit  ^>  so  iiit  dw«li  Vergleiehong  ?od  (4)  und  (0)  , 


O^/te        I         /»•sin  t-a't*  , 
s  <Ä= -j-e  dt,... 


(7) 


ud  ditei  gilt  für  jcdeg  beliebig'e  a.  Lastee  wir  duaellie  ianer 
Ideioer  weraen  vnd  gehen  cur  Griese  für  assO  aber,  so  wird 

Yereiöge  der  Gleiehasg  (1)  ist  aber  die  liolie  ^S^eite  =2^*;  der 
Wertb  des  lategrales  reebfs  ist  beii«BDtlieh=-|-$  nitbia  wird  2ib* 

=      oder  k  =        ,  wodurch  die  bisher  aobestimmte  Grösse  k 

ihre  Bestimmung:  g^efunden  bat. 

Wir  haben  jetit  aus  Forael  (2)  für  tf  =  a* 

T  '/^=^....(8) 

% 

und  ans  Porsiel  (3) 

Setit  Aeo  ia  Forael  (7)  rechts  ß$  für     so  ergiebt  sieb  . 

•J««",  ~  für  a  gesetzt: 

DüTereuiirt  rntt  diese  Gleiebneg  ■ech     so  wird 
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•   ^^^^  coi/J/.e      J^....  (10) 

*  ff  * 

wowt  die  wicbtigiteB  drai  Foraela  dierar  Art,  nialleli  (8),  (9) 
•od  (10),  bewiesen  sind. 

Aus  der  letzteren  kann  man  noch  ein  allgemeinerei  Resultat 
sieben.  Eb  ist  nämiicb  nacb  einem  frühereu  Aufsatze  ton  mir  iiber 
hSbwe  IKlIerensialqvotieiiteii  (Tbl.  |V.  Ho.  XL.): 

SB  (—  «)» I  {Um)*  —  S«,  (2«f»)«-2  -f.  3  ;4ii«(2«i#)»--«  — |«*  ) 

und  dieses  iässt  sich  auf  folgende  Weise  beostseii.  Man  differan- 
xiire  die  GleicbuDg:  (10)  «mal  naeb  ß,  ao  ist 

_  ß» 

ond  wcDD  man  auf  der  linken  Seite  die  Gleichnng  (U)  iätussßf 
in  Anwendnng  Wingt,  io  erkilt  ■an  dnn  Integlsl: 

= ^[(f )"-«-.(^)"-v..4..(ir-,.>(i)*  j 

weickca  neck  nickt  bekannt  an  nein  ackeint. 
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lieber  die  Auffindung  mathematischer 
Wabrhdteo.bei  den  Griechen. 

Von 

Herrn  Doetor  Ludwig  Felix  Ofterilinger 

n  Tubingao« 


I.  Artikel. 


Die  Art,  wie  die  griecbiicbeD  Mafleaattlter  ibre  Eatdeeltungeo 
gemacht  haben,  ist  ein  Geflcenstand,  4er  eeiM  «olle  lÜtieg  inaior 

Doch  Dicht  gefunden  hat/  Peter  Nunnez,  Franz  und  Peter 
Schooten,  Wultis  und  mehrere  spätere  Mathemutiker  waren  der 
Ansicht,  dass  die  alten  Mathematiker  ein  Mittel  in  der  Hand  ge- 
inbt  faobeo,  doreb  welebes  ele  ibro  Sätie  erfondeo  bitten,  de»  nno 
aber  dieses  nicht  iTberliefert  worden  nei*  Rpbert  ttimsAo  glanbt 
dieses  Mittel  sei  die  Analysis,  wie  sie  ans  Pappas  Im  Vll.  Bach 
seiner  mathematiBchen  SammluDgen  zeigt;  dieier  Ansicht  stimoUeD 
■ebrere  Mntliemtiker  bei.  Eine  genaue  Betraebtling  der  nmtbo- 
matiscbcn  Werke  der  Griechen  zeigt,  doss  die  Analysis  allerdings 
bei  der  Abfassunf?  derselhen  eine  grosse  Rolle  gespielt  hat,  dass 
aber  auch  die  Analvsis,  wie  sie  uns  Pappus  p:i(>ht,  mehr  zur  Lo- 
sung einer  geometrischen  Aufgabe,  als  zur  Autünduiig  neuer  Sätze 
dient,  dati  deswegen,  wenn  die  Anhnts  snr  Erfindung  neuer  Wnhr« 
lieiten  gebraucht  werden  soll,  diesefoe  nllgeneiner  aufgefasst  wer« 
dcu  muss,  und  dann  doch  noch  ein  anderes  Btwas  übrige  bleibt, 
welches  zur  Entdeckung  mathematischer  Wahrheiten  führt.  Diess 
nlles  auszufahren  und  sn  beweisen  ist  der  Zweck  nacbfolgcnder 
Zeilen. 

Eine  Vorgleichnng-  mit  neuern  Methoden  ist  bei  einer  derarti- 
gen Arheit  nicht  wohl  zu  umgeben,  und  wenn  der  Verfasser  diess 
auch  so  wenig  als  möglich  gethan  hat|  so  wird  er  dadurch  wohl 
keinen  Tndel  nnsgeietit  sein. 
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die  AbaI^iU,  •d«ff  %h%9  di«  tlieor«titche  Analytit. 

Wenn  nan  einen  SaU  il  liat,  üesseu  Aligeueiuheit  und  GüU 
tiffkeit  Boeh  sieht  erkannt  wära»  BabM  «bb  bb,  er  gelte  io 
aller  Allgemeinheit.  Nack  einer  ffeDaueiilJnteriucbuog  dieses  Satzes 
wird  man  Huden,  dasa  er  in  ailor  Allt^emeiuheit  bewiesen  werden 
könnte,  wenn  der  Suts  C  in  Aller  Allgeaeinheit  geiteo  würde  und 
beiriBUB  werden  kSaate;  dieftr  aber,  wbbb  dar  Sats  nad  die- 
aar,  wbbb  der  Satx  ^  gilt  «ad  btwiaaaB-  waidaa  kasB.  Bier  alad 
drei  Fälle  möglich: 

1 )  l«t  ^  ein  Sditz'f  der  allgemein  gültig  ist,  und  entweder  schoo 
bewiesen  iüt,  oder  gar  keines  lieweites  bedarf,  so  ist  J}  ia 
aller  AllgaaieiDheit  wahr  Bad  kaaa  bewieiaa  werdeB. 

2)  Ist  kingeqeD  ^4  ein  Siiiz,  von  dem  niun  weiss,  dass  er  uowulir 
ist,  da  //  nur  als  wahr  erwieseo  wcrdrn  knoo,  weBB  ^  wahr 
ist,  so  ist  iu  diesem  Falle  C  und  auch  U  unwahr. 

3)  lat  aber  jt  aicbt  ia  aller  Allgeaieiabeil  wahr,  aaaderB  bat  die» 
aar  atatm  AmaabaeB,  so  haben  entweder  diese  Ausnahmen  kei* 
Den  Einfluss  auf  ff  und  es  ist  danti  die  weitere  Untersuchung 
wie  im  ersten  Falle j  oder  sie  maeben,  das«  ß  xwar  gilt«  aber 
aiit  Aataabaea ,  wo  daaa  oatamacbt  werdea  aiflaa  >  ab  C  daa« 
aoeh  wahr  oder  uowabr  ist  oder  mit  Ausnahaiea  gilt,  Bad  im 
latstern  Fülle,  oh  ü  allgafnaia  wahr  ist  oder  Bawahr  «der  mk 
Ausnabiueii  gilt. 

Diese  (Jotemucbungsart  nennt  man  die  theoretische  Ana- 
ijeia  *):  sie  dient  also  1)  aar  AafiBebaag  des  Beweises  eines 
Satzes  uod  2)  zur  Aufßuduu^  neuer  Sätze,  welche  hier  die  Mittel- 
satze  {H  und  C)  sind,  und  die  zwischen  «Ictii  Satze,  den  man  b«- 
weiseu  will,  und  dem,  welchen  man  schoD«bewie&eu  hat,  liegen. 
^  Alle  Reweise  aller  nalbematiacbeD  Sitae,  alle  aiathenatlscbea 
Soliriften  entstanden  durch  diese  Meihode,  und  sie  kaaa  ia  allaa 
Tbeiien  der  Mathematik  noch  jetzt  mit  Nutzen  gebraucht 
werden.  £s  ist  daher  sehr  zu  bedauern,  dass  es  fast  scheint,  sie 
sei  ^at)z  verlohren;  denn  der  Gebrauch,  welcher  von  der  grieebi« 
sehen  Analysis  hei  einzelneu  geometriscbea  Aufgaben  uod  nie  nod 
da  bei  einem  einzeln  stehenden  Lehrsätze  gemacht  wird,  kana  bei» 
aeo  Aas|^uch  auf  eine  wiasenschattliche  AUthode  machen*').  . 


*)  „Duplex  est  easlyseoB  genus,  t«!  ennn  est  reri  indagatriz,  dieftnrqoe 

„theoreti  ca ;  vel  propositi  investigatrix,  ac  problematica  vocatur.  In 
,ijtheoretico  autam  genere,  quod  <)uaeritur,  revers  ita  se  habere  sup* 
„foncntea,  ae  dcinde  per  ea  qua«  eensequnntur,  quasi  verasiat  (atsuBt 
„ex  bypotbesi)  ar^omentantes ;  ad  evidentem  aliquam  conalnsioaeBi  ^ro« 
„cediwus.  Jam  si  conclusio  lila  vera  sit,  vera  quuque  est  propoaitio 
„de  qua  quaeritur;  ac  (ieiuonMratio  reciproce  respoudec  analysi.  SI 
„'veia  ia  falsam  cunclusion^m  iucidamus,  falaum  quoque  «fit  de  quo 
„<)uaeritur."  Pappi  Alexandrini  praelaiio  ad  septimuai  libraai  eoUectio- 
nis  matbematicae. 

••)  KlDgel  (matb.  Wörterbuch  1.  pap:.  89.)  sagt:  ,,Die  theoretische  Analysis 
„wird  kaum  auders  brauchbar  sein,  als  bei  der  Prüfung  eines  Satzes, 
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Uoter  dea  vielen  Beispielen,  welche  hier  gegeben  werden  könn- 
ten, mag  eincf  aogef&brt  werden,  das  wageo  eeinea  allgemein  be- 
kannten  Gegenstandes  die  Sacke  am  laiebtaateo  klar  mnchen  wird 
und  das  gleicbsam  die  Angel  ist,  nm  welcbe  sieb  alle  fiftlaie  4er 
sechs  ersten  Bücher  der  Klemente  des  Euclides  drehen. 

Maltiplicirt  mao  eine  Zahl  a  mit  sich  selbst,  so  erhält  man  die 
Zahl  mm\  nun  lehrt  die  l^fakrnag,  dass  wen«  naa  eine  beKe* 
bige  Anzahl  (a)  gleich  grosser  Quadrate  hat,  und  davon  aa  nimmt, 
man  daraus  ein  einziges  Quadrat  zusammensetzen  kann,  an  dessen 
jeder  «Seite  m  Quadrate  liegen;  so  kann  man  z.  B.  aus  3.3,  4.4, 
5.5  o.  a.  w.  Qüadrated  einselne  greaae  ^aadrate  bilden,  aa  derea 
jeder  Seite  ^,4,5  u.  s.  fr.  fOD  jeaen  kleinen  Quadraten  liegen.- 
Bildet  man  nun  3  Quadrate,  von  denen  dns  eine  9,  das  andere  16, 
und  das  dritte  25  gleiche  Quadrate  enthält,  so  cJnss  also  die  beiden 
ersten  Quadrate  eben  so  gross  als  das  dritte  sind,  so  lehrt  die  Kr- 
fohrnng,  data  weaa  Ml  die  drei  Seiten  dieser  drei  Quadrate  aa-  / 
aaaiaienlli^t,  man  eia  reehtwiakligea  Dreieck  erbttlt,  von  deai 
■an  saffen  kann: 

das  Quadrat  der  dem  rechten  Winkel  gegenüberliegenden  Seite 
Ist  gleieb  den  llnadraten  der  Iba  eiasebTiesiendea  Seitee. 
Da  man  dasselbe  b^i  den  Quadraten  findet,  welche  aus  36,  61  und 
100,  ferner  bei  denen,  welche  aus  81,  144  und  225  kleinen  Oua- 
draten  zusammengesetzt  sind,  so  entsteht  die  Frage,  ob  der  uutge* 
Stellte  Safa  nicht  ganz  allgemein  gilt  * ). 

Zn  eiaeai  vellständig:en  Beweise  eines  Satzes  gehört  aber,  daaa 
man  alle  pcbrauchten  Kunstaiisdriicke  gehörig  erklärt.  Deswegen 
ist  es  in  vorliegendem  Nutze  uöthig,  die  Ausdrücke  Quadrat  und 
rechtwinkliges  Dreieck  zn  erklären;  Quadrate  und  rechtwiok- 
Kge  Dreiecke  siad  geradliaigte  FigtireB;*nai  daher  eine  yolU 
ständige  Erklärung  davon  geben  zu  können,  mnsa  aiaa  eine  Erklä- 
rung von  geradlimgten  Figuren  geben,  wozu  aber  die  Erklärungen 
von  Figur  und  G reute,  Kbene  und  Fläche,  von  Linie  über- 
kanpt,  and  beaondera  von  geradea  Liaiea,  uoid  deai  Aeasaer-t^ 
atea  einer  Linie,  also  die  BrklirangeD  1-^7,  IS,  14  nad  20  I. 
filem.  Fucl.  gehören. 

Rechtwinklige  Dreiecke' sind  Dreiecke;  daher  gehört  zu  einer 
▼allatändigen  Erklärung  dieser  Figuren  die  Erklärung  vom  Drei« 
ecke  ttberbanpt  und  die  der  hesondern  Arten  von  Dreiecken. 
Kbenso  gehört  zur  Erklärung  des  Quadrats'die  aller  vierseitigen 
Figuren.  V\m  nlier  di«'  Frklärungen  der  verschicdeueü  Arten  von 
Dreiecken  und  Vierecken  xu  geben,  muss  man  die  Erklärungen  von 
Wiakel  aad  deasen  besoadera  Arteo  Taranasebickea:  dadnrck  er-  > 
Ult  Bna  die  Brkl&magen  8^.18,  21  — 34  1.  Bles.  Bad. 


»den  ein  Scbriftsceller  aufstellt  oder  anwendet,  ohne  ihn  zu  beweisen  !'* 
Lehmann  (matbematlsehe  Abhandlungen.  ZerniC  1829.  pag.  21.)  sagt: 
„Die  Alten  hatten  iwar  auch  eine  Art  von  Analysis,  die  aber  doch  von 
„der  neuern  ganx  verschieden  war,  nur  in  einem  blinden  Versuoben 
„bestand,  und,  in  Besiehung  auf  das  System^  als  eine  Nebenaeche,  bloes 
„als  ein  Uebungsaiictsl  der  BrtndaDgncraft,  bstrasbtst  werden  s«  sein 
„scheint." 

*)  H.  Vi^TÜ  de  Arehitectura  libri  decem.  Hb.  I.  2.  —  Prodi  commenta- 
riomm  in  priamm  EucUdis  libmm  libri  qnetaor.  üb.  IV.  ad  prop.  47. 
Eucl. 
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Nach  diescD  VorbereUuo^en  ist  es  möglich,  den  Beweis  des 
betrett'endeo  Satxes  zu  tucben.  Cm  aber  den  Beweis  eines  aalbe- 
MtlacliCB  Satita  tm  findeii,  igt  ca  iiSthig,  dlat8"n«n  du,  be- 
wiesen werdeo  idH,  aich  vor  Augen  lege,  und  also  bei  einem  gen- 
metrisclieo  Satze  das  zu  Krrreisende  durch  eine  Zeichnung  sich 
rergegenwürtige.  Ks  ist  aisu  die  Aufgabe  nöthig:  auf  einer  ge- 
gebeiiea  geraden  Linie  ein  Quadrat  zu  liescbreibea.  Bei 
Lteanf^  dieser  Aufgabe  ist  mm»  geodtMgt,  neve  SltM,  darek  41« 
MH  wieder  nuf  andere  Sätze  kommt,  zu  beweisen,  neue  firklärUB« 
gep  2.U  geben,  und  Forderungen,  so  wie  Grundsätze  aufzustellen. 

(jebt  man  auf  diese  Weise  fort,  sueht  von  jedem  gefundeuea 
Sals«  d«tt  Beweis  nod  MMet  von  jedes  iHeCeDvene,  n»  wird^MM 
alle  Erklärungen ,  Forderungen ,  GrundtiltM  md  Sitie  €t9  erüttt 
Buches  der  Klcmente  dos  h>uclidt's  erhallen. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  zu  ersehen,  wie  man  durch  die  Anuly> 
ab  Sätze  findet;  sö  dass  sie  also  die  Metliede  ist,  durah  die  mwt 
■iclit  ftllein  die  Beweise  eioselner  Silze,  aondeni  aoeb  eine  Heeg« 
■eaer  SStie  finden  kiinn. 

Archimedes  hat  in  den  Vorreden  seiner  geometrischen  Schriften 
jedesmal  diejenigen  Sätze  hervorgehoben,  die  er  beweisen  willt 
wendet  aan  auf  ale  dte  aaalTtlaobe  Metlieide  av,  ao  wird  aan-  all« 
die  übrigen  Sätze  findttt,  weiche  io  den  betreffenden  Bileher^  sonal 
noch  eathalten  sind. 

Ven  der  ZusnromenfSgung  der  durch  die  Analyaia 
gefundenen  Sätze,  oder  von  der  Sjrntbeaia. 

Wenn  man  das  durch  die  Analysis  GeAmdene  so  «■aaameBfÜgt» 

dass  man  von  dem  Bekannten,  Einfachen  und  Erwiesenen  nuf  das 
Zusammengesetzte  und  auf  das,  was  nur  durrli  das  Kinfache  zu 
erweisen  ist,  übergeht,  so  befolgt  man  die  synthetische  Me- 
thode. - 

Es  wird  daa  dnreh  die  Analyaia  AofgeaCellte  und  Gefundene 
eiagetheilt  in  ErldimageB,  Forderoageo,  Grandatt^e*)  nad  Sitae**). 


•)  In  der  Kegel  wird  der  Begriff  des  mathematischen  Grundsatzes  zu  be- 
beschränkt aiifgefasst.  Die  Griechen  nannten  nämlich  Axiom  (Grund- 
satz) den  letzten  Satz,  wdshen  die  Analjsis  gefunden  Imt  falso  den 
Satz  A.  in  1.)  und  den  man  als  wahr  anzunehmen  bereclitigt  ist; 
(daher  Axiuiua,  Annahme,  von  u^ntvy  annehmen^  Sind  die  AxiomaCä 
Sätze,  deren  Richtigkeit  von  selbst,  ohne  eines  Beweises  zu  hedBrfen, 
einleuchtet,  so  hpissrn  sie  xoivttl  fi'yotat ,  conimunes  notiones,  Geinein- 
sät^e:  sind  es  aber  Säue,  die  eines  Beweises  btdürfen,  der  aber  nicht 
gegeben  wird,  sei  «t,  dass  der  Beweis  steh  anderswo  findet^  oder  daaa 
er  in  der  vorpeschriebetiPii  Form  gar  nicht  gegeben  werden  kann, 
man  aber  vun  der  Ktobtigkeic  des  Satses  überzeugt  ist,  so  beisseu  sie 
XttftßayöLuy«  sumpta  oder  kurzweg  Annahmen.  Die  Grundsätze  1  —  10 
und  J2  Elein.  Eucl.  sind  Ge  nie  i  nsä  tz  e,  <lagegen  der  II  Eleni.  Eucl., 
so  wie  die  Grundsätze  des  Arcbimedes  in  seinen  verschiedenen  Schrif- 
ten blosse  Annahmen  sind. 

'*)  Procli  1.  c.  II.  8. 
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Ikr  «nto  fluli  wiH  alMi  Mia,  mlcbw  «Itai«  4orcli  di«-  BrUft* 
rusgea,  Forderungen  nnd  GrondiMlse  comtmirt  nnd  erwiesen  wer- 
den kann  und  durch  den  der  zweite  Satz  erwiesen  wird.  Unter 
den  Sätzen,  welche^di^  Analysis  gefunden  hat,  füllt  den  zweiten 
PUts  der  aus,  welcher  nur  durch  die  ErklärungeD,  Forderuogeo, 
Cmndiitse  nnd  den  tnten  Snte  nnnilniit  nnd  erwinnan*  werden 
kann  und  der  nöthig  ist  sBin  Bnwniie  nnd  sor  CtenatmcUon  dns 
nachfolgenden  Satzes  u.  s.  w. 

Ob  die  Sätze,  weiche  uDiiittelbar  auf  eioaoder  folgen,  etwa« 
nnaeagen,  das  eine  Verwandtsebaft  nntar  ainande'r  benrknndet  oder 
■ieht,  hat  auf  die  Folge,  nach  der  sie  aa^afiibrt  werden,  nicht  den 
geringsten  Finfluss;  diese  richtet  sich  ganz  allein  nach  der  Con- 
strnctioo  und  dem  Beweise.  Daber  kommt  es,  dass  Sät/.e  auf  cinao> 
der  folgen  können,  welche  deu  verschiedensten  lohalt  hüben j  so 
baadak  a.  B.  1. 1.  Elaai.  Bad«  van  der  Canstmetian  eines  glaiek- 
seitigen  Dreiaalts;  2,  L  fon  der  Veneichnung  einer  geraden  Länie 
Too  ein«r  gegebenen  Länge  an  einen  gegebenen  l'unkt;  3.  I.  von 
der  tileichmachung  zweier  gegebenen  Xinien;  4.  1.  ?on  der  Cob> 
«raaaa  sweier  Draiedta  «•  a.  w«  Arebiaadas  iiaadelt  in  tainar 
Schrift  von  den  Scbnecltaaliaiaa  snerst  (Sats  1.  und  2.)  mechani* 
scIie,  dann  (Satz  3  —  9)  geometrische,  dann  (10 — 11)  arithmetische 
und  von  da  erst  wieder  geometrische  Satze  ah.  IMsselbe  iiodat 
mau  in  allen  übrigen  Schriften  der  Griechen. 

Bei  der  Syatlasis  ist  alsa  die  Ordana^,  ia  der  sieb  dia  Sitae 
falcen«  streng  vorgeschrieben,  jede  Abweichung  lässfc  sich  dnreb 
nichts  rechtfertigen  (es  giebt  —  wie  Ruclides  sagte  —  nur  einen 
einsigen  Weg,  der  zur  Geometrie  führt"),  und  da  die  Sjnthesis 
die  dnreb  die  Analysis  gefnndeoen  Sätse  xusanmenfugt,  sa  werden 
darcb  sie  keine  neue  Wahrlteiten  gefaaden,  welche  in  das  Sjsteai 
gehören,  wohl  aber  lassen  sich  Conversen.  Verallgemeinerungen  der 
Sätze,  analoge  Sätze  bilden,  und  cbeuso  ergebeu  sich  Folgerungen 
nsd  Zusätze,  welche  durch  eiue  analytische  Behandlung  zu  ueueu 
Systaaea  taa  Silaaa  9ftara  fibraa. 

Vam  Zasamaianfil^aa  dar  SKtaa  oad  dam  Anffiadan  - 
nanar  Wabrbaitaa  durch  dia  pbilasapbiseba 

llaihade. 

Dem  grieebiscbea  Geiste  kannCa  es  niabt  enigeben»  dia  Bamer« 
luiag  an  machen,  dass  bei  der  Synthesis  eine  Masse  Sitze  eebea 

pinunder  zu  stehen  kommen,  welche  wohl  in  Bezug  auf  den  Be- 
weis, nicht  aber  in  Bezug  auf  da«,  was  sie  aussagen,  eioeo  Zu- 
aanimenhaog  haben,  dass  von  einem  Gegeastande  zwar  eiaselaa  Ba- 
latioaan  aatgestellt  werden,  übrigens  nur  so  viele,  als  gerade  aar 
Führung  des  Beweises  irsrmd  «'ines  Satzes  gehört,  und  deswegen 
der  Gegenstand  immer  noch  unerschöpft  bleibt.  Ks  war  daher  schon 
bei  den  Griechen  der  Wunsch  rege,  es  möge  diesen  tlebeln  abce- 
kalfea  werden;  alle  BaaiSbnngan  seblagen  aber  febl,  aad  ant  die 


*.)  Prodi  1.  c.  II.  4. 
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oenciteZeit  konnte  difMni  lan^e  gelierten  Waoadle abhelfen,  nacMe« 
man  bei  der  Aoor^nnng  der  Sätze  und  bei  ihrer  Bewcisführaog  einen 
ffnoz  neuen  Weg  eingencblegeQ  bat,  und  die  Sätze  nicht  mehr  des 
■Mpchw,  KMitili  4m  •atMe  wegen  Mben  Mii«ii4er  itoHt«.  HitM 
MtCliode  heisit  die  pkilosophische  oder  aueb  die  genetitcjie. 

Die  Aufgabe  der  philosophischen  Metbode  ist,  durch  ein  Prineip 
die  Terscbiedenen  Gegenstände  der  ÜMatbeniRtik  unter  sieb  zn  rer- 
knifleo,  jeden  GegeasUnd  aber  in  allen  seinen  Beziehuagen  so 
«■latMMli«!  mid  dnkcr  di«  SitM,  w«I«Im  Sb  Beiag  auf  daa,  wai 
sie  oas  sagen,  ciat  Verwandtschaft  bähen,  in  Orappen  zn  fiasseii, 
and  die  Sätze  sowohl  als  die  Gruppen  Ton  eineai  allgaaieiaeD  Ge-  . 
aiehtmakte  ans  zu  betrachten  und  zn  beweisen. 

Ina  Giteaa  im  Allgemeioan,  alt  GrUiaaa  bätraditci,  4mm  'dia 
Zahlen,  fnnd  tou  einer  solchen  Biafachheit,  ihre  ^'eriiindaagaa,  dia 
sie  eingehen,  beruhen  auf  den  so  einfachen  Begrift'en  von  ver- 
mehren und  vermindern,  dass  die  einzelnen  .Sätze  wie  von  selbst 
ia  eiazelae  Gruppen  zerfaUen,  hewieben  und  von  dem  allgemeinen 
Caaiaüiiiwkla  daa  Vanaakteaa  aad  Yenaiaderat  Mnaektat  wardaa 
kirnen  ).  Dia  gaaaietriaehen  Grömen  dagegen  sind  Ton  Tiel  eem- 
plicirterer  Natur,  weswegen  in  der  Geometrie  die  philosophische' 
Methode  viel  später  Einganff  gefooden  hat,  und  hier  etwas  mehr 
iai  BiavelBea  aa  kaCHick&B  iit 

Wenn  in  dar  Arithmetik  der  arala  Begriff  der  der  Eiaheit  **) 
ist,  so  ist  in  der  Geometrie  der  erste  der  des  Punktes  •*•);  ein 
Punkt,  der  sich  bewegt,  beschreibt  eine  Linie,  und  wenn  diese  Ke> 
wegung  nach  ein  und  derselben  Richtung  erfolgt,  so  entsteht  eine 
gerada  lilale.  ileakt  aiaa  siek  swei  gerade  UBieo  aaf.  aiaaader 
gelegt,  wovoa  'die  eine  fest  liegt,  die  andere  aber  nm  einen  Knd- 
pnnkt  der  festliegenden  Linie  sich  zu  bewegen  im  Stande  ist,  so 
entsteh t^durch  diese  Drehung  ein  Winkel ,  der  alle  IVertbe  von  0* 
Ha  aa  Mt*  «naehnea  kaaa.  Drehen  sich  nun  nm  die  keldea  Ead- 
pKakle  der  festliegenden  Linie  zwei  gerade  Linien,  so  entatebt  ia 
gewissen  Fällen  ein  Dreieck.  Auf  ähnliche  Weise  kaBB  BIBB  aa 
oach  and  nach  alle  andere  Figuren  entstehen  lassen. 

Linien,  Winkel  und  Figuren  unterscheiden  sieb  von  einander 
aa  aekr  dapeh  ikre  BataleliBTig,  data  dieae  daa  Keaaseiehea  aa  der 
Bildang  der  einzelnen  Gruppen  giebt.  Jenachdem  sich  die  beweg, 
liehe  Linie  bei  den  Winkeln  hewpgt  hnt,  sind  die  einzelnen  Arten 
der  Winkel,  so  wie  ihre  Eigenscbut'ten  entstanden,  woraus  sich  die 
Bitze  und  ihre  Beweise  ergeben.  Ebenso  ist  es  bei  den  Dreiecken: 
drehen  sieb  aiae  oder  mehrerei  Llaiea  aai  eiaea  ader  aiebrere  Pankte, 
so  erhält  tnun  nicht  allein  die  verschiedenen  Arten  der  Dreiecke 
and  ihre  allgemeinen  Eigenschaften,  sondern  auch  die  Lehre  von 


«ieB  mit  mnraedelbaraB  WlBkalB,  aa  arhilt  «an  die  Lebra  taa  dar 


*)  B.  F.  Tbihau(,  Graadriss  der  Matbematik.   5.  Auflage.  Göttingea. 
I8tl.  p.  S.  se). 

**)  Tbeonis  Snyraai  PlaCOBiel  expoiitio  eeraai,  qoae  Ia  «ritbaMticia  ad 
Plaionia  lactioaaai  utiKa  annc»  cap.  IV. 

***)  ftoeH  I.  c.  n.  def.  I. 


der  Congruenz  derselben ;  be 


sich  aber  eine  oder  mehrere  Li- 


AebolickkeU  der  Dreiecke.    Auf  dieselbe  Art  werden  die  aniieru 
Figoreo  behandelt*). 

Bei  der  pbiiosophischea  Metbode  entgprin^eu  die  Eigenschaften 
der  Grössen  —  also  die  SStze  —  aus  einem  bestimmten  Begriff  (in 
der  Arithmetik  aus  dem  Vermehren  (Zusanuneosetzeo  mehrerer  Zah* 
len)  uo4  VeraiBdera  (Thulea  dor  ZaUm);  in  4«r  G«MUlri«  «of 
de«  der  Möglichkeit  der  t)rxettgung  von  Constructionen)  und  dstfiii 
lie|;t  die  Beweiskraft  der  Sätze,  ihre  Folofen  und  ihre  Gruppen. 
Bei  der  synthetischen  Methode  dagegen  werden  die  Eigenschaften 
ausgesagt  und  nachher  bewiesen,  die  Folge  liegt  hier  im  Beweise; 
•hae  die  analytische  Methode  weite  MB  daher  nicht,  woraus  die 
Rigenscbaften  gefolgert  werden  können.  Bei  der  philosopliisctien 
Metbode  sucht  man  ulle  Kic^enscliaftcD  einer  (irösse  zu  erfdrschen, 
indem  man  die  biemeute  aller  Grössen  auf  jede  mögliche  Weise 
•ieh  ÜBdeni  liast»  bb4  daria  liegt  4«a  Mittel  sor  BrforsebuDg 
neuer  Sätze.  Bei  dar  BBalytiaebaB Metbode  sucht  man  eine  Eigen- 
schaft einer  Grösse  um  eine  andere  zu  beweisen,  man  sucht  also 
flicht  alle  EigeoBchafteo  einer  Grösse  zu  finden,  sondern  nur  die 
EigenaehaftaB  TtnehiadaBar  Gröfaen,  dia  warn  BawaiM  Bütbig  sind. 

f.  4. 

lieber  die  Auffindung  der  ersten  Sätze  der  Analysis. 

Bei  der  piiilosopliiscben  Methode  findet  man  Sätze,  indem  mao 
eine  Grösse  liotrachtet ,  sie  in  ihre  einzelnen  KIcmente  auflöst  und 
diese  alle  mögliche  Aenderungeu  eingeben  iässt.  Bei  der  ana* 
lytiaeben  Maiboda  fiadet  bbb  dagegen  aeae  Sfttie  (MittelaKtsa),  ' 
indem  mnn  einen  Sats»  dar  etwas  aussagt,  das  bis  jetzt  noch 
unbekannt  war,  zu  erweisen  sucht.  Dieser  Satz,  welcher  gleichsam 
den  Schlussstein  eines  Systems  von  Sätzen  bildet,  wird  also  aufjge-  ^ 
alallt,  bavor  aiaa  voa  der  Richtigkeit  daaaalbaa  darab  das  IIa« 
weis  überzeugt  ist"*);  da  abar  darlai  ttätse  nicht  aus  der  Luft 
ffegriffi'n  werden  können  ''"^),  so  muss  man  bestimmte  Anbaitapaakta 
haben,  durch  die  sie  gefunden  werden.    Diese  sind  aber 

1)  die  Anwendung  der  Arithmetik  jsuf  die  Geometrie; 

2)  die  Anwendung  der  Geometrie  aaf  dia  AritbaMÜlt;  « 

3)  die  mechanischen  Hiilfsmittel ; 

4)  die  angewandte  Maiheoiatik; 

5)  die  Analoffie; 

6)  die  IndaetToa. 
Zu  1.  und  2. 

Die  AufUndung  des  pythagoräischen  I^ebrsatzes,  die  Sätze  des  II.  Bu- 
ches der  Elemente  des  Euclides,  die  vielfachen  Entdeckungen,  wel- 
che seit  Cartaaiaa  dorcb  die  Anwendung  dar  AritbaiatiK  auf  die 
Geanatria  gaaiaebt  wordca,  Bacbaa  aa  abarUflatig,  die  Babaaptvng 


*)  Tbibaut  I.  c.  pag.  187.  seq. 

**>  Areblmedes  über  Sehnecktnlinieti,  Vorrede: 

Arrhimedes  vorhandene  Werke  überbeut  von  Nizze.  Stralsund.  V^'l\, 
pag.  281. 
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1.  durch  weitere  Beiepiele  aus  der  altern  oder  neuern  ^eit  zir  be- 
kräftigen.     *^  * 

Id  dM  aritbMtiMlian  Schriften  der  Griechen  finden  eich  übenill 
Sporen  der  Anwendung'  der  Geometrie  auf  arithmetische  ftitefM» 
enungen.  hluclides  hat  in  VI.  16.  Kiera.  den  Satz  nnfsrestcllt,  dass 
wenn  vier  gerade  Linien  proportional  sind ,  das  unter  den  äussern 
tnthaltene  Kaeliteelc  dea  «Dt«r  den  Bittleni  eatliaiteBaii  gleich  «ei, 
einen  Stots,  den  Ruclides  durch  die  Aoalysis  gefunden  und  in  Vil. 
19.  Elen,  auf  die  Arithmetik  aoffewendet  hat,  und  der  einer  der 
Schlusssteioe  des  aiebenten  Buchet  der  Elenente  iit.  Aehnliche 
Beispiele  fiaddki  aieb  viele  bei  4e»  Meeboi,  mi  ee  «ehr,  ele  bei 
ibecB  4ie  ZeUemrbiediiDgea  fiel  schwieriger  elf  bei  aia  anese- 
lilhren  waree.  . 

Zu  3. 

Lineal,  Zirkel,  Maassstab,  Waage  wurden  und  werden  inner« 
■eeh  hioig  ser  Erfibdeeg'  eieeehief  Siitze  gebrevehC,  ebeeio  wie 

Instronente,  welche  eigens  zur  .Satzerfindung  geschaffen  werden  ^ 
nossten.  Geometrische  Eigenschaften  fallen  durch  Anschauung  sehr  ' 
triebt  in  die  Augen,  daher  das  Zeichnen,  das  Verschneiden  von 
Plieben  nnd  KCniera  Sftere  VereBlaaiongee  worden,  geonelrinche 
Mgenschaften  asnnfnden.    Von  all  dem  finden  sich  in  den  Schrif«* 
ten  der  Cilricchen  viele  Beispiele:  hei  Sätzen,  hei  denen  es  sich  um 
unmittelbares  Vergleichen  von  Grössen  handelt,  ist  das  Decken 
md  Messen  das  Mittel,  bei  Sätze  an  erfinden.  Die  Sätze  18,  2^), 
S7,  28  der  arcbinedischen  9ehrMI  über  Sebueekeelinien  sind  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  lliiclies  nnd  können  allein  durch  Zeich- 
nung und  Maassstab   (j^efuDdon  sein.    Die  Sätze  35,  48,  49,  37. 
(zweiter  Theii)  1.  über  kugei  und  t'ylinder  sind  durch  Auflegen 
dBeeer  Fliehen  (Blitter)  und  tfacbherim  AosneMen  deraelbeo  ge- 
funden werden.    Der  erste  Theil  des  ^7.  Satzes  I.  und  die  Sätze 

2,  4,  5,  6,  7,  8.  II.  über  Kugel  und  Cylinder,  die  Sätze  23,  26, 
27,  28  des  Buches  über  Konoiden  und  Sphäroiden,  ebenfalls  die 
Grundpfeiler  dea  gnnien  Werket,  sind  dnreb  wirkliches  Menen  dee 
Körperinhaltes,  das  hier  aber  nur  durch  die  Waage  geschehen  kann, 
gefunden  worden.  Die  Sätze  3,  4,  5,  7.  XII.  Elem.  sind  durch  Zer- 
schneiden der  Körper  und  nacbheriges  Messen  der  einzelneu  Theile 
gefunden  worden. 

Ztf  der  Erindnng  nener  Silnc  gebrnneht  man  Sfters  eigene  In* 
itrumente,  die  ernf  noch  zu  diesem  Zwecke  ausgedacht  werden 
nÜBsen;  so  um  die  Eigenschaften  der  Curven  zu  finden,  dienen  9f* 
ters  Instrumente,  nit  denen  dieselben  gezeichnet  werden  können; 

Zn  4. 

Zu  allen  Zeiten  hnt  die  nngewandte  Mathematik  eine  Menge 
nener  Sätze  geliefert;  so  hat  z.  B.  Arcbimedes  durch  die  Statik 
gefiinden,  daas  ein  parabolischer  Abschnitt  =  4  eines  Dreiecks  sei, 
eas  einerlei  Basis  nnd  gleiche  Höhe  mit  dem  Abschnitt  habe*)  und 
erst  später  hat  Archinienti  diesen  Sets  dvreh  geemetrisehe  SehliM 
bewiesen**). 


*)  Arcbimedes  sagt  in  der  Vorrede  zur  Quadratur  der  Parabel  ausdrück* 
lieb,  er  habe  diesen  Satz  dnreh  Anwendung  dcrMeebanik  gefimden. 

**)  Archimedes  Quadratur  der  Parabel,   öatz  24»  '  ' 


Auf  äliolicbe  Art  k«t  Paii|»us  *)  Mabr«r«  SiUe  gefyoiUo»  ebenso 
acbrere  neoere  Matbeaatiker,  von'  deaen  ich  nmr  Laeae  Vale- 
rius»*), Laluvera***),  Grefiroriue  •  St.  Viuceotio ***')  mmd 
G  uldinus  **'**)  nenne.  Die.  EotdeckuDir  der  FIuxionsrechnunfTt 
die  Theorie  mancber  krummen  Linie  zeigen  io  ibrain  Urtprug,  viel- 
facL  auf  die  angewandte  Maibematik.  . 

Zu  5  umd  o. 

Durcb  Analogie  und  Indnction  wurden  von  jeber  aiaa  Macw 
neuer  Sälzc  oufgefunden,  wie  auB  den  ältesten  uod  aenUa  aatb»» 
aiatiscbeo  Werken  nacbgewiesen  werden  kaoo. 

Naebdaai  eianal  dar  pytbagoffliidM  Sais  arfasdaa  war,  ^t* 
atandeu  gleichsam  von  seihst  die  Fragen:  ob  dieser  Satz  blaai  bei 
rechtwinkligen  Dreieckeo  gelte,  oder  ob  bei  schlefwinkligeD  nicht 
analoge  8ätze  gefunden  werden  können,  d.  h.  ob  das  Quadrat  der 
Hjpotenuie  bei  diesen  Dreiecken  gleich,  grösser  oder  kleiner  sei, 
alt  dia  SiunaM  dar  Haadrata  4ar  Katfcataa;  ab  nioht  aaoli  aadara 
Figuren  als  Quadrate  auf  die  Seiten  gaiaidbBet  werden  köiMa« 

Wendet  man  zur  ersten  Dotersuchung  ein  ähnlicbea  Verfalrren 
aU)  wie  beim  pyüiagoräiscben  Satze»  d.  b.  giebk  uuto  den  feiciten  be- 
atiiMile  Zahlenweribe,  so  wird  man  kald  lia  tSMtm  IS  and  19  daa 
II.  Buehes  der  Elemaata  des  Euclidea  findaa.  Vm  aber  diese  Sätze 
geometrisch  heweiseo  zu  können,  ist  die  Analytische  Methode  nö- 
(big,  durch  die  man  die  übrigen  Sätze  des  zweiten  Buches  findeo 
^jpjoooecoj  \  ersucht  man  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  auf 
4en  Saiten  alatt  dar  Qnadrala  aadara  Figivaa  ■■  paaabraibaa,  die 
gleichseitig  und  gleichwinklig  sind^,  waM  MM  dia  Sätze  daa  I?. 
and  III.  Buches  der  Elemente  nötfaig  bat,  so.  wird  man  6nden.  wenn 
aMn  den  Inhalt  dieser  Figuren  durcb  irgend  ein  Mittel  bestimmty 
data  auch  hier  der  Inhalt  der  Figur  auf  der  Hypotanoaa  gleich  iat 
4aai  Inhalt  dar  swai  Figuren  auf  den  Kathatap  aaaaMaagenoai« 
aMn.  Sucht  man  diesen  Satz  noch  mehr  zu  verallgemeinern,  indem 
jnan  beliebige  Figuren  auf  die  drei  Seiten  zeichnet,  so  wird  man 
finden,  dass  der  Satz  nur  in  dem  Falle  giltt  wenn  die  Figuren  ahn* 
lieb  aind.  Daraaa  aatspringt  dar  Begriff  va«  AabaKebkclt,  mm  das 
^ich  wieder  der  der  geometrischen  Verhältnisse  ergiebt.  Maa  fiadal 
also  durch  Analogie  den  31.  VI  Elem.  Euch,  und  wird,  wenn  man 
die  analytische  Methode  gebraucht,  die  Conversen  und  Felgemngaa 
bildet,  die  übrigen  Sätze  des  VI.  und  V.  Buches  finden. 

Durcb  Induction  und  Analogie  sind  die  Sätze  den  XII.  Buches, 
dia  miataa  daaTbaadaaiaa  in  aniaca  W«Im  ibar&agabMiMiitta  wmA 


*)  Psppi  L  c.  Ith.  VIIL 

Laaaa  Valtt«  da  aentm  gnvUatli  aaüdanna  libri  ÜL  Baana.  MM.^ 


***)  Quadratara  elrenli  ^  braaibalaa  aagmaaloivB.  Anet.  A.  Uavaaa. 
Feloaaa.  mi. 

****)  P.  Gre^orii  a  St.  Vincentio  opus  geometricum  qnadraturae 
et  aactionnni  eoni,  dacam  Ubria  eonprshenannu  AntwarpiBa. 

•^••)  P.  Guldin  de  centro  gravitatis.   Vien.  163S. 

')  cL  Froclt  1.  c  csp.  IV.  ad  prap*  47« 
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den  meisten  auderti  Werken  der  Oriectu>u  «j^efundeD  worden.  Bei 
l*ap|) US. findet  sieb  ein  besonders  merkwürdiges  Uei^piel,  da  er  uidit 
Mäm  Sata  anf  «Kata  Art  irefaailaa,  aoadaro  aaefc  4«feb  aia 
iha  so  beweisen  gesucht  bat;  Pappus  sagt  nilralieh:  anter  ailaa  KMw* 
pern,  die  gleiche  Oberflächen  hüben,  habe  die  Kugel  den  grössten 
Inbalt*).  In  einer  Reibe  von  Sätzen  beweist  nun  Fappns,  das»  un- 
ter allen  ragviiren  Körpern  von  gleicher  Oberfläche  dar  den  ffriaa- 
tan  Inbalt  baba,  welcher  von  am  meisten  ebenen  Flächen  aiDga* 
achtossen  ist**),  und  folgert  nach  der  Analogie  obigen  Satz,  wo-* 
durch  übrigens  ein  vollständiger  Beweis  nicht  hergestellt  ist***). 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Methode,  Sätze  durch  Analogie  und  In- 
dvetwtt  SV  inden«  viel  allgeaieiaer  ala  h»  Allartbm  «iigewaiidt 
wordea,  ja  maaeb^-  Mathematiker  waflea  diaae  Methode  au  eiaer 
Beweisart  erheben  ****).  Die  vielen  neuen  Entdeckungen  in  der 
Geometrie,  der  binomische  Lehrsatz,  die  Sätze  von  den  Potenzen 
(wo  untersucht  wird»  was  bedeutet,  wenn  m  copatant  oder  ver- 
Sadeflieb  iat«  aod  im  afftaa  Paffe,  weaa  »  eiae  positive  ganze  oder 
gebrochene,  oder  eine  negative  ganze  oder  georocbeae  Zabl  iat, 
oder  wenn  n  =  0  gesetzt  wird)  sind  genug  Beispiele. 

^  Sind  durch  diese  sechs  angetübrten  Arten  gleichaan  die  Grena- 
ateiaa  eiaea  Syatema  warn  Sitsee  aufgestellt,  ao  wird  aidi  an  dieaa 
eine  Menge  neuer  Sätse  aareihen  laaieBt  die  theils  durch  die  Aaa- 
lyais  —  als  Mittelsätze  —  gefunden  werden,  theils  aber  Converaea, 
relgeruDgeo  oder  Znsätse  dea  vorher  Anfgefnndenen  aind. 


M  i  s  c  e  1 1  e  n« 


Auszug  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber  von  Herrn 
G.  1).  £.  Wejer,  Assistenten  an  der  Sternwarte  zu 

Haaibarff. 

„Buer  u.  s.  w.  erlaabe  Ich  nir  ergebenst  die  Anfrage  au  ma* 
eben,  oh  die  Aufgabe 


*)'Pappi  1.  c.  V.  mecb.  Theorien  IZ. 
■•)  Pappi  I.  c.  V.  18  —  57. 


*)  L%  F.  Ofterdinger  metbodorum  ezpositio,  auarum  ope  principta  calcuU 
anperiarii  iaraata  aunt.  Pars  I.  Berel.  1811.  pag.  8. 

****)  J.  J.  T.  Littrow  kurze  Anleitung  zur  getanuaten  Mathematik.  WiMk 
18M.  pagi  IX. 
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»«eioViereok  wn  gegrebcntn  Seiten  Ho  sä  eoostruiren, 

,,dAS8  die  Diagonalen  einanilcr  gleich  werden," 
vielleicht  Hchoti  gpecielle  Aiiflüsuoiren  erhalten  li  it  V  Kio  l^ehrer  der 
Mathematik  erwulinte  dieser  Autgulie  vor  einiger  Zeit  gegen  mich. 
Ich  fand  bald,  duäs  sich  dieselbe  einer  schon  allgemeiner  gelösteo 
Aafj^ikli«  HBtorordiiiMi  lipM,  ailailieli  der  in  G^eti  G^oidtrie  4b 
Position,  io  der  denliebeB  Bearbeitaog  voo  Sehnm^eff  Tb.« 3. 

s.  m.: 

„wenn  von  den  4  Seiten  and  2  Diagonalen  eines  V  i«r- 
„eeke  5  gegeben  find,  die  6te  sn  finden.** 

Die  quadrntische  Gleichung,'  welche  Carnot,  und  wie  ieh  eben- 
daselbst nna^emerkt  finde,  auch  schon  Euler  und  i^exell  für  die  Auf- 
lösung dieser  allgemeinen  Aufgabe  gefunden  haben,  geht  für  den 
obigen  speciellen  Fell  in  die  folgende  cubische  über  —  welches 
maer  brnnerkonnwerCli  genng  Mi.n  Mg« 

2*»  —  « .  o?' ~h     .    -H  a<Ä/=  0 

—  d      -^ed  •  H»M  ' 
— W  ^tOe, 
.  .  — «M 

'—med 
—  bed 

wo  X  das  Quadrat  der  Diagonale,  und  c,  d  die  Quadrate  der 
Seiten  des  \  ierecks  bezeichnen.    Die  immer  mögliche  eine  reelle 

Wunel  kann  negativ,  und  damit  die  Diagonale  (=  —  x)  ima- 
ginir  werden,  wo  die  Aaflösung  unmögiieli  iit,  s.  B.  wois  swoi 
■eben  einander  liegende  Seiten  des  Vierecks  gegcte  die  beiden  fikrl- 
gen  fiir  den  verlnogten  Zweck  su  klein  eind.** 

« 

Mir  iit  die  obig«  Betterknng  neu  geweeen.  6. 
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.  •  ••■  via- 

Geometrische  Untersuchungen  über  Potenzlini^ 
Potenzcentrum  und  Potenzkreis,  J^olaritlit, 
Aehnlichkcifspunkte  uod 

•   ^    .  Herrn  C.  F.  Arndt, 


I.  Potenslinie,  PotenzceAtrum  un4  Potenzkreis^ ' 

Aufgabe.  Den  geomatrischeu  Ort  des  Punktes  su  be- 
•tisMen,  fSr  weleneD  ilie  QMadratiliffertns  ■•iatr  Bot* 
ferosBftcD  Toa  iwai  faataa  Paaktaa  aiaa  eoaitaata 

Grösse  ist. 

Aaflöftung.    Sittd        jB  die  festen  Funkte,  Af  der  fUittei- 

fankt  Tnn  A.ß,  uwi  int  4t  der  Durebsebnitt  den  yon  deai  balinbifm 
uokte  P  auf  jiß  pefällien  P«r»awlikali  mk  AB^  aa  bk  <l£liaKd. 
Klan.  Lib.  U.  prap.  12.  13.) 

Pß^=:rjli*-i'AJftnz^2JMx  Qäi, 


*)  Ich  glaube,  dsss  diese  gsns  einfsche,  bloss  die  tlenientmteii  Skn»  in 

Anspraeb  nehmende  Darstellung  der  Hauptresultate  der  neueren  geome- 
tris«'ben  Untersuchungen  wohl  zu  der  so  sehr  zu  wunschenden  weitem 
Verbreitt/ng  dieser  Gegenstände  geeignet  sein  und  Tielleiclit  eine  neue 
Veranlassung, n  dersD  Kinfuhtung  in  dta  gtometritchcB  Elcmentarun* 
terricht  gebtti  ifild*  Gw 

TlaU  V.  ,  8 
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mit  BexiehuDg  der  Zeicben  «nf  eiDinder;  folglich  dareli  SabltactioD 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenaeh- 
dem  Pji  ffitaer  oder  kleiner  nh  PB  iet 

"Nun  bewege  der  Punkt  P  eich  so,  das«  PJI*  —  PB*  dum  coa* 
stallten  Quadrat  ^'  gleich  sei,  so  dass  q*=:\AMx  QM^  so  muss 
QM  constnnt  bleiben,  d.  b.  die  von  allen  den  Punkten,  für  welche 
die  Quadratdifferenz  der  Entfernungen  derselben  von  ^  und  i9 
conttant  ist,  auf  AB  gefällten  Perpendikel  ■ttssen  .^i?  io  demsel* 
ben  Punkte  schneiden,  und  folglich  müssen  gedacht»  Pnnkt«  nelkit 
in  einer  auf  AB  perpendikuiären  Geraden  liegen. 

Wegen  des  doppelten  Vorzeichens  werden  also  zwei  Gerade  den 
(ewiebten  Ort  repriaantiren.  Otnstmetiatt  der  Oetter  badianC 
■an  lieh  am  besten  der  Rehitton  PA*  ^  PB*^q*ssÖJ*-^OB*^ 
und  Mtt  bat  alao  folgende  Aufgabe  an  lösen» 

%      ■      '  •  • 

Auf  einer  Geraden  AB  einen  Punkt  Q  so  zu  bestioi* 
■an,  dass  der  Qnadratunterschied  seiner  EntferBVngaB 
von  den  Endpunkten  der  Geraden  A  «nd  B  eineai 

beneu  Quadrate  </'  gleich  ist. 

Auflösung.   (Taf.  II.  Fig.  1.)  Ist  1)  q-^AB^  so  beschreihe 
ninn  über  AB 'tH  Dlaaieier  einen  Ralbkreie,  trage  <f  van  A  ana  . 

als  Sehne  AC  ein,  falle  von  C  mili  AB  das  Perpendikel  CD  und 
balbire  DB  in  to  Ist  Q  der  gesuchte  Punkt.  Denn  es  ist  f  * 
=^ABy.AD=i{AQ-^BQ){AQ'-BQ)z=:AQ^-'BQ\ 

Wenn  aber  2)  q'^AB^  so  errichte  man  BC  Vnkrecht  auf 
AB^  tra^e  swineben  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  tf  von  A 
aus  als  Hypotenuse  ein,  ziehe  CD  senkrecht  auf  AC^  dass  es 
AB  in  D  schneidef,  und  halbire  DB  in  so  ist  fi  der  verlangte 
Punkt.  Denn  es  ist  q''  z=l  ADy^  AB  z=l{AU-\-  BQ^AQ--  BQ\ 
^Aip^B^. 

Ist  eDdlich  ^  9^AB^  lo  ist  ^  der  Terlangle  Pnnkl; 

«.  . 

Aufgabe.     Welches  ist  der  geometrische  Ort  den 
Punktes,  fir  welebea  die  ^InadratanMae  aeiaer  Bntfer»  . 
ann^eo  von  zwei  feate«  Pvaktan  eiaaai  eoaatantan <|aa- 

drate^'gleichist? 

Auflösung.   Nach  1.  hat  man  die  Relation 

pjp^PB^  3>sj»jr  H-^ajjf», 

folglich  muis  PM  conatnnt  sein,   da  2/W  =     —  2^il/»  = 

i-i^i?',  oder  PlU^V^q^—^AB*  ist 

Falls  daher  q*  nicht  kleiner  als  \AtP  fst,  tilrd  der  gesuchte 
Ort  eine  aus  dem  Mittelpunkte  Taa  AB  mt  de«  abigea  Eadioa  be- 

achriebene  Kreislinie  sein. 

Zur  (Instruction  des  Orts^  wenn  solcher  Tarbaaden,  bedient 
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Ml  tiA  Vortheil  eioM  der  DurGhicbnitte  Q  der  Kreiilioie  mit 
49r  fimdcB  JB.  Z«  toi  Em4m  iit  die  f*l||«»4«  Aii%»1m  m  Iöm. 

4. 

Aufgabe.  Auf  eioer  Geraden  ^-iß  (Tttf.  II.  Fig.  2.) 
einen  Puokt  U  so  lu  bestimmeD,  Uass  die  Quadrats umme 
•elaer  Entferonogpen  ? ob  deo  Badpookten  der  Oeraden 
jt  uod  ^  eia«v  iregeheDaB  Quadrate  q"*  gleich  ist. 

AuflösUDg.  Man  trage  nii  S  und  u4ß  die  Gerade  JB£f  so 
an,  das8  der  Winkel  AB£  die  Hälfte  eines  Rechten  beträgt,  uod 
denke  sich  von  A  auf  BL  und  AB  die  senl^rechten  AK  und  utl^ 
gezogea,  io  dass  JS^A  =  'KB^  ALz=.AB  und  JBK-==i  JLK  mit^, 

Ua  Bun  AK*  ::={AB*f  ALt*-=zAB'*  ist,  so  wird  ein  aus  A 
mit  ^  beschriebener  Kreis  die  Gerade  RJ^  gar  nicht,  oder,  in  einem 
Punkte  oder  in  zwei  Punkten  treffen,  jenachdem  '^C.^AB* 
oder  =  |y#i7*  oder  '>^AB*  ist,  auch  wird  der  Kreis  die  Veri&a* 
gerung  von  BL  über  die  Endpunkte  treSea^weaa  q'^AB  ist. 

Feindet  kein  f)urchgchni(tspünkt  statt,  so  ist  nach  dem  Obigen 
die  Auf<i^abe  uomögiich,  tiodct  aber  einer  oder  zwei  stuft,  so  fälle 
man  von  einem  beliebigen  C  auf  AB  das  Perpendikel  CQ^  so  ist 
Q  der  gcauciite  Paakt,  wdl^C*  oder  «'«»sufQ* 
+  Jr^*iit 

5. 

Zusatz.  Die  Quadratsumme  der  Theile  einer  geraden  Linie 
ist  ^in  Minimum,  wenn  die  beiden  Theile  einander  gleich  sind; 
aoBft  füllt  Ibr  Wortk  swiaehea  i#*  nad  «' ,  weaa  •*  die  Gerado 
Ist,  uod  liegt  ein  Punkt  auf  der  Verlängerung  der  Geraden,  so  ist 
die  Quadratsnmme  der  Entfernungen  desselben  von  des  Kadyiiak« 
tea  der  Geraden  grösser  als  das  ^adrat  der  letztern. 

Lehraats.  Führt  man  in  der  Ebene  eines  Kreisea 
darcli  eiaen  festen  Puakt  oach  beliebiger  Richtung  eiao 
Gerade,  so  jedoch,  dass  sie  den  Kreis  ia  swei  Ptrnktea 
icbueidct,  so  ist  dnsRechteck  aus  den  Entfernungen  des 
erst  gedachten  l'unktes  von  den  Durcbscbnittspunktea 
der  dareh  iha  geftbrtea  Geradao  aiit  d^er  Kreialinie  tob 
■BTeränderlieker  Grdaae. 

Nämlich  wenn  der  gegebene  Punkt  sich  ausserhalb 
der  Kreislinie  botindct,  so  gleicht  das  constante  Recht- 
eck dem  Quadrate  der  vom  in  Rede  stehen^len  Punkte  au 
die  Kreialiaio  jroaogeBOB  TaagoBte;  liegt  jener  aber 
ianerhalb  der  Kreislinie,  so  hat  jenes  Kecbteek  zum 
einfachen  Maass  dns  Quadrat  der  halben  Sehne,  welche 
auf  der  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreiset  verbindeadea  Geradea  io  dem  gegebenea  Puakte 
aonkroeht  steht  uod  aneb  woblMattelseline  geaaaBt  wird. 

Bowoaa*).  Die  vpa  dem  gogeboBOB  Paakto  iP  aoa  geaogOBe 


*)  Euclid  Lib.  III.  Brep.SS.M.  erweist  oaser  Theorem  bb»ss  mitHfiUe  der 
Gleichheit 

8* 
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Gerade  schneide  den  Kreis  in  und  wenn  /*  aasserhalb  der 

Kreislinie  liegt«  so  sei  B  der  Berührungspunkt  der  von  P  aas  an 
den  Kreil  gezogenen  Tangente.  Dann  ist,  wenn  man  sich  BD^  ßD^ 
'  gezogea  &n\Lt,  \PBD  ^PBOf  waA  folffliek  PB^zssPD 
X  PO.  10  dsM  PD  X  für  alle  Ugeo  der  Gemden  PDDT  coa- 
atant  ist. 

Weno  aber  der  Punkt  P  innerhalb  der  Kreislinie  4iegt,  sn 
tcliDeide  di«  doreh  denselben  gebende  Mittelaebne  den  Kreit  in  B 
und  so  wird  ^EPDr^KETPiy,  folfrlich  PDy^PB^^PB 
XPE'=PE^  sein,  so  daaa  PDY,PD  wiederoa  fdr  alle  Lage« 
der  Geraden  conitant  ist 

7. 

Zusatz.   Bezeichnet  man  durch  e  die  Entfernung  des  gege- 
benen Punktes  vom  Mittel^Hiukte  der  Kreislinie^  so  überzeugt  man 
sich  kraft  des  pythagoräiächeu  Lehrsatzes,  daas  daa  coaslante  Recht- 
eck     X       der  Graiie  e •  —  r*  oder  r*  —  e*  gleieb  ist,  jenedh  * 
den  P  aicb  eutaerbelb  eder  iancrbelb  der  Kreiilbi^  befindei  ' 

8. 

Jenes  gedachte  Rechteck,  dessen  besondere  Betrachtung  eine 
der  fruchtbarsten  in  der  Theorie  des  Kreiaea  ist,  bat  man  mit  einem 
eigenen  Niimcn  belegt,  und  es  die  Potenz  des  Punktes  Pin  Be- 
zug ouf  die  t^cgebene  Kreislinie  genunnt.  Aurh  ist  zu  bemerken, 
dttss  unter  gieichartiffeo, Potenzen  fortan  diejenigen  verstan- 
den werden  seilen,  welche  zu  Punkten  )|^dren,  die  sngleieh  nasser» 
halb  eder  angleicli  innerhalb  der  KreislinSe  liegen,  die  fibrigen 
hingegen  ungleichartige  Potenzen  genonnt  werden. 

Diese  Unterscheidung  wird  durch  den  besonderen  Charakter 
.  solcher  Potenzen  motivirtj  das  Folgeode  giebt  weiteren  Aufschiusa 
darüber« 

9. 

Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  wel- 
chen gleiche  und  gleichartige  Potenzen  in  Bezug  nuf 
awei  feste  Kreislinien  zugehören,  ist  eine  auf  der  Cen- 
trale der  Kreise  senkrechte  garade  Linie. 

Beweis.  Die  gegebenen  Kreise  werden  im  Folgenden  iaiBitr 
durch  ihre  Mittelpunkte  C  und  C\  die  Centrale  CC*  darcb  m  nnd 
die  Halbmesser  durch  r  und  r'  bezeichnet. 

Jedes  Punktes  P  Polenzen  in  Bezug  auf  die  gegebenen  Kreia* 
ünleB  werden  dnreb  die  ItrSssen  — r*),  Ä:(<r'* 

präsentirt  (7.),  wenn  e  und  ilie  HottcrnuDgen  des  Punktes  P  von 
den  Mittelpunkten  C  und  C  sind.  Soll  nun  P  gleiche  und  gleicb- 
'  artige  Pulenden  in  Bezug  auf  C  und  C  darbieten,  so  muas  mit  Be- 
siebnng  der  Zeichen  anf  einander  ^(e*— r*)  =s±(^*  — r'*) 
sein^  aUo  imnier  e*  —  e'*=r'  —  r'' ,  oder  der  geonietrisdlb  Ort 
ttllcr  Punkte,  welchen  gleiche  und  gleichartige  Potenzen  zukoai» 
men,  stiinint  mit  dem  Orte  aller  Punkte  überein,  für  welche  die  Qua« 
draidifierenz  ihrer  kiutlernungen  von  den  festen  Punkten  C  und 
de»  eoBStaoten  Grasse  r*  —  r"  gleieb  ist^  weabalb  (1.  2^)  der  Ort» 
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wenn  er  überhaupt  exisfirt,  eine  auf  der  Centrale  seokreclite  gerade 
Lioie  ist.  Um  aber  deu  Ort  für  alte  Fälle  nachzuweisen,  betrachten 
vir  die  vcncbi«4«a«B  Lagen  der  KreiiUnieD  C  und  C  gegen  ein- 


10. 

Dea  in  9.  betraekteleM  Ort  rant  mb  die  PoteasliDi« 

tmdieat)  der  gegebenen  Kreise. 

Nun  behaupte  ich  zuertit,  dass  die  Potenzlinie  zweier 
sieb  tangirender  Kreise  deren  geuieioscbaftlicbe  Tun- 
gente'  iti. 

Denn  für  jeden  Punkt  dieser  Tangente  ist  0' — «^'ssr'^f^, 
folglich  dieselbe  die  Potenxlioie  (9.);  auch  erhellt  dies  rein  geome- 
trisch schon  daraus,  dass  jeder  Funkt  der  Berührenden  |^Ieicne  und 
gleichartige  Potenten  für  beide  Kreislinien  darbietet,  indem  jede 
Potenz  durck  dms  Quadrat  der  gemeinscbafUichMi  voai  Punkte  P  eed 
dem  Berührungspunkte  begrenzten  Tangente  gemessen  wird. 

2)  Die  Potenzlinie  zweier  sich  schneideoder  Kreise 
ist  dek-on  gemeinscbaftiicke  8ehne. 

Deeo  rar  jede«  ddr  Dorchaeheittapaakle  der  Kfeielieieo  iat  der 
Quadratnnterschied  der  Entfernungen  von  den  Mittel|iirakteo  C  Mild 
\C  dem  Quadratunterschiede  der  Radien  gleich. 

3}  Liegen  die  Kreislinien  ausser  einander,  so  heGndet  sich  der 
Darchscbnitt  Q  der  Potenslinie  mit  der  Centrale  CC  zwischen  den 
WUelynkten  C  md  C  ausserhalb  der  Peripherien  beider  Kreise. 

uienn  bestimmt  man  auf  CC  den  Punkt  Q  so,  dass  QC^  —  QC* 
ssr*  —  r'*  ist,  so  rouss  das  io  Q  auf  CC  errichtete  Perpendikel 
die  Kigeaschaft  haben,  dass  der  Quadratunterscbied  der  Kntfernun« 
gen  jede«  Puoktn  {■  Perpeedikel  Ten  C  ved  C*  der  Gritaaer*— 
gleieb  ist  (f.  t.  3.),  und  das  Perpendikel  wird  die  Poteoslinie  sein, 
wenn  jeder  seiner  Punkte  gleichartige  Potenzen  darbietet.  Dies 
iat  aber  wirklich  der  Fall;  denn  da  r"  —  r**  =  (r  r  )  (r  —  r') 
■nd  r  +  r'<^',  ae  ist  r^^i^<,CC*  und  Q  liegt  folglich 
<S.)  seeächst  zwiaeheo  C  «od  1^.  Feraer  findet  man  leicht  QC 

_,«M;^^-r^  we  m  die  Centrale,  Wod  ggss^'""^^"" 

Nun  Ist  abtT  Q.C  >•  r,  da  wegen  r  -f-  r'  a  der  Unterschied 
 ^  r=;^— — —  positiv  ist,  und  eben  so  ist  (iC 

>r',  de  der  Uateridiied  ""'"^^"""^  —  r'srs'Sjn^^  ebe«. 

fiilli  neeifiv  iat,  weibaib  Q,  aniaerkalb  beider  Peripberien  liegt.  • 

4)  Liegen  endlich  die  Kreialinien  in  einander,  ao  befindet  sieb 
Q  aBsserhalb  beider  Peripherien  auf  der  Verlängerung  von  CC  über 
C"' hinaus,  wenn  der  Kreis  C  C  iat,  welcbea  ebenso  wie  in  3) 
bewiesen  werden  kann. 

11. 

Znaats.  Bestimmt  man  zu  je  zweien  von  3  Kreisli» 
niM  die  Pnlnnnlinien,  ae  treffen  dieae  drei  Potea«ll- 
nien  in  eineü  und  dnsaelben  Parktet  Petenneentrnn 
(MMire  rmdiemi)^  nnanaiainn. 
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DeDD  der  Darchscbnllt  O  der  PotentÜDien  der  Sjitene  C  0^4 
C',  C  HDd  C  bietet  «owobl  fiir  C  uod  C\  aU  tiir  C  und  C**  gleidie 
PotesMMi  dar,  alio  ■«m  «r  «neb  gleich«  FotovM  lllr  CT  «»4 
darbietea,  ud  folglich  auf  dcr'PoteBsIlDie  dor  KraitlinicB  C  mdl 

liegen. 

UierauH  fliegst,  dass  sowohl  die  gemeiDachaftlichen  Tangenten 
dreier  Kreislinien,  all  «ucb  die  gemeinschaftlichen  Sehnen  in  eineia 
VBd  dMMlhcB  Paukte  iMMiMeBtrdliBn  (f.  10). 


lt. 

Lehrsatz.  Der  geonetriscbe  Ort  slUr  Punkt«;  «f«l* 
«k«  gleiche  und  angleichartige  Potenzen  in  Bezug  auf 
BWei  Kreislinien  C  und  C*  darbieten,  ist,  wenn  er  üher- 
kaupt  exiatirt,  eine  aus  den  Mittelpunkte  der  Centrale 
CC*  k«tchri«keiie  dtitte  Kreitliaie,  and  das  Quadrat  de« 

Halbmessers  derselben  ist  der  Grösse  ^  ""~P>'**ch. 

Beweis.  Jedes  Funktea  /*  Potenzen  in  Bezog  auf  die  gege- 
k«D««  Krelaliniea  werden  durch  die  Grönen  db(e*— #**),  db(^*^*) 
reprSt«Btbt  (7).  Soll  nnn  P  gleiche  oad  aagleickdrfig«  Potens«a 
darbieten,  so  muss  mit  Bezielumg  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander  rb(e* — r')  =  =p(e'' — r*'),  oder  für  beide  Fälle 
+  =  r' +r'*  lein.  Folglich  stimmt  der  betrachtete  Ort  mit 
des  Ort«  all«r  Paakt«  ttbcnia,  Mr  wclcbe  die  <|BadratseBBa  ikrar 
BBtfaraengen  von  den  festen  Punkten  C  und  C  der  «oaatBBteo 
Grösse  r'-f-r**  gleich  ist,  weHbalb  der  Ort  (3.  4.  5.),  wenn  er 
überhaupt  existirt,  eine  »us  dem  Mittelpunkte  von  CC  mit  dem  obi- 
gen Halbmesser  beschriebene  Kreisiioie  ist.  In  4.  und  5.  ist  aber 
rezeigt,  daa«  dar  Ort  aar  daaa  aMkh  ist,  waaa  r*4-«^*  akkt 
Kleiner  als  |«*  ist.  Die  Lage  des  Orts  für  die  verschiedenen  IjB- 
gen  der  KraisliaMa  wird  dareli  d«B  i^KcbiteB  Paragrapbaa  aikdr 
bestimmt* 

13. 

1)  Wenn  die  gegebenen  Kreislinien  sieb  berühren, 
iit  der  Ort,  den  wir  im  Folgenden  Potenzkr«ia  b«b* 
B«B  wollen,  die  b«id«  Kreis«  ia  iliren  gemeiaaaaiaa 
Berfihrun  gspunkte  taagireBde  Kreislini  e,  und  liegtgans 
innerbalh  des  grössern  Kreises.  Nur  wenn  die  Kreisli- 
nien gleich  sind,  and  Berübrung  von  Aussen  statt  fia- 
det,  gekt  der  Poteaakreia  ia  den  gaaiaiaachkftiiek«« 
Centactpunkt  über. 

Denn  die  Quadratsumme  der  Entfernungen   des  Berühruncrs- 

Eunkies  von  den  .Mittolputikten  C  und  C  ist  der  Quadratsnmme  der 
Indien  gjeich,  weshalb  (12j  der  Potenzkreis  beide  berührt,  und  da 
der  Mittelpaakt  deaeelbea  iaaerkalk  der  gröiiera  Kraieiinie  liegt,  ao 
wird  der  Kreis  auch  ganz  innerhalb  der  grössern  liegen. 

in  der  Tbat  ist  hier  r»  H-r  ' —  ^a»  rsr'-f-r"  —  |(rdbr')» 
S3|(rq=r')*,  und  folglich  der  geeucbt«  ilalbaieaser  ^(rzjpr) 
B:4(r=br')qpr',  und  dies  ist  die  Sotferaang  dea  MiltelpuaklB  dar 
Cafttrala  voB  g«M«tas€ka(itlick«B  Coafatfiiafcta. 
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2)  SeliBeidcii  sieb  die  Kreialiniee,  gebt  der  Po- 
t9Bskreis  dnrch  ihre  Dttrchsfibaittspankte,  weil  jedem  der 
IrtBiiiu  die  EigenielMift  «ikMMft^  dMi  m  Qwdiaiww  Miatr 

BotfernuBgen  von  des  BKitfllf^ahteB  C       C*  ii&r  ^luintnmmm 

der  Radien  «gleich komAt. 

3)  Liegt  eine  KreisÜDie  C  io  der  UDdero  so  findet  immer 
ein  Potenzkreis  statt,  da  in  die«em  Falle  a<ir  —  r',  mithin  r* 

—  j«*>4(**~0'»         positiv  iit 

4)  Nur  wenn  die  eine  Kreislinie  ausserhalb  der  andern  liegt, 
indec  nicht  immer  ein  Poten&krcui  elatft,  da  hier  r'+r'*  kleiner 

,  «Ii  4"  sein  kBDD. 

14. 

B^fÜbren  ileb  drei  Kr^inUn  von  Aussen,  und  ist  C  unter 

ihnen  die  grösste,  so  werden  die  ctwanig:en  Durchschnitte  der  Po- 
tenzkreise tür  die  Systeme  C  und  6"  und  C  auf  der  gemeioschafu 
liehen  Tangente  der  Kreislinien  C  und  C"  sein. 

Benn  jede»  der  jredaebten  Dorebechnlfte  entipreeken  gleiche 
Potenzen  sowohl  für  C  nnd  6^,  als  für  C  und  C*,  und  da  er  ausser- 
halb der  beiden  Kreislinien  C  aild  C  liegt,  10  SlieB  er  eiclinttf  der 
Potenzlinie  der  letztem  befinden. 

Ik 

Fir  mwi  K-ttg«la'  C  giebt- es  iaa^r  elne  -Bbeae, 
deren  aiattftlieke»<  Pankten  gleich«  «ad  gleiabartige 

Potenzen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  entsprechen,  und 
diese  Ebene  oen-nt  man  die  Potensebene  der  beiden  ILa- 
geln. 

Mau  schneide  nämlich  die  Kagala  durch  beliebig  viele  dnrch 
ihre  Mittelpui^kte  gehende  Ebenen,  so  giebt  es  für  jedes  der  da- 
durch entstehenden  Kreispaare  eine  Potenzlinie,  welche  auf  der 
Centrale  CC  senkrecht  steht,  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Cen- 
tnie,  deaeea  Lage  Mr  voa  der  Grieee  der  fleibaeeier  aad  der 
Centrale  ahhäagt.  Deshalb  werden  alle  Potenzlinien  in  demeelbea 
Punkte  der  Centrale  auf  der  letztern  senkrecht  stehen,  und  sie  lie- 

K daher  in  einer  nnd  derselben  auf  der  Cenimle  ■enkreebtea 
ne  (Badid  Lib.  XI.  prop.  5.). 

1«. 

Zneats.  Die  Potenzebeoe  zweier  sich  berührender 
oder  aebaeidender  Kagela  ist  resp.  deren  gemeinschaft* 
liehe  Berttbraags-  ader  DarAksehaittsebeae  (f.  10.  1.  2.). 

.  Zasatz.  Die  PatanaebaDen  dreier  Kugeln,  zu  zweien 
verbunden,  haben  eine  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
linie,  welche  auf  der  dnreb  die  Mittelpunkte  der  3  Ku- 

Cla  beelimmten  Ebene  senkrecht  steht,  und  Potenzlinie 
r  Kugelfläcbea  genanat  wird. 
Denn  die  3  Kreise,  in  welchen  die  durch       C»  C"  gehende 
Bbaae  dit  Jkagein  afibneidet«  babea  (11.)  eia  geaeiaeobaftlicbes 
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PeteDscentnim  bmI  iitBta  ahm  «DDächst  ( 15. )  allen  PoteosehN 
gemctaniB  Min.  Maim  m%wmtm  die  S  PetraMkaaco,  dt  ■bi^li* 

auf  der  Centrale  eenkrecht:  stebco,  noch  einea  g'eaieiDMMea  Owrcli- 
scbnittspunkt  haben,  und  die  beide  Durchsclmitte  f aribin4Mi> 
iat  folgiicli  den  drei  Potenzebenen  g^emeinsaa, 

*  • 

18. 

Lehriatx.  Die  6  Putenzebenen  oder  die  4  Potenzli- 
nien  von  4  Kugela,  von  deren  Mittelpunkteu  3  ninner 
in  i^oradar  Linie  liegen,  kabeii'  einen  gMmmmtmmmm 
DnrcbscknIttapiiiikA»  dna  Petenieentram  fftr  die  vi«r 

Kugeln  genannt. 

Beweis.  Der  Durcbscboittspunkt  der  Potenzliaien  für  die  bei- 
den Sjeteme  6,  C,  C'\  C,  C,  C"  but  die  Eigeoschafl,  dau  ifam  gleicbe 
Potennen  für.  beide  Systeme  sugehöreo;  also  bietet  ieoer  Punkt 
gleicbe  Potenzen  sowobl  in  Bezug  uuf  die  Kreislinien  C^C\C"\  als 
in  Bezug  auf  die  Kreislinien  O^C\  C"  dar,  und  er  musa  daher  einer- 
•eits  in  der  Puteoziiuie  des  Systems  C,  C\  C"\  andrerseits  in  der 
Potepslinie  des  Sytteaie  (T^  lie^eo,  so  dan  die  4  PetensÜniei^ 
•lae  nacli  die  6  Peteosebeaen,  fn  eweiÄ  Punkte  nmaBMeDtreffon. 

mt  RAekiiek      sfral  Kegeln  giebt  es  iner  eine  diilte  Kn- 

gel,  deren  aibnmtlicbe  Punkte  gleiebe  uod  ung^leichartige  Potenzen 
nir  die  ersten  Kugeln  darbieten,  wenn  nur  die  Quadratsumme  der 
üalboiesser  der  letaftean  nicht  kleiner  ah>  die  Uäläe  des.jQuadrata 
der  Centrale  Iat. 

Wie  DiBliek  1«.  wn  9.  erkeHel,  ee  »mt  uaer  Itali  noi  12l 


Ana  la.  1)  2)  folgt  ferMr«  da«  der  In  n.  kelMektete  Ort,  dea 

i  Potenzkugel  nennen  kSnale*  fiir  wmm  Mck  tnngirende  odet 
schneidende  Kugeln  beide  zugleich  in  dem  gemeioscbafclicben  Con- 
tactjiunkte  beriiiirt,  oder  durch  den  gemeimehnftlieben  DnrebacJioitfta- 
lueia  beider  Engeln  gebt 


11*   Anwendung  des  Princips  der  Potenzialität  ve.B 
Kreisen  auf  geometrische  Lebrsitse* 

«I. 

Lehrsatz.  Die  drei  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten 
eines  Triangels  auf  dieselben  senkrecht  errichteten 
derndea  treffen.  In  einea  nnd  d-eaaelben  Punktelsn- 
enmmen. 

Beweis.  Aus  den  Spitzen  des  Triangels  CyC\C"  denke  man 
sich  drei  willkührlich«,  aber  gleiche  Kreislinien  beschrieben,  so  er- 
hellt not  9.,  dnsa  die  in  den  NktelfaftklMi  von  CC^CCyC^C-wd 
diese  Geraden  senkrecht  erricbtillB  geraden  Linien  die  Potenziinien 
der  SyeteHM      C's      C'i  aind*  ud  eick  IblgKek  (II.) 
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in  einem  Pankte  scbneideo.  Dieser  letxtere  ist  soffleicfa  voir  den 
äpitsen  des  TrinDgeU  gleidi  weit  cotfcrnt,  oder  &t  Mittelpnakt 


Lebraets,  Die  3  von  den  Spitsen  eines  Triangels  mmf 
dU  Gegoneoiteo  geftllloa  Perpendikel  treffen  im  einoM 
ntkd  demselben  Puukt  zusammeo*). 

Be  weil.         B,  ^  seien  die  Spitzen  des  Triangels,  Jßy  F 
4ie  DerehaoiiDilts|Kuikte  der  von  C,  Ju,  A  nuf  die  Gegeoaeiten  ge-  ^ 
AlHeD  PeiMMidUtel  alt  dieaen  Seiten. 

Maa  ieeke  aleh  aus  A,  B,  C  als  Mitleipwkten  mit  den  drei 
Halbmessern  r,  q  Kreislinien  beschrieben,  nnd  IwutlMien  dlMt 
Bnibaeaaer  so,  dass  die  HeUtioaen  stettfindeei 

so  dass  also  B  willkabrltch  ist,  die  beiden  andern  Radien  aber 
dnrcb  B  bestimmt  werden-    Aus  diesen  Gleicbnagen  fliesst  aber 

.    .  r*^f*^AB**~AC*. 

Da  nun  (f,  9.)  CB,  BE,  AF  die  PoteoslinUn  der  drei  be-  ' 
itbenett  KrelM  tiod,  so  treffui  (f.  11.)  dieeelke»  in  elmi  «l«» 
i%ea  PwkCe  auMmen. 

•  * 

Zusatz.   (Taf.  Ii.  Fig.  3.)   Es  aei  BF  die  Hübe  des  Lei  B 
recbtwinkligen  Triangels  ABC\  ferner  AJ}=:AB  senkrecht  auf 
AB,  CE=  CB  senkrecht  auf  6'//,  und  CD,  AE  gezogen,  se  ' 
wird  behauptet,  dass  CD^  AE^  BF  in  demselben  Punkte  aiiaem- 
Mtf«0M.  (HiiUbliMee  dee  ^egorliselien  Seines.) 

Bs  kommt  darauf  an,  ein  Dreieck  nsüiituweisen ,  in  welchem 
die  so  eben  charakterisirten  Linien  Höhen  sind.  Zu  dem  Ende  fälle 
man  von  A  uud  C  auf  CD  und  yiE  die  Perpendikel  AO  und  CH^ 
deren  erstere  BF  in  P  schneiden  mag.  Dann  üoden  folgende  Um* 
•Hilde  alaCt:  . 

Weil  erstens  L  D  z=PAB  (jeder  =  90»  —  DAG),  ferner 
L  BACz=^L  KÜP  (denn  jeder  =  90«  —  ABF),  als»  auch  90" 
-f.  BACss:  90»  +  KBP,  d.  i.  L  DAC  =,  ABP,  und  endlicb 
ABcsAM  ist,  se  erheHl  die  GenmeM  der  TrieMwl  M$AC  «ad 
ABP^  wems  fliaest  PBc^Aa 


•)  Grnnert  Analyt  Geom.  Tbeil  L  &  58»  TheU  IL  8,ftt  — SIL  Dar  Itta- 
tere  Beweis  stutzt  si4}b  anf  die  Theorie  der  TransTersalen,  vad  der 
erstere  ist  snalytisdi. 
M.  Tffl.  auch  den  sinnreichen  Beweis  Ton  Gauss  in  Camots  Geom. 

der  Stellung  (Ueb.  t.  Schumacher)  Theil  II.  S.  363.  Gauss  weist  ein 
Dreieck  narh,  für  welches  die  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  auf  letx- 
tere errichteten  Perpendikel  die  Höben  de«  gegebenen  Dreiecks  sind, 
so  daae  daan  tfiaiHip  (Sl.)  sich  in  einsai.  Piakt   " — 
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Ganz  ebenso  wird  erwiesen,  daee  CH  di«  Linie  BF  in  einem 
Paakte  schneidet,  dessen  Eolfernang  von  B  der  Geraden  gleich 
ist,  so  dnss  also  die  QtrUo  BF  wX\  4oii  PofpaydikMn  AB^  OM 

in  eioem  und  demselben  Punkte  P  zosammeotrifft,  wodurch  daa 
Dreieck  ACP  entstunden  ist,  das  BF^  CD^  AE  zu  Höhen  hat. 
Die  ietxtern  müssen  sieb  daher  in  deaselbeo  Ponkte  schneiden  (22.). 

24. 

Lehrsats.  Die  3  Geraden,  welche  die  Winkel  ejnea 
Dvoiaeks  halbir«B,  und  auch  die  3  Geraden,  von  dene» 
eine  eineB  WidIi«!  des  Dr«i«eka«  4ie  ««dorn  dia  Nokaa- 

winkel  der  übrigen  halbiroa,  tcoffe«  in  «liieM  «bA  doM- 
selben  Punkte  xusamnien. 

Beweis.  Ister  Fall.  Das  Droioek  sei  ABC  Znaachai 
hokaapte  ieh,  Awm  hmb  aaf  doB  Mtoa  AB^  AC,  BC  dW  Paakia 

D.  F  so  bestimmen  koone,  dass  J[e  airei  der  dadurck  bawirktaa 
6  Abscbuitte,  weiche  eine  Wiokelsuitze  des  Dreiecka  SBB  gwaeia* 
schaftlichen  l^ndpuukt  hnbeo,  einander  gleich  sind. 

Denn  setzt  man  AJÜzzzjc^  und  nimmt  ^^'=  ^Z^,  CF^CM}i^ 
so  wird  seia  CB  as  i     dr«  BF  a  «  —  d  -f*       and  duu|  Biw 
,  BF-=.  BD  werde,  hat  man  x  aar  ao  zu  wählen,  dass. die  Rela« 
tion  statt  babe  a:  —  c — 4S-f-d— »der     css -f*  0  — > «)»  BBd 
das  ist  immer  möglich. 

^  Naehdeai  d(«  Paakte  B,  B^  F  bestimmt  siad,  daaka  maa 
sich  aus  A,  C,  B  reap..mit  AB  =  AEy  CE=CF,  BFrszBB 
drei  Kreiae  beschrieben,  welche  sich  in  E,  von  Aussen  be- 
rühren werden,  so  werden  die  in  />,  £7,  F  auf  AB^  AC,  BC  er- 
richteten Senkrechten  die  gemeinscbaftlicben  Tangenten  sein,  und 
sich  (11.)  ia  eiaem  Paakte  O  aebaeidoB.  Dia  tob  O  aack  daBWia» 
kelspitzea  gezegenrn  Geraden  aiissaa  akar  Ae  Winkel  des  Dreiecka 
halbiren,  da,  indem  O  das  Potenzcentrum,  z.  B.  OD=i  OE^  also 
die  Triangel  AOD^  AOE  congruent  sind,  und  mithin  der  Winkel 
A  durch  OA  halbirt  wird.  Folglich  treffen  AO,  BOy  CO  in  damseU 
ben  Punkte  zusammen,  dar  der  MSltalpBBkC  daa  ib  daa  Draikak  bm» 
aebriebenen  Kreises  ist. 

2ter  FhÜ.  G.mz  wie  vorher  wird  gezeigt,  dass  mau  auf  der 
Seite  AB  selbst  den  Punkt  ß,  und  aaf  dea  Verlängerungen  der 
liaiCaB  CA^  CB  Iber  ^,  B  biMaa  dia  Ptoakta  F  m  kaatiaMaaB 
kdBBO,  im  AD  =  AE,  BD=:ßF,  CE=CF  Miy  and  dass 
man  also  ans  A,  B^  C  drei  Kreise  beschreiben  könne,  welche  sich 
berühren.  Die  drei  in  jD,  E,  F  auf  die  Seiten  errichteten  Perpeo- 
dlkel  treffen  dann  ia  «iaam  Punkte  O  zusammen ,  der  dia  EigaB' 
aakaft  bat,  data  0A,  OB,  OC  die  Wiakal  des  Draiaeka  UOUkkl 
Uebrigens  berubren  sich  die  Kreiaa  A  aad  B  v«a  Arnum  ^  A  BBd 
Cf  so  wie  B  und  C  von  Innen. 

Auch  erbellet,  dass  stets  4  Kreise  existiren,  welche  drei  sich 
ickBaideBda  gemda  Uafett  kerikreB. 

Dass  die  drei  voa  den  Spitzen  eines  Triangels  nach  daB  Mit* 
itkfuwkttm  4»  GagcaiaeiteB  gezogeaaa  teadaa  aick  im  Biaap  Pnakta 
lekwaidw,  kia»  «nf  dia  aiAaMa  4it     arwiaiw  «mdm» 


uiLjui^Lü  Ly  Google 


123 

in  Taf.  II.  Piff.  4.  seien  D,  E  Mittelpunkte  von  jiB  «nd 
ßC^  nod  C/^,  AjE  schneiden  sich  in  so  kann  zunächst  behaup- 
tet  werden,  diiM  CO  doppelt  so  groea  nla  /fO,  und  doppelt 

M  ^a     ^J?  iir.  * 

Denn  zieht  man  Zl/T  parallel  JE,  am  in  i/  italbirt, 

oder  EH  ist  die  Hälfte  von  ECy  also  niuss  auch  DO  die  Hälfte 
Ton  OC  sein.  Auf  ftkalicbe  Art  wirf!  geneigt,  dnaa  OE  die  Hälfte 
von  OA  ist. 

Dft  aicli  nlio  je  swei  TniiMverralon  m  ndmito,  4aM  tfor  nneh 

der  Winkelspitte  gertchiete  Abschnitt  doppelt  so  g^ota  als  dei*  an- 
dere ist,  so  nuss  die  Transfersale  von  a  nach  der  Mitte  von  ji€f 
darcb  O  geben;  denn  wenn  sie  CD  ifk  O'  schnitte,  so  müaatn  CO^ 
=%i^€^  wAm^  wel^M  Mgerai«!  Un  .  , 

Diesen  DarebMhMltip«Bkt  MBt  «u  Aiua  8eliw«rf  «nkt  4m 
Truuigclf. 

2«. 

Lebrsatn.  Der  Schwerpunkt  eines  Triangeln,  4«v 
Dnrchschnittspunkt  der  3  Höhen,  und  der  Mittelpunkt 
des  um  den  Triangel  beschriebenen  Kreises  liegen  stets 
in  gerirder  Linie,  lo  dsss  aieh  der  8e1iwerpaakt  swi* 
sehen  den  beiden  ändern 'befindet  und  vom  Höhendnrek« 
sch  D  itt  doppelt  so  weit  entfernt  ist,  als  vom  Mittelpuakt« 
des  um  das  Dreieck  beschriebenea  Kreises. 

Beweis.  ABC  iy^t  II.  Fig.  5.)  sei  der  Triangel,  CD  und 
jiE  senkieebt  •mfAB  und  BC,  ibr  Dorebscbnitt  £r,  CF  aeeb  der 
Mitte  von  AB  gerichtet,  und  CiS  doppelt  so  gross  als  SF,  so  dMt 
S  der  Schwerpunkt  (25.),  und  endlich  JH  der  Mittelpunkt  des  nm* 
scbriebenen  Kreises,  so  dass  MF  senkrecht  auf  AB  ist.  Man  siehe 
ßj^y  SlUy  SO  soll  BHB9i  eine  gerade  Unie  vad  HS  doppelt  so  gross 
•b  SM  sein. 

Da  jeder  der  Winkel  ABE,  CHE  =  —  BCD ,  so  ist 
hABEr^  l^CHE,  und  folglich  CH .  A/i  =  CE:  AE.  Da  ferner 
LfMB=LACß,  so  ist  ^FMßr^^ACE,  und  folglich  FM-.FB 
=  CEtAB,  also  Dueb  ddii  Obigen  CH\ABzssFM\FB.  Ifua 
ist  fäutt  AB  doppelt  so  gross  als  FB ^  also  muss  C£f  doppelt  so 
gross  als  FM  sein;  und  da  SC=2SF,  und  endlich  LmCS=z 
LSFM,  so  sind  die  CBS,  SFM  ähnlich,  mithin  L  CS/I  =s 
L  F8M,  folglich  MSM  eine  gerade  Linie,  uad  SH^  'ISM, 


III.  Heber  AebolicbkeitapsalLte  and  AebalicbkeitaazeD. 

tl. 

Lehrsatz.  Zieht  man  zwei  parallele  Kadien  zweier 
Kreisliaien,  und  verbindet  die  l^)ndpunkte  derselben 
durch  eiaeGerade,  ae  gebt  diese  für  alle  Paare  auf  der» 
selben  oder  auf  verscbiedenen  Seiten  der  Ceslrtile  be* 
findlieber  R«dieB  inaer  d^reb  deaaelbea  FoBk't  der€ea- 
trale. 

Beweil.  Der  Kreislinien  Mittelpunkte  seien  C,  C  und  r,  r' 
die  Radien,  dia  wir  aaglaieb  aetsoa,  weaa  di«  Badien  aaf  daraelbea 
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S«ile  der  Centrale  lie^^eo.  Findet  nuo  das  Letztere  statt,  so  sei 
A  der  DarchechoitUpuakt  der  Centrale  mit  der  die  Endpuokte 
4»r  Miralbiw  JUili«»  veeUadeN«*  Gm§Anm\  4am  wifi  Utäm 
OäiC'Assrxt',  folglieh  C^t  Ctf  («dtr  ^^)ar-r-#^ 

(oder  r%  folglidi  CJtts^-^^y  ^-^^^r^»  wodd  «  dioCoatral« 

bedeotef.  Dennach  Mik  CA  oder  CA  «inen  HttTOtänderliclM« 
Werth,  w^m,b,w* 

Liegen  nun  ferner  die  narallelen  Radien  auf  verschiedenen  Sei- 
ten  der  Centrale,  so  sei  M  der  DurcliScbDitt8(>uiikt  der  die  Kod- 
punkte  der  Radien  verbindenden  Geraden  mit  der  Centrale,  uod 

man  findet  CI-=.  C'/=j7^j^,  so  dasa  /  ein  UDveräoder- 

lieber  PmIU  iü. 

28. 

<  • 

Die  Pnnkto  J,  welche  wir  tu  cbeo  lüetraditet  haben,  werden 
resp.  der  äussere  (directe)  und  innere  (intene)  Aohaliek* 
keitipttokt  der  gegebenen  Kreialioien  genaont. 


Zttsitse.  1)  Zweier  aieh  tob  Aoimo  tangireoder  KreisUolMi 
inveraer  AehoUchlieilifuokt  iet  derto  geaeiiMoaer  Berihrvago- 

punkt. 

2)  Berübreo  aicb  zwei  Kreislinien  von  Innen,  lo  ist  ibr  directer 
Aehiiliehkeitaputtkt  ihr  geseinmMer  Berfibrangspankt 

3^  Uegt  eine  Kreislinie  innerhalb  der  andern,  so  bedodet  sieh 
der  directe  Aeholichkeitspuukt  beider  innerhalb  der  kleinerB  KiBoio- 
linie,  in  allen  andern  Fällen  aber  ausserhalb  derselben. 

4)  Liegt  eine  Kreislinie  ganz  ausserhalb  der  andern,  so  befin. 
dot  ateh  der  isverae  Aeholioikeilipuakt  beider  oimerhani  heider 
PeripherieB»  In  eliea  endera  Falles  iat  er  ienerlwlh'der -hleiaera 
Peripherie. 

.  M  Zieht  man  vou  einem  der  Aebnlicbkeltspunkte  an  die  eiee 
Kreifllinie  die  Tangenten,  so  werden  diese  auch  Tangenten  der 
andern  Kreislinie  seia,  so  dass  man  an  zwei  Kreislinien  die  4  ge- 
meinschaftlichen TaDc^cnteo  sehr  leieht  mit  Hilfe  der  AehBÜchkeila- 
pnakte  construireo  kann. 

M. 

Beschreibt  man  mit  zwei  gegebenen  Kreisen  zwei 
neue  Kreise  concentriscii ,  deren  Halbmesser  dasselbe 
Verbäitoiss  zu  einander  babeo,  als  die  Halbmesser  der 
urapraagliehea  Kroiee,  io  kosat  doa  aa«  haeehriaha» 

Den  Kreiseo  derselbe  diraela  aad  iavaraa  Aalialiok* 

keitspunkt  zu  nis  den  gegebenen. 

Denn  sind  r,  r'  die  ursprünglichen,  ^,  ^'  die  neuen  Halbmesser, 
iO  dass  r:r'  =  ^:^',  so  ist,  wenn     der  directe  Aehniichkeitspunkt 

der  gegeheneo  Kreislinien  ist,  AC  =s  =; — C^'^*)*    Weil  aber 
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«f*       r  —  r      ^  —  o'  ff— '9 
•Im  kt  aMek  ^  der  diieete  AcknlidikeitopBnkt  der  mit  ^,  9'  k«- 
■cfcfirteoen  KteiiliiiMn. 

AebolidMrwtiie  erkdlt  das  Thmnm  ilr  d«B  iaBvni  Aekilick- 
k«ilspmkt. 

n. 

Die  Aufgebe,  alle  Systenie  je  sweier  Bit  swei  gef^ebenen 
Kreiiliniee  conceotriieber  kreiae  sa  fiaden,  welche  mit  deu  erstem 
dieeelbeo  AebDlicbkeiUpuokte  babeo,  wird  aa  eiafacbstca  so  gelHat: 

Dai  die  Eotfefaaagaa  eines  Aeholicbkeita|niaktes  tob  daa  Hit* 
telpaakten  der  gegebeoen  Kreise  als  Diameter  beschreibe  nun  swei 
Kreise,  und  ziehe  durch  den  Aelinlicbkeitspuukt  eine  beliebige 
rede,  welche  die  aea  hescbriebeuen  Kreitiinieo  in  zwei  Paaktea 
aeknaidet»  lo  atSaaea  dia  gaaaehlaa  eaaeeatritekati  Kraiaa  ilvrck 
diaaa'  Paakle  geben ,  weil  die  gezogene'  Gaf«da  ioleka  Kroba  m 
das  gaUBBlaa  Puaktaa  «iglaick  taagirt; 

Canatrairt  man  also  für  drei  aus  C,  C\  C  aiU  den 
Halbaeasern  r,  r',  r^' beschriebene  KreislioieD  die  Ku  ssefB 
Aehnlicbkeitspunkte      A\  A*^  und  die  innereo/,  ■  o 

gieht  es  unendlich  viele  Sjsteme  je  «Ireier  mit  den  ga- 

Sakaaaa  eaaeaatriaehar  Kraialiaiaa,  walakaa  diaaalkao 
ehnlichkeitaioiakte  znkoaMao. 

Man  bestimme  nämlich  für  ein  willkUhrliches  ^  den  Radius  ^ 
ao,  dasfl  r:r'  =  ^:^',  so  werden  die  mit  ^ ,  beschriebenea  Kreis* 
lioiaa  ditaelbea  Aeholichkeitsnunkte  habea,  als  die  mit  r,  r' jeaea 
«•Baaatriack  kaackriakaaaa  (30).  Sodann  werde  q"  so  angeaamaea» 
dass  r:r^=  so  kommt  aucb  den  Kreislinien  ^,  q['  derselbe 

Aehnlicbkeitupunkt  zu  als  den  mit  ihnen  coacentriacbeii  r,  r".  Aus 


kciden  Prouortionen  fliesst  aber  die  dritte  r' ;  r'  ==  o  :  o'',  und  folg- 
lick  wifd  ma  gleickar  Zeit  dar  AakalickkaittMiiikt  der  KreiaKal^ 
f^,  f  aiit  des  der  Jeaea  caaeeatriackeB  KreialiaieB  r'y  ikereia* 

kämmen. 

Da  q  willknbriich  ist,  ao  geht  die  Zahl  der  Sjrateflie  ioa  CJa- 
•odlicbe. 


Lekraats.  Zieht  man  durch  dea  eiaea  Aeholiehkeits* 
jMiBkt  aweier  Kreisliaiea  Caad  C  %,  B.  A^%\%%  keliebige 
TraBaversalc,  und  bezeichnet  die  Durcbsekaittspunkte 
derselben  mit  den  Kreislinien  Cund  6^'resp.  mitvf/,  N\ 

A'j  so  daiB  M  und  M'  die  dem  Aebniicbkeitspunkt 
zunächst  liegenden  Punkte  sind,  so  sind  die  Rechtecke 

AMy^AM^  AÜ'KAM' 

atete  vieieh,  nnd  foa  BBTeräaderlieker CIrdaaa,  wie  1 
BBek.dia  TraBaveraale  siekaa  BBg. 
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BewAit.   WegtD  der  Psrallelität  der  iUdieo  CM.  CM'i  CN, 

^ANt  Aif\'9A»  4lm  B«diteek<  AM^AN*,  Ji^X^JT  ««d 

«isuMler  gleieb.  -Pm«r  i«t  ^xAßt.  Aß^sszAMxAJÜ^'ssp- 

XAM'XAA',  and  da  AM'xAA'  die  Potenz  des  Punktet  A  für 
die  Kreiilinie  C^,  »leo  ureriadeflieh  iit,  m  mom  auch  AUxAli*^ 
•der  ASxAM'  von  uoTerinderlicher  Greese  lein. 

Sind  /f'  die  Berührungspunkte  der  %'on  y#  aus  gezogenen 
gmieioecbaftiicheD  Tangente  ait  den  Kreisiiaien,  so  übersiebt  omb 
toidit,  dsH  4m  la  Ma*sitkeoda  eoutMl»  fttoMMk  4mm  IMiMk 

34 

Lehrsatz.  Werden  zwei  Rreislioien  von  einer  drit> 
ten  ffleichartiff  (d.  h.  zugleich  vouAussen,  oderzugleich 
rOB  iDnen)  bcrillirt,  ao  liegen  die  Berfiliriingspankte  mit 
dem  directen  Aehnlichkeits punkte  in  gerader  Linie.  Fin- 
det aber  u  n  p;^  I  eichartige  Berührung  statt,  so  liegt  der 
inverse  Aeb nlicbkeitspunkt  mit  den  Berührungspunk- 
ttD  {■  fc«r«4«r  Linie. 

Beweil.  Zuerst  beriihre  (Taf.  II.  Fig.  6.b.)  die  KreiiÜBie  O 
die  gegebenen  C  und  C  in  den  Punkten  iff,  A'  von  Aussen,  so 
dttss  Oy  M,  C\  0,  C  in  gerjider  Linie  liegen,  und  OM=.JOS' 
ist.  Zieht  man  diie  Gerade  mN\  weiche  die  Kreislinie  C  in  M' 
MiiMidet,  so  Ist  L  OHfü'Ts:  Oß/'Btzss  ON'M'^  aM'N',  IWgw 
lieh  CM'  mit  CM  parallel,  weshalb  MX'  durch  den  imnereB  Aeka- 
Hcbkeitspunkt  A  der  Kreislinien  C^  C  geht. 

Berührt  zweitens  die  Kreislinie  o  (Taf.  11.  Fig.  6.a.)  'die  gegeba* 
ncB  Ib  m  und  n*  von  Innen,  so  dasa  «ms,  oc'd  gerade  Linien  siB4, 
UBd  om-=z9m*  ist,  so  ist,  wenn  die  Gerade  mu'  die  Kreislinie  C  \n 
m'  schneidet,  l_omm  ■=.  on'm'=:^  Cm  t{ also  Cni  mit  Cm  paril* 
lel,  weshalb  mn'  durch  den  directen  Aelinlichkeitspunkt  geht. 

•  Wenn  endlich  drittens  (Taf.  U.  Fig.  ().b.)  die  Kreislinie  O  di« 
Kreftlinie  ClnJU  vob  Ansäen,  die  Kreislinie  CT  nlier  in  ßf'  voa 
Innen  lierfihrt,  so  dasa  OMC,  ON'C  gerade,  Linien  sind,  und 
OM^  ON'  ist,  so  ist,  wenn  MA'  den  Kreis  C  in  M'  srlmcidet, 
L  OMM=z  OA'M'  =i  CM'A',  folglich  CM'  parallel  mit  CM^ 
weshalb,  da  die  Halbmesser  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale 
liegen,  die  Gerade  MN*  dorch  den  isBorB  AebBliebliettapBBlit  / 

35. 

Denkt  man  sich  in  Taf.  II.  Fig.  6.a.  von  A  die  gemeinschnftliclieB 
Snnera  Tangenten  gezogen»  weiche  die  Kreiilinie  C  in  i9,  4,  die 
BBdere  in  ir,  b'  bwöhren,  so  erhellt,  dass  die  Berührungspunkte 

i'eder  beide  Kreislinien  von  Aussen  tangirenden  Kreislinie  auf  den 
logen  BMb^  B'Mi/  liegen  werden,  uod  auf  den  andern  Bogen 
die  Beriibmngspnnlili  aller  beide  tob  Ibbbb  taMireBdea  Kreim. 

Das  UmgekehffCa  fiadel  itett,  wei|a  die  Kreteliaica  angkkhnr* 
tiff  berfihrt  werden. 


üigiii^ca  by  Google 


137 


Auch  erhellt,  dast  keine  KreisÜDie  die  gegebenen  im  «Uli  Be- 
ribraogapuakteD  der  Taogeoteo  BVgleick  beriihrea.  kasD. 

36. 

Ea  aeien  dud  di«  KreialiaieD  C,  C*  ao  beacbaffen,  daaa  aicb 
sw«i  Baue  C,  beacbreiben  lasaen,  von  denen  die  «mte  die  drei 
geffebeMB  vtfn  Anaien  in  den  Pnnkten  JH,  M'y  BT^  die  eedere  die- 

■elben  von  looen  in  den  Punkten  A^,  A  ',  A"  berührt.  Der  äussere 
AeholichkeitspuDkt  der  Kreislinien  C*,  C  liegt  dann  (34.)  sowohl 
auf  der  Geraaeu  ala  auf  A  A",  der  äusaere  Aebolicbkeitapunkt 

voa  C;  C  eowobl  aaf  Mit;  eis  eef  A^iV",  der  innere  Aebnlieb- 
keitipankt  von  C\  C  aowobl  auf  M'M",  als  auf  A'A''.  Da  n», 
wenn  A\  A"  die  direeten  Aehnlicbkeitspunkte  der  Systeme 
C,  C"x  C,  C\  die  Geraden  AMM\  ANA'-,  A'MIU\ 

A'SiX^s  A"M'M\  -^'A'A'"  Tranaveraalen  der  Syateaie  C,  C; 
C;  Ci      er  aiad,  ae  fiadea  (».)  die  Reletieoe«  aUtt: 

.AM'  ^AN  ,AA'  I 
A'M  .AM"  :=iAN  .A'A"  |, 
A'M.  ATM"  SS  A  H  •  ^'iV*  1 

Uni  die  PaalKte  Ay  A\  AT  bieten  aoaiit  gleiche  and  gleiebarllga 
iPatenxen  für  die  Kreislinien  C',  0y  dar.  oder  AA'A'  ist  ciae 
gerade  l^inie,  nämlicli  die  Potenslinie  der  Kreise  C'^  Cl^\ 

Sind  die  Kreise  C,  C  ferner  so  beschati'eo,  dnss  sieb  zwei 
neue  C",  C^^  beacbreiben  lassen,  deren  erster  die  Kreise  C,  C 
iroa  Aneaea,  CT  vea  laaea,  der  aodere  C,  €T  tod  laaea,  tT  aber 
yon  Anssen  berührt,  so  erkellet  ganz  wie  vorher,  dass  die  Aeba* 
liehkeitspnnkte  A,  J\  J"  in  gerader  Liaie^  aiUaUcb  ia  der  Peleaa*' 
Haie  der  Kreise  C^,  C^*^  liegen. 

Wir  kaben  daher  folgendea 

Tbeore«.  Weaa  drei  Ereiae  C,  IT  aa  beaeheffea 
sind,  daas  aich  aWei  neue  C''\  C'^  beaebreibea  taaaen,  tob 

welchen  der  erste  alle  drei  von  Aussen,  der  nndere  alle 
drei  von  Innen  berührt,  so  liegen  die  drei  direeten  Aebn> 
licbkeitapunkte  der  gegebenen  Kreise  in  der  Potenzli- 
Bie  der  aea  beaebriebeaea. 

Kann  man  xweitena  xwei  Kreiae  beachreibeB,  roa 
welchen  der  eine  C,  C  von  Aussen,  C  von  Innen,  der 
andere  C,  C  von  Innen,  C"  von  Aussen  berührt,  so  lie- 
^ea  det  'dlreete  Aehalielilceitspaakfi  vea  €7,  bb4  4ie 
inveraen  Aebnlichkeitapunktc  voa  Cy  C"\  C*^  O*  ia.  der 
PateBaÜBie  der  aes  beacbriabeaeB  Kreiae. 

38. 

Die  so  eben  charakterisirten  Aehnlicbkeitspunkte  liegen  stets 
in  gerader  Linie,  ohne  dass  die  Kreislinien  von  der  in  37.  ange* 
^e|febenaB  BeicbaileBbeit  liad^  aar  Iumib  daan  raa  eiaer  Palaaa- 
IMM  aScbt  die  Eede  aeia. 
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DenB  nach  32.  kann  naa  die  Halbmesser  der  3  Krewe  ao  teof^ 
«bnebflieD  laaseo,  dasi  die  Kreise  gaoa  ansaerhalb  ei  B—dar  lieg<OTi« 
mi4  doeh  dieselben  Aeholicbiceitspunkte  beben,  und  f3r  3  g^aos 
ausserhalb  eiDaoder  liegende  Kreise  a'ind  die  BedilgnigW  im  37. 
•rfUIU.    Wir  haben  uUo  folgendes  Tbeorem: 

Bexeicbnet  man  die  irussern  Aebniiebkeitapuok te 
'dreier  Kreitliiilao  dareli  die  i«B«ra'4«vc4  £i 

f,  /**,  •<!  litgeo  iU  TeraSe^eo 

A    ^'y  A" 

A  r 

st«ls  in  gerader  Lioie,  and  dieae  Tier  GeradeB  kellte« 
AebDlicKkeUtezeB,  AAAT  direete,  die  ebrigen  ia- 
Terse.*) 

Ist  es  möglich«  an  die  drei  Kreislinien  die  6  äussern  gemein- 
achafilicben  Tangenten  ku  sieben,  so  ergiebt  sieb  aua  dem  Obigeo 
der       II  o  n  g  e  gefeodene  Sets; 

Dass  die  dreiPnnkte,  in  denen  je  swel  saiemeieBgit* 
körende  der  sechs  an  drei  Kreise  gezogenen  äussern 
Tangenten  sich  acbneid^n,  ateta  in  ein^r  geraden  Linie 
liegen.       .      ,  , 

IV*    Die  hauptsächlichsten  Folgerungen  tfef 
Aebnlic|tkeitstbcorie  bei  Kre^iaen. 

•••».■ 

Zuerst  denken  wir  ans  in  und  um  einen  Kreis  einen  Triangel 
beackriekes,  ABC,  KLM  {^mt  II.  PPg.  T),  ao  daai  die  Seite« 
des  letztem  durch  die  Wiukelspitzen  d*  s  erstem  gehen,  und  ferner 
denkeu  wir  uns  die  Seiten  des  ^ABC  verlängert,  bis  sie  den 
Tungcnten  in  den  Cegcnecken  in  X^,  wF, begegnen.  Dann  tre« 
ten  fiilgende  Umstände  ein: 

Die  aus  K  wMKA^KB  beaebriebeee  Kreialinie  wellen«  wir 
der  l^ilrte  halber  bloss  die  Kreislinie  K  nennen,  und  eine  nlinliche 
llenennung  für  die  aus  L  mit  LB=LC^  nnd  omM  wniMA:=s.MC 
beschriebenen  Kreislinien  anwenden. 

Dies  vorausgesettt  werden  die  Kreislinien  K  und  M  von  der 
Kreialinie  JU  \na  und  C  von  Aussen  (d.  b.  gleichartig)  berührt» 
weihelb  ikr  direeter  Aekelickkeitapeola  aaf  der  Geraden  B€  liegt 


•)  M.  Tgl.  den  analytischen  Beweis  Ton  Grunert  in  d.  Analyt.  Geome- 

trie.  Theil  I.  S.  III  if.  Der  Reweis  in  demselben  Werke  Tbeil  IL 
.   S.  267  ff.  gründet  sieb  auf  die  Tbforie  der  Transversalen.  Einen  ape* 

ciellen  Fall  des  Tliporruis  beweist  Meier  Hirsch  (Sammlung  geome- 
*    irischer  Aufgaben  Theil  11.  S.  3C8  —  70)  durch  Rechnung.  Maanua 

Sammlung  von  Aufgi  «nd  Lahnicsaa  aua'  dar  anaht»  Caettetria,  Erate 

Abtbailnag  &  Kk 
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(34.),  und  da  derselbe  sich  auch  auf  der  Centrale  KM  beßudet,  ko 
ist  der  Durchschnitt  von  ßC  und  ^tK^  namlicb  J}»  der  directe 
AebDiichkeits()UQkt  der  Kreislinien  K  und  iV. 

Gftin  ebenso  erhellt,  dass  E  der  directe  AeboUebkeitspunkt 
der  Kreislinien  K  und  F  der  directe  AebBlicfakeitspankt  der 
Kreislinien  />  und  /F/  Ut. 

Daher  (38.)  liegen  die  Punkte  E^^  JT  \a  eioer  geraden  Li. 
■ic,  DämlicL  io  der  äussern  Aehnlicbk'eitsase  der  Kreislinien 
£f  jt^f 

Ferner  werden  die  Krrisllnien  D  und  E  (  d.  h.  die  aus  I),  E 
mit  DA,  EB  heschrit'lteui'n  Kreislioieu )  vou  der  Kreislinie  K  in 
A  und  ü  UDglejchurtifi^  berührt,  weshalb  ihr  iuverser  Achniichkeits- 
|iaiikf  evf  AB  nod  DB  zu  gleicber        liegt,  also  jp-ist. 

Eben  so  wird  eingesehen,  dass  der  directe  Aelinlichkeiispunkt 
voB  den  Kreislinien  D  und  F y  D  der  directe  Aeluilichkeitapiiiikt 
Ton  den  Kreislinien  E  und  F  ist. 

Demnach  haben  wir  folgendes  Theoreni:  ^ 
'Bei  jedem  einem  Kreise  eingeschriebenen  Dreieck 
liegen  die  Durchschnitts  punkte  der  Seiten  mit  den  Tan* 
genten  in  den  Gegenecken  stets  in  gerader  Linie.*). 

40. 

Dass  dieser  Satz  für  alle  Kegelscbailte  gilt,  wird  so  erwiesen. 

'Die  Spitze  des  Kemels,  uns  wclcbom  der  Kegelschnitt  geschnit- 
,  ten  iüt,  heissc  S  und  Aß  C  sei  ein  in  den  Kegelschnitt  beschriebenes 
.Dreieck;  leet  man  durch  JSA  eine  Berührnngsebene  des  KegeU, 
trelcbe  die  Ebene  SBC  in  der  Geraden  SD  scbaeidet,  so  dass  D 
der  Durcbscbnittspuukt  von  BC  mit  der  Durchschnittslinic  der 
Derülirungseheno  und  der  Ebene  des  Kegelschnitts  ist,  so  wird  IJ.l 
eine  Taugeulc  des  Kegelschnitts  in  A  sein.  Auf  dieselbe  Art  cun- 
struire  man  die  übrigen  Tangenten,  und  deren  Durchscbuittspuukte 
mit  den  fibrigen  Seiten  des  Triangels. 

^  Man  schneide  nun  den  Kegel  durch  oino  Rbenc  so,  dass  der 
Schnitt  ein  Kreis  und  von  den  Kanten  SA,  SC  resp.  in  A\ 

B*t  C  getruileu  wird.  Sodann  sei  A D  die  Durchschnittslinie  der 
Bernbrangsebene  dnreb  SA  mit  der  Kreisebene,  dass  also  Ai¥ 
eine  Tangente  des  Kreisrs  ist^  welcbe<die  Verlängerung  \on  /7'C 
in       scliiieidct,  und  ebenso  bestimme  man  die  Punkte  E\  F' . 

Nach  39.  liegen  nun  die  Punkte  D\  E\  F'  in  gerader  Linie, 
und  da  Ey  F  auf  den  Geraden  SD\  SE\  SF  lieaen,  so  wer* 
4eii  die  Ittttem  Punkte  in,  einer  Ebene,  nnd  xngleieb  In  der  Ebene 
des  Kegelschnitts  liegen,  nnd  müssen  sieb  also  in  der  Dilriliscbnitts- 
linie  beider  £benen,  oder  in  gerader  Lidie  befinden.  • 

41. 

Betracbten  wir  jetzt  zwei  Vierecke  ABCD^  KLMH^  von  de- 
nen  das  erste  in  einen  Kreis,  das  andere  um  denselbeo  so  beschrie- 
hen ist,  dass  seine  Seiten  durch  die  FIcken  des  erstem  gehen;  sei 
der  Durchschnitt  der  Seiten  AB  und  Cl}^  F  der  Durchschnitt  der 
Gegenselten  ABl  nnd  BC^  O  der  Dnrcbscbnttt  der  Taugenten  in 

•)  Steiner,  Systematische  Entwickelung  der  ALhängigkpit  der  geometr. 
Gestalten  tou  einander  etc.  S.  IM.  —  Grunert  Analyt.  Geometr* 
Tbeil  JL-  8.  26«.  (Theorie  der  TiransvenalenX 

MTV.  9 
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*  • 
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deo  Cpeffenccken  JCiC  uqil  A/JV,  «ndlicli  Ü  der  Dnrcliiclittitt  der 
Tooreotea  KiV  und  LJ^  (Taf.  II.  Fig.  8.). 

Da  nun  die  Krcislinieti  .V  und  JL  sowohl  von  der  Kreislinie  A' 
als  von  der  ürcislinie  ßl  resj».  to       B-,        6^  glcicliarli^  berührt 
werdeo,  so  liou;t  ihr  direeter'Aebolii^k^itopuiikt  auf  «Jen  drei  Ge- 
raden ylB,  C/J,  AX,  so  dass  also  die  letstere  io  einem  i^nd  dei^' 
selben  l*uui<(c  E  /.usummentretreo. 

(•anz  obonso  uird  erwiesen,  dass  die  drei  Geraden  J^Cf  AO^ 
JUK  iu  demselben  Puuiite  F  zusumineDStosseD. 

Ferner  werdep  die  Kreialioicn  ßH  ood      von  der  Kreislinie  G 
in  D  und  0^  ton  der. Kreislinie  //  in  A  und  ^  ungleichartig  be- . 
nilirt.  weswe^yen  ihr  inverser  Achnlichkeitspiinkt  ant  tlen  (ler.iden 
ÜDy  ylC\  AL>  zugleich  liegt,  uud  die  letztern  ul^u  iu  einem  und 
demselben  Punkt  0's\ch  schneiden  mSssen. 

Ganz  ebenso  wird  ertviesen,  dass  ßD^  uiC^  KM  sieb  in  einem 
Punkte  McIiDcidcu,  und  folu^lich  trefl'cn  di<;  vier  Geraden  AC^  BD^ 
HJU,  J^S  iu  dcmseihcu  i*uükte  0  zu.siimtncn. 

Muu  wcrdeu  auch  die  Krieislinien  G  uud  Ii  von  den  Krciüliuien 
K  ooi)  M  resp.  in  A^  ß\  ü,  C  ungleicharHjr  bei'übrt,  daher  ihr. 
'innerer  Aebniichkeitspunkt  E  ist,  und  somit  //,  €r,  E  in  gerader 
Linie  Iie<i;cn.  S<id?inn  werden  die  Kreislinien  C  wnA  ff  von  den 
Kreislinien  uud  A  resii.  iu  Ji,  C;  D  gleicbarti<j^  bcrijbrt,  su 
dnss  ihr  direcier  AeUnliclikeitspunkt  F  ist,  und  «oniit  auch  mit 

//  in  gf^radjßr  Linie  liegf.   Also  befinden  sich  die  vier  Punl^te 
iE?,  /*,  €r,  //in  einer  geraden  Linie. 

Diese  Resultate  fiudon  ftir  alle  Kegelschnitte  statt. 

Denn  es  sei  wieilcr  S  des  Kegels  Spitze,  zu  welchem  der  Schnitt 
ffebört,  AÜCD^  lil^MM  ein  in  und  um  den  Ke{?elschnitt  beschrie« 
benes  Viereck ,  dnss  die  Seitcu  des  letztern  durch  die  Snitzen  des 
erstem  gehen ,  E^  die  Onrcbsehnitte  der  Gegenseiten  des  eioge- 
sebriebeuen,  Gy  //  die  Durchschnitte  der  Gepfensciien  des  umschrie- 
henen  Vierecks,  so  dass  also  fsE  der  Dnrchschnitt  der  Ebenen  S.iB^ 
Sl}C^  E  der  Durchscbniitspunkt  der  tleradcn  SE  mit  dem  Keg^el- 
schnitt  etc.,  SO  der  DnrchsciiniU  der  durch  SB^  SD  f^clesteu  Be- 
rülirungscbenc  des  Kegels,  O  der  Durcbsebnilt  der  Ceradeu  SO 
"mit  «leiii  Ko<;clschui(t  ist  etc. 

.^lan  schneide  die  Ke^clflüche  durch  eine  Ebene^;  dass  der  Schnitt 
ein  Kreis  wird,  bezeichne  durch  A^  ß' ^  C,  jC;  Ä',  E\  M\  A'; 

/P  die  Durchsehnittspnnkte  der  Geraden  iS^.  i9iP,  iffC; 
8D\  SK.  SL,  AM/,  ÄA';  SE,  SF.  SG,  SH  mit  der  Krcisehene,  so 
wird  erliellen,  A' W C /}' ,  K'IJ!^I'\'  ein  in  und  um  den  Kreis 

beschriebenes  Viereck  ist,  desseu  Seiten  und  Spitzeu  liich  berühren, 
und  j^,  F*  die  Durchschniite  der  Gegenseiten  des  in  den  Kreis, 
und  G\  H'  die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  um  den  Kreis 
beschriohenen  \icrecks  sind. 

Nach  il.  liefen  die  Punkte  /v" ,  E\  S'  in  jrernder  Linie,  so 
dass  Ä'Ai',  SL y  SA'  eiue  Ebene  bildeu,  in  weiclier  auch  die  Punkte 
LyJV  lieiren,  und  da  die  letztern  in  der  Ebene  dee  Kegelschnitts 
sind,  so  befinden  sie  sich  im^Durebscluiitt  beider  Ebenen  oder  iu 

gerader  Linie. 

Feruec  schneiden  sich  oacb  4L  die  vier  Geraden  AC,  B'D't 
♦ 


i^iy iu^uLj  Ly  LtOÖQle 


K'M'  „  US'  in  dcmselbeD  Punkte  ^  weswepren  die  vier  Ebenen 
SAC,  Sinr,  SA'ß/',  SL  A'  sich  in  der  Gera<!cn  Sf/  trcfiVu, 
und  mitliin  der  l*unkt  0^  als  auf  Sf/  liegend,  allen  vier  Elicrien , 
gemeinsam  ist.  Nun  liegt  aber  O  im  Kegelschnitt,  also  auf  d^n 
▼ier  Geraden  jiC^  BD,  JiCSi,  in  welehen  jene  Bbcnen  den 
Kegelschnitt  treffen. 

Kndlicb  beliüdcn  sieb  (41.)  die  vier  Punkfc  E\  F*,  G\  II'  in 
gerader  Linie,  weshalb  SE\  SF',  SG\  ÜU'  eine  Ebene  bilden)  in 
.  welcher  andi      F,  6\  M  liegen ,  und  da  die  letstern  auch  im  Ke- 
l^achnitt  ßind,  ao  li«g«ft      in  iieider  Bbenen  Dorcbaehnitt  oder 

III  gerader  Linie. 

Demnach  entspringen  folgende  Theoreme: 

1)  Sind  in  und  um  einen  Kegelschnitt  zwei  Vierecke 
ao  heaebriaban,  dnaa  dia  Saiten  d«a  latstarn  durch  die 
Eclcen  des  erstem  gababi  ao  liegt  der  Darcbschnitt 

der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Vierecks  mit  ei- 
nem 1' aar  d er  Uegeueckeo  des  umschriebenen  in  gerader 
Linie. 

2)  Die  vier  Di'agottalan  bai>lar  Viaracka  treffen  in 

demselben  Funkt  zusammen,  so  dass  älso  auch  der 
Durchschnitt  der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  mit  einem  l'aar  Gegeuecken  des  umschriebe- 
Ben,  und  dam  Dnircbaebnitt  der  vier  Diagonalen  iii.go«> 
rader  Li  nie  liegt. 

3)  Die  vier  Durch schnittspunktc  der  Gegenseiten 
beider  \  ierecke  befinden  sieb  lo  einer  geraden  Linie"). 

» 

43.  • 

Betrnchten  wir  nun  das  in  einen  Kreis  beschriebene  Sechseck 

jd^A^  -i,  (Tat.  III.  Fig.  9.),  und  verlangern  je  zwei 

ficitan,  smsehen  denen  swei  andere  liegen,  bis  sie  sieb  in  v,, 

schneiden,  so  treten  folgende  Umstände  ein. 

Zieht  man  in  A^  ,  A ^ ;  ferner  in  A ^ ,  A^ ;  endlich  in  A^ ,  A ^ 
Tangenten,  bis  sie  sich  iu  K^^  K^^  schneiden,  so  ist  (42.) 
der  äussere  Aebnlickkeitspunkt  der  Kreislinien  iT,,  A',,  ferner 
der  inverse  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreislinien  A\,A\  ;  eudlich  G^ 
der  inverse  Aehniichkeitspunkt  der  Kreislinien  /i ,  ,  A', ;  folglich 
müssen  (-iS.)  die  Funkte  Gj,  6%,  G,  in  gerader  Linie  lieg»'n,  und 
sugieicb  werden  die  0  Punkte  G^f  (r,,  G^^  K^,  in  einer 
geraden  fjinie  sein. 

Da  sieb  nno  gam  wie  4L  und  42.  diese  Sätxe'filr  alle  Kegel- 
■cbnitte  beweisen  lassen,  sn  entspringen  die  Theoreme: 

1 )  l^e i  jedem  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenen  ' 
Sechseck  liegen  .die  Durchscbnittspunkte  der  drei  Sei- 
tenpaare, swiseben  denen  zwei  andere  Seiten  liegen, 

•atets'in  einer  geraden  i^inie  und 

2)  auch  die  Durchschnitte  der  Tangenten  paare  in 
den  Ecken,  zwischen  denen  zwei  audere  liegen^  befin- 


•)  Grnnert  Analyt.  Geomet.  Theil  I.  S.  IM— 15.  (Speciell.  Fall  für  den 
Kreis).  —  J.  Steiner  Geonietr.  Gestalten.  S.1M..—  Magnus  Samm- 
lung aualyu  Aufgaben.  S.  19J.  ' 

9« 
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V 

den  sich  in  einer  rn<l*;n  I^inie,  welche  mit  der  io  l}ge- 
uuuutcu  Geraden  zuituutiueu fällt*). 


44. 

Aus  dem  ersten  Theorem  lässt  sich  ein  anderes  ahlcilen,  we|. 
clips  sich  auf  ein  iu  eioeii  Kci^clscltoitt  heschriehcnes  Fünfeck 
bezieht,  uud  als  eio  Grenzfall  jenes  betrachtet  werden  kann,  wenn 
man  sich  vorstellt^  duss  eine  Seite  des  iu  einen  kegeUcbnitt  be- 
Bcbriebeoeii  ISechsecki  «lIuMhlig  veraehwiDde.  '  Der  Htz  Ut  fol- 
gender: 

Itei  jedem  einem  Kegelschnitt  einfjfescbriebenen 
Fünfeck  liegen  die  Durchscbnittspunkte  irgend  zweier 
Seiienpanre,  olid  der  Dnrcbscbnittspunkt,  welchen  die 
jedesmalige  fünfte  Seite  mit  der  Tangente  In  der  ge- 
genüberstehenden liicke  bildet,  allemnt  in  einer  gemaoa 
i«inip  (Stciiur  (■com.  Gestalt.  S.  153.) 

licwcis.  lu  Tttf.  III.  Fig.  10.  sei  -df|  ji ^  ^4 ^  das  in 
•den  KegeUchnitt  beschriebene  Ffinfeck,  die  Seiten  A,A^,  A^A^ 
bchueiden  sich  in  0\  ,  die  Seiten  A^A^,  A^A^  «ehneiden  sieb 
\\\  ,  und  die  Seile  A^A^  begegne  der  iu  A,  gezogenen  Tan- 
gente in  6',,  fiu  soll  erwiesen  werden,  dass  (ji^G^G^  eine  gerade 
Liuic  ist. 

Man  nehme  zwischen  A^  und  A^  noch  einen  sechsten  Punkt 

A^  an,  verbinde  ihn  m\i  A,  und       ,  so  dass  A ^A^A^A^A^A^ 
■  ein  in  dm  Kt'u:clächiiitt  lK'scliri<  h«'iJo.s  Sechseck  ist,  und  rerlansrere 
A^A^  bis  CS  --/4-/J  in  / ., ,  A^A,  bis  es  A^A^  in  /"*,  begegnet, 
so  muss  (43.)  G^F^F^  eiue  gerade  Linie  sein. 

Gesetzt  nun  G^^  G^  lägen  nicht  in  gerader  IJnie,  son- 
dern die  Gerade  G^G^  begegnete  der  Geraden  A^A^  in  ^>j,  so 
lasse  niuu  sich  nun  den  Punkt  A^  dem  Punkte  A^  immer  nä* 
her  und  näher  bewegen,  ohne  dass  er  mit  ihm  zusammeniäUi;  un- 
ter diesen  Umständen  wird  die  Gerade  A^A^  der  Geraden  A^A^ 
immer  näher  kommen,  und  der  Funkt  T,  sumit  dem  funkte 
sich  naher  bringen  lassen,  als  jede  vorgegebene  Distanz  heträgi. 
Ebenso  wird  der  Punkt       dem  Punkte  6',  beliebig  nahe  kommen. 

Wenn  nun  der  Punkt  ^,  nicht  mit  €7,  xnsamraetirällt,  so  wird, 
während  T,'  sieb  n^cb  bewegt,  die  Gerade  GS,  zwar  hdie. 
big  klein  gemacht  werden  können,  aher  nicht  die  Gerade  F^G,^ 
da  hie  im  vorliegenden  Falle  stets  grösser  als  G ^f>\  ist.  und  da 
dies  gegen  dus  Obige«  so  muss  mit  6r,  zuhaoimenfallen ,  oder 
die  Panlcte       €7,,      aind  in  einer  Geraden,  w,%,6,w. 


• 

')  Don  Satz  1)  hat  Psseal  (csssi  sur  les  coniques  148  Note)  gefimden, 

und  in  einer  vorlorrn  gcpanpcni-r«  Ahliandliitifi  .voll  er  die  ganze  Theo- 
rie der  hLegelschnitte  auf  jenen  Satz  gegründet  haben.  —  Vgl.  Grü- 
nere Anal.  Geom.  Thell  II.  S. 370  ff.,  wo  der  Beweis  TonGergonno 
(Annalos  ile  IMitlieiii.  W'II.   p.  »''^pp'heilt   ist.  —  Poncelet 

Traite  des  {iropriutes  prnjrctives  des  tigures.  p.  81.  —  J.  Steiner 
Geom.  Gestalten  S.  IM.  und  Annales  de  Math.  VekXVlil.  -r-  Carnot 
Geometrie  de  |iosition*  VoLs.  U.  p.  21Sk  der  Ushersetittog* 
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45. 

Aus  den  vorbergeheodeD  Sälzeo  erhellt,  wi«  man  folgende  Auf- 
gaben bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  lösen  kann. 

1)  Wenn  irj^eB«!  dr«i  Paokte  eioei  K eff^lieliBUtt, 

und  die  Tun  c^ontoii  in  zweien  gegeben  tindt  die  Tan- 
gente im  dritten  Punkte  zu  finden  (39.). 

2)  Wenn  irgend  vier  Punkte  eines  Kegelschnitts, 
nad  di«  Taagente  ia  eiaein  deraalben  gegeben  iat«  die 
Tangenten  in  den  drei  übrigen  Pnnkten  an  finden  (42.) 

Denn  in  Taf.  II,  Fig.  S.  sei  die  Tangcote  in  ./  crc«:el»eu.  Man 
bestimme  die  Puukte  iS",  /\  O'^  ziehe  ICO  bis  sie  die  gegebene  Tan- 
'  gente  in  A  schneidet,  und  verbinde  A  mit  />,  so  hat  man  die  Tan- 
l^eate  in  ziehe  feraer  jFO  bia  «e  die  Tangentea  in  und  jt 
iB  M  und  IC  schneidet,  und  verbiada  M  mit  K  *it  la  hat 
aan  die  Tangeuten  in  II. 

3)  Wenn  irgend  vier  Tangenten  eines  Kegelschnitte 
aad  der  B.eröbrBngspuBkt  der  eiaen  gcjgeben  ai-nd,  die 
Berührungspunkte  der  drei  übrigen  zu  finden. 

h)  \'  o  n  einem  I*  u  n  k  t  e  ,  der  in»  Umfange  d  «•  s  K  e  i,^  e  1  - 
Schnitts  liegt,  an  denselben  eine  Tangelite  zu  sieben. 
(Taf.  III.  Fig.  10.) 

Man  nebaie  anaaer  dem  gegebene^  Paukte      nnek  Tier  aadere 
an  A A4,  A^.  so  dass  A^A^^  -^nA^  sich  in  G,«  ferner  A^A^^ 
A^A^  sich  in         schneiden,  ziehe  G^G^^  bis  sie  A^A^  iu  G, 
schneidet,  und  verbinde  0\  mitA^,  so  i8t^,&,  die  gesuchte  Tna* 
*  geute  dea  Kegelscbaitta.  •  ' 

46. 

Theorem.  Die  Potenzcentra  aller  Systeme  d^reier 
Kreise,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Halbmesser 
drei,er  gegebeaea  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittel- 
punkte zu  ändern,  um  gleiche  Grössen  zugl  eich  wach - 
8en,  oder  zugleich  abnehmen  iässt,  befinden  sich  stets 
in  gerader  l^inie,  welche  auf  der  äussern  Aehnlichkeits- 
nxe  der  gegebeaea  Kreiae  aeakrecht  ateht 

Zum  Beweise  dieaea  Tbeorema  aiad  fotgeade  VarbereitBagea* 
nölhig: 

1)  Im  l'uokte  S  (Taf.  III.  Fig.  11.)  IrcflVn  3  Gerade  zusammen, 
.  auf  deren  mittleren  die  Üerade  I^AI  seukrecbi  iht;  ferner  seien  von 

eiaen  beliebigen  Punkte  P  der  i|pfaden  SÄ  auf  i9Z  nad  SM  die 
Perpeodikd  PQ  ond  PJl  gefüllt,  lO  bebaute  ieb,  daaa  die  Propar- 
tien  atjitt  linde 

SQiSHssSMtSL, 

Denn  wegen  Aehnlichkeit  der  'V^^/*,  .VAX;  S/t/\  SKM 
ist  SQ.SK^SPxSL,  SR.  Sh  =  ^P:  SM,  also  SQ.SL^: 
SK,  SP,  SM .  SM=t  SIC.  SP,  daher  SQ .  S£,sss  SM .  Säi,  oder 

SQ:SR=:SM'.SL. 

2)  Umgekehrt  wenn  diese  Proportion  statt  findet,  und  PQ.  PR 
uu\  SL,,  A'if/  senkrecht  stehen,  s«  muss  L3i  auf  A'A  senkrecht 
sein.  Denn  wenn  dieses  nicht  wäre,  so  müsste  das  von  Z*  auf  SßC 
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Scfällte  Perpendikel  die  Gerade  SM  im  Funkte  M'  so  schneiden, 
assSQ:  Sit=sSJIf:  SL»  wäre,  und  dann  müsate  uUö  Sßf=  SJU' 
seio,  welches  dngereimt. 

3)  In  Taf.  Iii.  Fia:.  12.  sind  von  Ijeliebigf  vielen  Punkten  P,  P', 
P"  etc.  der  Geraden  PP'P'  auf  zwei  andere  Gerade  Ji/l'H\  fiHOT 
Perpendikel  /»ö,  PÄj  /^^  ,  P'H\  P" U,\  PH'  etc.  gefällt,  so 
bebaopte  ich,  dass  die  Oleiobheit  der  VerbUtoisM  statt  fiade 

DcDD  zieht  man  durch  mit  den  Geraden  QQQ\RH'R"  Pa- 
rallelen,  welche  die  Perpendikel  in  q"  etc.,  r',  r*  etc.  eehnei* 
den,  so  ist  Pf/  :  Pf/"  =  PP* :  PP\  Pr' Pr  '  =  PP' :  PP'.  also  auch 
/V:/V  =  /V':iy,  oder  P0':iV=/y  t/V',  i^Azw  Qili  %  RB! 

4)  Umgekehrt,  wenu  auf  den  Geraden  y  RR  die  Punkte 
Q,  Q'  etc.,  R,  R\  /T  etc.  lo  irewiblt  sind,  da>i  sich  verhalt 

^at:  QQ"=:  RR':  RRf' etc.,  so  müssen  die  Durchschnittspunkte 
der  in  diesen  Pooklea  erricbteiea  Perpendikel  sieb  in  gerader  l^i- 
nie  befinden.  i 

Den  schnitCe  die  Gerade  PJP'  das  Perpeadikel  ß^Of  alcht  ia 

ff  welchen  Punkt  das  letztere  mit  P"R"  gemein  hat,  so  rniisste 
das  vom  gedachten  Durchschnitt  auf  RH'  gefällte  Perpendikel  <lie 
letztere  Gerade  im  l'unktc  di"  so  treffen,  dassV^f/:  Qfi'^=/{U  :/{m" 
wäre,  und  dann  müsste  nach  der  Voraussetzung /t/t' = sein, 
welches  vogereimt  ist 

5)  Nun  seien  C,  C\  C  die  Mittelpunkte,  r.  r*,  r"  Hie  Halbmes- 
ser dreier  Kreislinien,  und  X  Dasjenige,  um  welches  alle  dr^i  Halb- 
messer .wachsen  oder  abnehmen;  feiner  seien  Qy  R  die  Durch- 
acbnitte  der  tob  Potenscentmai  P  aof  die  Centralen  CCy  CC  gefäll- 
ten Perpendikel  mit  diesen  Centralen,  P  das  Potenzcentram  der 
mit  den  Ualhmessern  r-\  1.  r'-f-A,  r"-\-X  beschriebenen  mit  den 
erstem  concentrisclien  Kreise,  um)  Q' ,  R  die  Durchschnitte  der 
von  eben  diesem  l*otcnzcentrum  auf  die  nämlichen  Centralen  wie 
▼orher  feftllten  Perpendikel  mit  dem  letstern,  so  ist  nach  dem 
Obigen 

.  ac<r — >    55?  ' 

also  dnreh  SvhtracHon  QC—  QCs=^'"^pK  oder  Ws=:^'''^\ 
6ans  ebenso  wird  sein  RR'  =  ,  also  ist 

 r-r  CC 

Hiernach  ist  das  Verhältniss  Qf^ :  RR'  constant,  weehalb.(4) 
die  Potenzcentra  sämmtlich  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

Die  Richtung  dieser  Geraden  zu  bestimmen.,  beseiebnea  wir 
dnreh  L  nnd  Jr  die  Snssereo  Aehnlichkeitspankte*  der  Systeme  C, 

r  CC 

C  uud  C,  C",  so  ist  nach  dem  Obigen  LC  MC 
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=  fZZp  >  ~  f^r^'  '  CC  *        löJglich  Medi  itm  Oku 

QQ'  :  RR ^  MC.  La 

Ist  aber      der  Durchschnitt  der  Gtraden  PP'  biU  CM  und 

wird  die  0<»rn<lp  SP  mit  //C  parallel  c^ozocfcn,  dass  sie  die  Per- 
pendikel rU.  P'(£  io  £r>  IT/',  die  Acbulicbkciuaxe  Z«i1/  in  t  scboei- 
det«  so  ist  Sq.SR^UQxRR',  alto  «oeh  8q<8Rz=^MCxLa 
und  da  /»/C :  =  MS  :  S/\  so  bat  man  :  SR  =  MS  t  Si\ 
weshalb  nncb  2)  die  Gerade  SPP'  oder  der  Ort  der  Polenzcenfra 
ouf  l'M  uder  LtM ^  d.  L.  auf  der  äussern  Aebnlicbkeitsaxe  senk- 
recht steht. 

Wenn  naa  die  Halbmesser  tbeila  wachsea  *  tbeils  abnebaieB 

lietse,  80  würde  der  Ort  der  Poteasceatra  noch  immer  eine  Gerade 
sein,  welche  auf  einer  der  drei  inversen  Aehtulichkeittiaxen  senk- 
recht stände,  z.  auf  ^/'/",  wenn  ,  man  die  Uulbmesser  r  und  r 
wachsen,  nad      nbaebiatn  ISsst. 

Dies  weiter  auszuführen  ist  unuötliip:,  da  es  mitteilt  «obiger 
Pfiacipieo  nater  eioigea  Modificationeo  leiebt  erbelU*). 

47. 

Nach  dem  vorhergehenden  I*aragraphen  steht  der  Ort  der  Po- 
teniccnlra  auf  einer  Aehnlichkeitsaxe  der  Kreislinien,  deren  Halb- 
nesser  r^,  r"  sind,  senkrecht,  und  da  er  aus  demselben  (irumlo 
auf  eiaer  Aehnlichkeilsaxe  der  mit  den  Halbnesscrn  r-f-A,,  r'-y-h, 
r**'^X  bescbrlebeaeä  Kreise  senkrecht  ist,  so  entspringt  ^o^[eodca 
Theorem,  weltbea^  10  viel  icb  4eass»  noidi  nieht  JbeitMuat  anage* 
sproclien  ist: 

pie  Aeboiichkeitsaxcn  aller  Systeme  dreier  Kreise, 
welcbe  aian  erbSIt,  weaa  nan  die  Halbaeiaer  dreier  ge* 

febenea  Kreise,  ohne  die  Lage  der  Mittelpunkte  zu  än* 
c  rn  ,  um  g-1  ei  c  h  e  (>  rös  se  n  w'acbse  n  oder  abnehmen  lässt, 
sind  alle  unter  sich  und  mit  der  Aebnlichkeitsaxe  der 
gegebenen  Kreise  parallel. 


V.  Polarität  der  Kegelacbaitte. 

4«. 

Die  Spitzen  helichifr  vieler  ilber  einer  Geraden  im 
Kaum  beschriebenen  recbtwioklig^cD  Triangel  liegen  io 
der  am  die-aamlicbe  Gerade  alsDiameter  beaebrieaeaott 

Kogelfläche. 

Die  Grundlinie  aller  Triangel  sei  j4B  und  C  die  Spitze  eines 
beliebigen  unter  ihnen,  so  muss  die  durch  yl B  als  Durchmesser 
gelegte  Kugel  uotbweudig  durch  C  gehen,  weil  die  Kugel  von  je- 


BSsn  vergl.  Grunertü  Analyt.  Geometrie  Tücit  I.  S.  117.  äupplemeoie 
sam  WerCMbnebe  äxu  Aowendaag  der  Aoalysis  S.  82; 


Digitized  by  Google 


136 

der  Ebene  in  eioem  Kreise  gesclinitteD  wird,  uod  der  WioLel  im 
Halbkreise  ein  rechter  bt.  .  '  ,  ' 

4».  ' 

Scliueiden  sieb  mehrere  Ebeoe^a  in  eiDem  Punkte« 
imd  begegnen  sie  einer  Kugelfläebe,  so  liegen  die  Mit- 
telpunkte der  Kreise,  in  welchen  sie  die  Kogel  treffen, 
in  derjenigen  Kugel,  welche  dicEntfernung  des  Du  rc  li- 
sch nittspunktes  derEbenen  vom  Mittelpunkte  der  geg'e- 
bencn  Kugel  zum  Durchmesser  hat. 

Bezeichnet  mnn  nämlicb  den  MiUelnunkt  der  gegebenen  Kug^el 
durch  den  Durchschnittspunkt  der  Eheneri  durch  P,  und  ist  3f 
der  Mittelpunkt  eines  Kreisen,  in  welolietn  eine  hcliehige  durcli  J* 

gebende  Ebene  die  Kugel  trifft,  so  steht  bekaontlicb  CM  auf  dieser 
bene  senitrecht,  so  osss  also  CMP  ein  rechter  Winket  ist.  Da 
dies  von  jeder  Bbene  gilt,  so  erhellt  die  Richtigkeit  des  Theoreno 
nns  4S. 

ÖO. 

Zusatz.  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  sich  io 
einem  Punkt  y  schneidender  Sehnen  eines  Kreises,  dessen  Mittel* 
punkt  C,  ist  die  tte  CP  als  Diameter  beschriebene  Kreislinie. 

51. 

Theorem.  Durch  einen  und  densolhen  Punkt  C  sind 
nach  einer  Geraden  beliebig  violr  andere  Gerade  gezo- 
gen, welche  der  erstem  in«/!.',  K\  K"  etc.  begegnen, 
nnd  unter  denen  CK  die  Senkrechte  anf  die 'gegeben« 
Gerade  ist. 

Wenn  nun  auf  derselben  Seito  dos  Punktes  C  auf  den 
Geraden  CK,  CK\  CK"  etc.  die  Punkte  J/,  iV,  JU"  resp. 
so  aogettomnien  werden,  da^  die  Rechtecke 

CK.  CJU,  CK.  CM',  CK'\  CM**  etc. 

sftmnitlich  gleich'sind,  so  befinden  sich  Üf,  M\  IIP  etc.  in 

derj enigen  Kreis>linie,  welche  6TJf  sun  Durch m esser  bat. 
Beweis.    Es  sei  ein  beliebiger  unter  den  Punkten  3i\ 

^  M"  etc.  und  die  Gerade  MM^»)  gezogen.  Wegen  der  Gleichheit 
CK.  CM^  CKM .  CMM  verhäh  sich  CK:  CMM  =:  CKM:  CM, 
weshalb  die  Triangel  CKKi"),  6*3/ (")i!f  ähnlich,  und  .also  die 
Winkel  f'h'A^^K  CMMM  gleich  sind.  Aher  der  erste  ist  ein 
rechter,  also  muss  auch  der  zweite  ein  rechter  sein,  woraos  die 
Richtigkeit  des  Theorems  einleuchtet. 

« 

Denkt  man  sich  das  ganze  so  eben  charakterisirte  System  um 
CMK  als  Axe  herumgedreht,  so  beschreibt  die  Gerade  KK'K" 
eine  auf  CMK  senkrechte  Ebene,  und  die  Kreislinie  CMM'M" 
eine.Kag«l,  deren  Diameter  CM  ist»  weshalb  folgendes  TheoroM 
entspringt: 
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Zieht  man  Ton  einem  Funkte  C  nach  einer  Ebene 
beliebig  viele  Gerade,  die  ihr  in  K',  K"  etc.  begeg- 
nen, i«t  ferner  CK  enf  der  Ebene  senkrecht,  und  wer- 
den die  Pankte  Jf,  M\  M'*  etc.  auf  tredacliten  Geraden 
»«  hestimmt,  dass  die  Recliteckc  CK.  CM,  CK'  .  CM\ 
C/i " .  CM"  etc.  sämmtlicli  pfleich  sind,  so  befinden  sich 
JUj  M\  M"  etc.  in  der  um  CM  als  Diameter  beschriebe- 
nen Kogel  flicke. 


Die  Theoreme  io  51.  and  52.  «nd  der  Umkehrusg  fähig,  so 
dass,  wenn  die  Punkte  üf,  M\  H"  in  der  K^gelflache  ttder  Kreis- 
linie um  CiV  als  Durclimesser  liegen,  und  gedachte  Rechtecke  gleich 
sind,  die  Punkte  A,  A',  K"  in  der  aut'  C'ilf  senkrechten  £bene 
oder  geraden  Linie  liegen. 


54. 

Jetzt  sei  C  der  Mittelpunkt  einer  kugei,  welche  von  mehreren 
Kreisebenen,  die  sieb  in  (lemselben  Punkte  M  schneiden,  getroffen 
wird;  um  jede  dieser  Kreislinien  denke  man  sieb  die  die  Kugelfläebe 
beriilircndc  Keirelfläclic  beschrieben,  und  die  Spitzen  aller  der  Ke- 
gelÜächen  werden  K.  A',  A"  etc.  genannt.  Die  Geroden  CA", 
CA',  CK*"  etc.  werden  durch  die  Mitteluuukte  der  resp.  Kreise 
My  \  M"  ete.  «eben,  end  fir  die  beliebigen  Pankte  A',  A'\ 
etc.  in  den  Kreislinien ,  welche  durch  denselben  Punkt  M  gfokea, 
werden  die  Winkel  CAK,  CA'K\  CA  'K  '  etc.  rechte  sein.  Des- 
halb müssen,  da  AM^  AM\  A"M"  etc.  auf  CMK,  CIU  K',  CM"K" 
etc.  in  M\  M"  etc.  senkrecht  äiud,  die  Rechtecke  CK,  CM^ 
CK.  CUP,  CK",  cur  ete.  sftmmaick  gleich,  nämlich  jedes  gleick 
dt'm  Quadrat  des  Radius  der  gegebenen  Kugel  sein. Da  nun  (49.) 
die  Punkte  jI/,  /V,  M"  etc.  in  der  um  C3wa\a  Diameter  besclirie- 
bencu  Kugel  liegen,  so  müssen  (53.)  die  Punkte  A,  K\  K"  etc. 
in  der  enf  CM  in  K  senkrechten  Kbene  sich  befinden,  ond  wir 
nahen  das  folgende  Theorem: 

(■ehen  die  Ebenen  beliebig  vieler  Kreislinien,  in  de- 
nen eine  Kugel  fläche  geschnitten  wird,  durch  einen  und 
denselben  Punkt,  so  liegen  die  Spitzen  der  um  jene 
Kreitlinien  'besohriehenen  und  die  Kagel  berührenden 
Kegelflächen  jederzeit  in  derjenigen  Ebene,  welche  auf 
der  den  Durchschnittspunkt  der  erstem  Ebene  mit  dem 
Mittelpunkt  der  Kugel  verbindenden  Geraden  senkrecht 
steht,  aod  nngekehrt,  ^enn  die  Spitsea  mehrerer  Ke- 
gelflächen, welche  sämmtliob  om  eine  und  dieselbe  Kn- 

fel  beschrieiten  sind,  alle  in  einer  Ebene  liegen,  so  ge» 
en  die  Ebenen  der  Kreise,  in  denen  die  Kugei  flache 
von  den  Kegelflächeo  berührt  wird,  durch  einen  eiuzi« 

fen  Punkt,  nnd  die  den  letstern  mit  dem  Hittelpnakt 
er  Kngel.Terhindende  Gerade  steht  nnf  erst  gedachter 
Ebene  senkrecht. 

Der  in  Rede  stehende  Durchschnittspunkt  ist  Pol  der  Ebene, 
welche  die  Spitzen  der  Kegelfläeben  enthält,  in  Bezug  anf  die  ge- 
gebene Kngel»  aad  die 'Kbene  Polnrebene  geoonnt  warden. 
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Man  vcrpfl.  den  Beweis  unseres  SaltW  von  Gm  Bert  in  der 
uual^t.  Geometrie  Tkeil  1.  iii.       —  87. 


Znsatz.  Sc-hireiden  sich  beliebig  viele  dkebneo  cioes 
Kreises,  dessen  Mittelpunkt  C,  iu  demsel  ben  Punkte  J^» 
und  eonstroirt  oian  in  deo  beiden  Endpanlcten  jeder 

Sehne  die  Tangenten  des.  Kreises,  so  liegten  die  Durch- 
scbiiitts punkte  alier  Tang^cntenpaare  in  einer  einzisren 
geraden  Linie,  welche  auf  CM  senkrecht  steht,  und  um- 
gekehrt. 

Die  C«erade  keilst  Polare  jenes  Punktes,  und  dieser  ¥t\  der 
Geraden  in  Besttir  naf  die  an  Grande  galegte  Kreialiaie. 

56. 

'  Der  Satz  55.  behält  seine  Rieh tigfkeit  fQr  alle  Kegelschnitte. 
Denn  es  sei  *V  die  Spitze  des  Reurels,  zu  welchom  der  Schnitt 

Sehdrt,  and  ^if,  A'ii',  A'B"  beliebig  Tiele  in  demselben  Punkte 
f  ivtamnenkoeimnde  Sefcnen  des  Kegelscknitt«,  ao  desa  9M  die 
Darehschnittslinie  der  Ebenen  BAB,  SAB,  SA^'B*'  isf.  Wird 
nun  der  Kegel  von  einer  K4iene  goschnitten,  dass  der  Schniff  ein 
Knis  wird,  und  bep;cgnen  die  Seiten  des  Kemels  Ä.-l,  SB\  SA\ 
SB"  etc.  der  i'eripberie  des  Kreises  in  «r,  ö\  «z',  6'  etc.,  so  werden 
anak  die  Rreiaaebufn  mb^  ete.  In  deMelben  Punkte  n»  snanni» 
nentreffen,  welcher  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit  der 
Kreisebenc  ist,  indem  dieser  Punkt  z.  B.  in  den  Hhenen  Srth  und 
der  Kreisebeue  zu  gleicher  Zeit,  also  in  ihrer  Durchschnittslinie 
tfdiat.  ^ 

Nun  seien  JT,  K\  K"  ....  die  Dnrdiaeknitte  der  Tangenten- 
naarc  in  li^  in  ./'.  H\  in  /".  B"  etc.,  und  k-,  /•',  k''  ....  die 
Durchsriiiiitfe  <ler  TanL" eiitpiipaare  in  fr,  ^,  in  //,  in  a",  h''  elc., 
so  werden  <^'AX-,  SK'k\  SK"k"  etc.  gerade  i^ioien  sein,  da  z.  B. 
BK  adwebl  nia  Sie  die  DnrDbickvHtaNnie  der  dorek  SAm^  Sß$ 
ereilenden  Berührungsebene  des  Kegela  tat.  Nach  55.  lieg^en  aber  die 
Funkte  X',/?',/""  etc.  in  p^eradcr  Linie,  wpshnlb  *VX«,jS'/'.  »V/"  in  einer 
Ebene  sind,  in  welcher  die  l'unkte  A",  A"',  K"  ....  lioi^cn.  Die 
letztem  Punkte  aind  aber  anch  in  der  ülbene  des  Kcgtläclmittä, 
nitliin  im  fhirchacfanitt  beider  ICbenen,  d.  h.  in  gerader  l^inie, 
welche  die  Polare  mit  Rück.siclit  :Hif  den  llurohsclmitt  der  Sehnen 
all  Pol  für  den  zu  Grande  gelegten  Kegelsebuitt  genannt  wird. 

57.  • 

Hm  die  Polare  eines  nnsserhalb  des  Kreises  arec^ehenen  Punk- 
tes M  zu  ündeo,  muss  man  (nach  55.)  durch  M  eine  beliebige  den 
Kreia  in  zwei  Punkten  A^  B'  sobneideada  Gerade  ziehen,  und  den 
Dnnebacbnittspunkt  der  dnrck  lettlere  Punkte  sehenden  TtengenM 
des  Kreises  K'  suchen;  fällt  man  dann  ?on  K'  jiuP  C3t  das  Per- 
pendikel, sn  ist  dieses  die  verlangte  Polare.  Dieselbe  läast  aieh 
iftber  einfacher  mittelst  des  folgenden  Theorems  bestimmen: 

Bie  Polare  einen  «aanerkAlb  den  ftreieea  befindll* 
eben  Pnnktee  lat  die  Gerede,  welcke  die  BerttlirMgi* 
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punkte  dor  von  dorn  in  Rode  stebenden  Punkte  an  die' 
Kreislinie  gezogenen  Tangenten  mit  einander  verbindet. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Piff.  i3.  sei  M  der  Punkt,  dessen  Polare 
gwoelit  wird,  MA  tiw  MmAg9  Gerade,  AMC*  die  Tangente  in 
jif  CD  scDkreclit  auf  MA^  so  dass  der  Dorchscbnitt  der  Taa- 
genlen  in  A  und  A'  ist,  und  ondlich  /T'Ä'' senkrecht  auf  CM ^  so 
wird  K'K  die  Polare  des  Punktes  M  sein  (55.).  Diese  Gerade 
■diDeide  die  Kreislinie  in  so  behaupte  ich,  dass  MB  den  üreis 
toogirt 

Denn  da  die  Punkte  />,  Ä",  üf.  K'  in  einer  Kreislinie  liegen, 
welche  nämlich  um  MK'  nis  Dianicter  bcächrieben  ist,  so  ist  be- 
ItanotUcb  CD  .  CK' =  CK,  CM,  und  da  CD  .CK' z=.  CA^^  ao 
wird  CK.  CMsuCB*  aeia,  ioXgAA  CBM  ei«  reditet  WMely 
alao  BM  eine  Tangente  4en  Kreiees* 

58. 

Dieses  Resultat  bleibt  für  alle  Keirelschnitfe  wahr. 

Denn  es  sei  S  die  Spitze  des  Kegels,  M  ein  l'unkt  in  der 
Ebene  des  Kegelschnitts,  und  m  der  Durchschnitt  der  Geraden  SM  mit 
einer  Elbene,  welche  so  gelegt  ist,  dass  dei'  Sclfuilt  mit  den  Kegel 
eiu  Kreis  wird.  Von  m  seien  an  die  Kreislinie  die  Tangenten  mti^ml/ 
e^pzogcn,  so  ist  (57.)  bb'  die  Polare  von  m  für  den  Kreis,"  und  der 
Durchschnitt  der  bbene  SbU  mit  dem  Kegelschniit  wird  die  Pulare 
des  Pnoktes  M  (ar  den  Kegelschnitt  sein  (56.).  Dieslr  Dorchscbnitt 
treffe  den  Kegelschnitt  in  ß  und  D\  so  müssen  MB ,  M II  Tan- 
genten des  letztem  sein  ,  weil  sie  in  den  durch  &l0W^  &l»'m  geleg*  - 
teo  üerübrungsebeaeo  des  Kegels  liegen. 

59. 

Construction  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  eine  ' 

gegebene  Kreislinie. 

1)  Befindet  sich  der  Punkt  M,  dessen  Polare  gesucht  wird, 
in  der  Kreislinie  selber,  so  ist  die  Tangente  des  Kreises  durch  M 
die  PnUre  dieses  Pnnkles,  nnd  dsissellie  fpit  Ton  jede«  Kegel- 
schnitt. 

2)  Befindet  sich  der  Punkt  M  ausserhalb  der  Kreislinie,  so  ist 
seine  Polare  diejenige  Gerade,  welche  die  Berührungspunkte  der 
von  ilf  an  den  Kreis  gesogenen  Tnngenten  verbindet,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Kegelschnitt. 

3)  Befindet  sich  al>er  der  Punkt  M  innerhalb  der  Kreislinie, 
deren  Mittelpunkt  so  errichte  man  auf  CM  in  M  eine  Senk- 
rechte, welche  der  Kreislinie  iu  U  begegnet,  und  ziehe  in  B  die 
Tnngente,  so  wird  derte  Dttrcbsclnitl  siil  CM  einen  Pnnkt  beetim- 
Den,  dufeb  welchen  die  gesuchte  Polare  mit  iT/.^  parallel  geht. 

Diese  Construction  gilt  nicht  für  jeden  Kegelschnitt,  vielmehr 
läuft  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  dem 
conjugirten  DorchnMSser  desjenigen  parallel,  weleber  durck  jenen 
Punkt  gezocren  werden  kann  CMugnus  Sammlung  änalytiseher  Ai^- 
gäbet)  N.  1(33.),  was  ich  bei  isiner  niidern  Gelegtniieil  ijnibetiseb 
erweisen  werde. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  nm  einer  Geraden  Pol  zu  fio^ 
den»  ist  nns  4eB  ¥ntfterg«htndra  «fsiebtlieb. 


t 
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G^vitrnctioD  von  Pol  und  Polare  für  jcdco  Kegoltehnitt 
blois  mit  Uüii'e  des  Lioeals. 

Stett  dM  Kreiiet  ito  Taf.  IL  Fig.  8.  deako  mm  aieli  einen  gen 
beliebigen  Kegelscbnitt  geMicbnet,  und  l»etreelite  £t  oder  ein 

den  i*uiikt,  dessen  Polore  g^esuclit  wird. 

Was  den  ersleo  Punkt  betrifft,  so  ist  AT  der  Pol  y6n  EA,  M 
.    der  Pol  ¥0D  BD  (58.),  also  (56.)  K3f  die  Polare  von  E,  Die  Ge- 
rade  JKM  gebt  aber,  %\'ie  oben  c:ezci|;t,  durch  die  Durcbscbnitts- 
pnnkte  der  r;eradeii  AI),  BC\  Ac\  ItD,  weshalb  sieh  ilire  Riok- 
tnng  mit  alleini^^cr  Hülfe  des  Lioeals  (toden  lässt. 

Für  den  zweiten  inacrbalb  des  Kegelschnitts  gelegenen  Punkt 
0  die' Polare  an  bettinnen,  erinoere  naa  sieh,  dasa  n  der  Pol  ron 
AC,  G  der  Pol  ?od  BD  (oS  ),  also  G//  die  Polare  von  O  ist 
(50.).  Nun  liegen  über  die  Punkte  G,  Ji^  E  in  einer  fJera- 
dou  (i».))  folglich  geht  die  Pulare  von  O  durch  die  Punkte  E  uoU 
Ft  welche  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals  construiren  lassen. 

Daraus  fliesst  folgende  fBr  alle  Fälle  passende  Anfidsong  nn* 
■erer  Aurgabe: 

Die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Ke- 
gelschnitt zu  finden,  ziehe  man  durch  denselben  irgend 
•  swei  den  Kegeseknitt  sehneideode  Gerade,  irnd  ver« 
binde  die  jedesmaligen  vier  Durchschnittspunkte  durch 
zwei  Paitr  (leradcn,  so  ist  die  durch  die  Durchschnitts*, 
punkte  dieser  Geradeopaare  bestimmte  G.erade  die  ver* 
laugte  Polare. 

l¥ird  der  Pol  einer  Geraden  ffesucht,  so  kestimnie  man  sn  swei 
beliebigen  Punkten  der  letstern  die  Polareo,  so.  wird  deren  Dorch- 
'  schnitt  den  Pol  gehen. 

Da  übrigens  (Taf.  II.  Fig.  H.),  wenn  der  gegebene  Punkt  E 
ansserkalb  dee  Kegelschnitte  lie^i,  und die  DttrebschniiCe  sei- 
jier  Polaren  mit  dem  Kegelschnitt  sind,  die  Geraden  BP^EP'  den 
letztern  tangiren,  so  übersiebt  man  ,  wie  von  einem  ausserhalb  des 
Kegelscbnitts  gegebenen  Punkte  die  beiden  Tangenten  durch  blosse 
Anwendung  des  Lineals  gefunden  werden  können. 


Znfolge  des  Theorems  in  58.  kann  man  das  PnndametotalCkea- 

ram  der  Polarität  (50.)  jetzt  auf  den  einfachen  Ausdruck  bringen: 
Die  Polaren  beliebig  vieler  in  einer  (Jera den  befind- 
licher Punkte  treffen  in  einem  einzigen  Punkte,  dem 
Pol  Jener  Geraden  zusammen,  und  diePole  beliebig  vie- 
ler in  einem  PnnkC  susaaBentreffender  Geradan  hefia* 
den  sich  in  einer  ainsigen  Garaden»  dar  Polare  jaoea 
Punktes. 

Oder  bewegt  sieb  ein  Punkt  auf  einer  Geraden,  so 
dreht  sich  seine  Polare  nm  den  Pol  jener  Geraden,  und 
dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  festen  Pnnkt,  an  ha« 
wagt  sieh  ihr  Pol  in  dar  Polare  Janas  PHnktea. 
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GebcD  wir  nun  cor  UDtersueboog  des  Orti  der  Pole  «Her  ein- 
ander paralleler  Gereden  über,  nnd  betracbten  snerst  die  Krein- 
linie. 

Noch  dorn  Vorhergehenden  liccrt  der  Pol  jeder  bcliehic^en  Ge- 
rudeo  iu  Uexug  auf  eioe  Kreislinie  jederzeit  uui'  dcrjei)i(2;eo  Geradeo, 
welche  vom  Mittelpunkt  dea  Kreisea  anf  die  gegebene  Gerade 
seukreclit  c(ezo^eo  ist,  und  auf  eben  dieser  Geraden  werden  alao 
die  Pole  aller  eiuiinder  purallelen  Geraden  lies^cn. 

Nun  sei  S  die  Spitze  des  Kegels,  zu  welchem  ein  Kegelschnitt 
gehört,  und  jäJü,  ■A'll't  A"ü"  etc.  seien  beliebig  viele  in  der  Ebene 
dea  letalem  befindliche  parallele  Gerade,  a^,  a'b\  ßfiif  etc.  die 
Durchschnitte  der  Ebenen  SAß,  SAß',  SA"ß"  etc.  mit  einer 
Kreisebene,  welche  dm  Kctjel  trifft,  so  behaupteich,  dass  ab^a'l/^ 
a''ö"  etc.  entweder  sauiwtlicb  puruliel  sind ,  oder  iu  einem  einzigen 
Pnakt  snflaBitfeBtreflan. 

Denn  die  Ebene  SAB  wird  toh  jeder  der  andern  Ebenen 
SA'B' ,  SA"ß"  etc.  in  einer  durch  *V  prehenden  (leraden  pesrli Mit- 
ten, welche  mit  Aß  (auch  mit  der  Ebene' des  Kegelschnitts)  pn- 
rallel  läuft,  und  alle  diese  Ebenen  trefl'en  folglich  in  einer  durch 
S  gehenden  Geraden  snianaien,  die  mit  den  Kegelschnitt  parallel«. 

Trifft  es  jetzt  zu,  dass  diese  Gerade  auch  mit  der  Kreisebene 
pnrnllcl  ist  (was  sich  dann  ereignet,  wenn  sie  mit  der  Durch'^rhnitts- 
linie  der  Ebenen  des  Kreises  und  des  Kcgelüchnitts  parullel)^  so 
«fliaen  aneh  die  Geraden       a'l*\  m*tf*  etc.  offenbar  parallel  .sein. 

Wenn  aber  die  Durchschuittslinie  der  Bbenen  SAB ,  SA'B\ 
SA''ß''  etc.  der  Kreii^ebene  in  Jk  begegnet,  so  rauss  dieser  Punkt 
in  jeder  der  Geraden  r/// ,  äh\  a"h"  etc.  liegen,  so  dass  also  die 
letztisrn  in  demselben  l'unktc  zusammeostossen.  Damit  ist  obige  Be- 
■kanptnag  gerechtfertigt. 

Sind  nun  p\  p"  etc.  die  Pole  von  alt^  afif ^  etc.,  in 
Bezug  auf  den  Kreis,  /*.  P\  P"  etc.  die  Pole  von  .///,  A  n\ 
A''B^  etc.  in  Beauff  auf  den  KegeUcbnitt.  so  liege«  />,  //,  p  '  etc. 
in  einer  einzigen  <Beraden,  ihre  Polaren  mögen  in  einen  Punkte  an- 
aammenirelfen,  oder  parallel  sein  (55.  62.),  und  da  7*,  P\  P"  etc. 
auf  den  Geraden  Sp,  Sp\  S}>"  etc.  lietren,  so  befinden  sie  sich  sowohl 
in  der  durch  letztere  Gerade  bestimmten  Kbene  als  in  der  Ebene 
des  KegeUchnitts,  und  müssen  alle  selbst  m  einer  Geraden  liegen. 

Also  hat  nan  folgendea  Tbeoren: 

Die  Pole  eines  Systems  paralleler  Geraden  in  Bezug 

auf  einen  Kegelschnitt  liegen  jederzeit  in  gerader  I^i- 
nie,  welche  der  parallelen  Richtung  conjugirter  Durch- 
neaser  genannt  wird. 

• 

,63. 

Zieht  man  durch  die  Spitze  des  Kegels  S  mit  der  Geraden 
AB  eine  parallele  Gerade,  die  der  Kroiaebene  in  K  begegnet,  und 
bestimmt  die  Polare  des  Punktes  JT  in  Bezug  auf  den  Kreis,  so 
ist  nach  6*2.  die  I)iirrli><Iinitfslinie  der  durch  diese  l'olnr»'  und  S 
gelegten  Ebene  mit  dem  Kei^elschnitt  der  der  Geraden  Aß  cuuju- 
^irte  Dnrckmesser  für  den  Kegelschnitt. 

Sind  nnn  CD^  BF  etc.  beliebig  viele  indeif  Gerade  io  dea 
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KegelscIiniUs  Ebene,  und  M  etc.  die  Durcbsclioittc  der  durcL 
S  mit  CD,  EF  parrtllelen  Geraden  mit  der  Kreisebene,  bestimmt 
■an  ferner  die  Polaren  der  Punkte  Z/,  M  in  Bezug  auf  des  Kreil, 
so  Avcrden  die  Diircfascboiltsliriipn  aller  durch  diese  Polaren  und  8 
gelegten  Ebenen  luit  dem  KegelficJbniU  die  conjugirteo  DurchmeMer 
der  Cverudeu  CDy  EF  spin. 

Die  Punkte  JT,  Ly  welche  in  der  4ireb  8  m\t  dem  Kefrel- 
scbnilt  perellelea  Ebene  und  der  Ebene  des  Kreises  zu  gleicher 
Zeit  liecfen,  müssen  sich  in  beider  Ebenen  Durchsciinittslinie .  also 
in  einer  Geraden  befinden,  und  ihre  Polaren  ab,  cd^  <y  fu {glich  in 
einem  Funkte  p  schneiden  oder  parallel  sein.  Daher  werden"  im  er- 
■teo  Pelle  auch  die  durch  8mo^  Scd,  i^«*/*  gelegten  Bhenen  «tea 
Kegelschnitt  in  Geraden  treffen,  welche  in  einem  einzigen  Punkte 
/'zusammenkommen,  der  nämlich  der  Durchschnitt  der  Geraden 
mit  dem  kegelscbuitt  ist.  Im  zweiten  Falle  müssen,,  wie  in  62. 
gezeigt  ist,  beDaoiite  €ere4eD  entweder  ach  ia  eiaca  Punkt  nehnei- 
deO)  oder  parallel  sein.  *  ' 

Also  hat  man  folgendes  Theorem: 

Alle  conjugirten  Durchmesser,  welche  beliebig  vie- 
len Geraden  in  Bezu^  auf  einen  Kegelschnitt  zugebö» 
reo,  sehttelden  sieh  m  eines  und  demselben  Punkte ' 
(51  i  ( f  elpuok  t  des  Syvteas)  o4«r  sie  sind.einnBder  pn- 
rallei. 

» 

64. 

Theorem.  Die  P-olare  eines  Punktes  in  BezuQ^  auf 
einen  Kreis  ist  die  Potenzlioie  zweier  Kreise,  von  de- 
nen der  eine  der  gegebene,  der  andere  um  die  Entfer- 
nung des  in  Rede  stehenden  Punktes  Toa  Mittelpunkt 
des  Kreises  als  Diameter  beschriehen  ist. 

Beweis.  Der  ges^ehene  Punkt  P  liege  zuerst  ausserhalb  der 
Kreislinie  C  Schneidet  die  ua  CP  als  Diameter  beschriebeoe 
Kreislinie  die  gegebene  in  B  und  B*,  so  ist  die  Sehne  BtP  beip 
der  Kreise  Potenzlinie,  und  zugleich  die  Polare  von  P  für  den 
Kreis  C\  da  PH  und  PW,  als  auf  CB  und  CB'  senkrecht,  Tun. 
gCDten  des  gejrebeneu  Kreises  sind. 

Liegt  der  Punkt  iu  der  Kreislinie  C,  so  berühren  beide  Kreise 
einander  in  /'und  ihre  gemeinschaftliche  Tanjreste  ist  nicht  nur 
heider  Potenzlinie,  sondern  auch  des  Punktes  P  Pol  are. 

Beflmlot  sich  der  Punkt  /'  endlich  innerhalb  der  Kreislinie 
«o  sei  PB  senkrecht  auf  CPy  in  B  die  Tangente  BK  an  den 
Kreis  gezogen,  welche  CP  in  K  schneidet,  und  durch  K  eine  Pa» 
rnllele  ait  o/*  gezogen,  welche  also  die  Puluro  von  P  sein  wird. 
Nun  ist.  wenn  V'  der  Mittelfiunkt  des  zweiten  Kreises,  CK* — CK* 
=  CC'{CK+  CK)  =  CC  (ICK-  CC)  =  C7*X  CK—  CC'"* 
=  CB*  —  CC'*,  Da  also  die  UaudrutdiHcrcnz  der  Entt'eroungen 
des  Punktes  K  von  den  Mittelpunkten  C  dca  Unadratunter- 
schied  der  Radien  gleich,  so  muss  die  dnrch  auf  senkfechte 
Gerade  heider  Kreise  Potenslinie  sein»  w.  s*  B.  w. 

es. 

.  Die  PraposMen  ia  61.  Ist  aehr  geeignet,  ua  lu  jadeih  Satse, 
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der  keioe  metritche  BestiminuDg  enthält,  einen  correlativen  aufzii* 
Baden,  indem,  wenn,  voo  Geraden  bekannt  ist,  dasi  sie  io  eincai 

l'iirikle  ziisaTninentrp{Tea ,  stets  I*uiik(e  nachgewiesen  werden  kön- 
nen, welche  in  einer  j^eradcn  Linie  liep^cn.  iiieses  Priocip  ist  zuerst 
von  GerguDue  (Aonuies  de  Matbcmatiques  Tom.  WL  u.  210.) 
erforscht  und  Dualität  oder  Dnotismus  genannt  woroen.  J. 
Steiner  ((leometr.  Gestalten)  bat  es  überall  auf  geistreiche  Weisis 
durchgetührt,  und  gezeigt,  dass  es  mit  den  Gruudgebildcn  zugleich 
hervortritt.  Wir  wollen  das  Princip  au^  einige  der  erwiesenen 
Sätze  anwenden. 


66. 

In  39.  ist  erwiesen,  dass  die  Punkte  F  (TaS.  11.  Fig.  7.) 

in  gerader  Linie  liegen.  . 

Nim  ist  ji  der  Pol  von  MD,  ti  der  Pol  tob  Cß ,  also  der 
Durchschnitt  der  Geraden  .V/>,  Cli  tidcr  D  d<r  Pol  von  AL\ 
ebenso  ist  E  der  I*oI  von  BM,  F  der  l*ol  von  CK,  Die  drei  Po- 
laren der  Punkte  F,  nämlich  ALi,  BM„  CK,  treffen  doher 
ia  dcBselbeo  Punkte  ansaoÜBeD.  Alto  atekea  die' folgenden  Satze 
im  Vei^Sltoiss  des  Dualisnus 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Dreieck  liegen  die  3  Punkte 
in  welchen  die  Seiten  von 
den  Tangenten  in  den  Ge- 
gcneckeu  getroffen  wer- 
den, in  einer  Geraden, 


IJei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschriebenen  Drei- 
eck treffen  die  3  Oeraden, 
welche  die  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  der  (je* 
genseiten  verbinden,  io  ei- 
eilisigeB  'Punkte  nn« 


saBBea. 


67. 

In  Taf.  II.  Fiff.  S.  liegen  die  Punkte  E,  F,  C\  II  in  geraiior 
Linie.  Nun  iüt  KM  die  Polare  von  />,  EX  diu  Polare  von  F, 
BD  die  Polare  von  AC  die  Polare  von  weslialb  JOf^^^j 
AC^  BD  ia  densielken  Punkt  snsaninieatreffBB. 

Also 

Bei  jedem  einem  Re^el* 

schnitt  umschriebenen ViOT- 
e  c  k  tr «'  Ii  e  n  die  Geraden,  w  e  I • 
che  di«  (iegeneckeo  ver- 
binden, und  die  Geraden, 
weiche    die  Berfibrungs- 

ftunk.te  der  gcgenüberstc- 
I enden  Seiten  vereinigen, 
durch  einen  und  denselben 
Punkt, 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Viereck  liegen  die  Durch- 
sc  b  n  i  ( tspu  n  k  t  e  der  (•  e  gen- 
seiten uiitdcn  Durch  schnitt  s- 
funkten. der  Tangenten  in 
den  Gegeneeken  in  einer 
Geraden« 


Ferner  ist  (Tuf,  II.  Fip:.  S.)  erwiesen,  dass  die  Punkte  A\ 
E  in  einer  Geraden  sind,  weshalb  die  Polaren  dieser  Punkte,  näm- 
lich AD^  BC,  KM,  in  einem  Punkte  F  zusammentreffen. 
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Alto 


Bei  jedem  eineiii  Kegel- 
schnitt einp^escliriebenen 
Viereck  liegt  ^ler  Durch- 
schnitt s  p  u  ri  k  t  zweier  G  e  - 
gensei  teu  mit  den  Durch- 
■  ehoiUi|iankteo ^  der  Tan- 
genCeD|taare  in  je  zvrei  an- 
stossenclen  Kcken,  welche 
nicht  uuf  einer  der  (iegen- 
■eiken  soffleieh  find»  iteta 
in  einer  dernden. 


Bei  jedem  einem  Kegel*' 
schnitt  amschriebeneQ  Vier- 
eck trifft  die  Gerade,  wel- 
che zwei  l^ej^c necken  ver- 
hiudet,  mit  den  beiden  Ge- 
rade n  paaren,  welche  je  swei 
anstusscnde  Berübrnngs- 
punkte^  die  nicht  auf  den  in 
einer  der  in  Betracht  kom- 
menden '  Ecken  snsammen- 
stossenden  Tangenten  zu- 
glfich    liegen,  -  verbindet, 

t'cderzcit  i n  e i n em  ein zigen 
'unkte  zusammen. 


«8. 

In  Taf.  III.  Fig.  9.  sei  ar,«r,«,«4«Bflr,  ein  um  den  Kegelsclinitt 

beschriebenes  Sechseck,  dessen  Seilen  durch  die  Ecken  des  einge- 
schriebenen .-/.^j-'/j.'/^.^j.'/a  gehen.  Oben  ist  erwiesen,  dnss  die 
Punkte  6'i,  6',,  6',  in  gerader  Linie  liegen.  Nun  ist  a,««  die 
.Polare  von  O, ,  0,<r,  die  Polare  von        a,«r«  die  Polare  ron 


Om*  aläo  müssen  a,»«, 


fen.    Daher  folgende  Dualität: 

Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Sechseck  liefen  die  drei 
Dnrcbschnittspunkte  der 
Seiteopaare^  zwischen  de- 
nen je  zwei  andere  liegen, 
in  einer  Geraden  (Puscul, 
Enai  inr  lei  coniqnes). 


a,««  in  einem  Pnnkt  susammentcef- 


Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt umschrieben  e  n 
Sechseck  trct'feu  die  3  Ge- 
raden, welche  die  Ecken- 
paare, zwischen  denenswei 
andere  liegen,  vereinigen 
(die  ilauptdiagonalen)«  in 
einem  und  demaelben  Punkt 
zusammen  (Brianchun,  Journal 
de  l'Bcole  Polvtecbniqne  Cahw 
XIII.). 

Ferner  liegen  aiirb  die  Punkte  Ä', ,  i5C,,  Ä",  in  einer  Geraden, 
und  folglich  scbueiilcu  ^icll  AiA^^  ji^A^^  -^s-^«  in  demselben 
Punkte,  in  welchem  sich  auch  arjar«,  ar,a,,  a^a^  schneiden.  Daber 
das  umfassendere  Theorem: 

Sind  zwei  Sechsecke  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben und  umschrieben,  dass  des  letztem  Seiten 
durch  die  Spitzen  des  erstem  gehen,  so 

liegen  die  6  Durchschnitts- |  schneiden  sich  die  6  Haupt 


punkte  der  llauptsebnen  und 
Haupttangeaten  beider 
Sechsecke  stets  in  gerader 
Linie. 


diagonalen  in  einem 
demselben  Punkte. 


und 


Auf  ganz  ähnliche  Art  entspringt  folgender  Dualismus  bei  dem 
Ffinfeck  «m  Kegelsebniit. 
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Bei  jedem  einem  Kegel- 
schnitt ei  Dgesch  riebeneo 
Fünfeck  lieffcn  die  Durch- 
■cbnittspUDkte  irfreod 
sweier  Seiteapaare,  und  der 
Dnrclischnittspunkt,  wel- 
chen die  jedesmalige  fünfte 
Seite  mit  der  Tangente  in 
4er QegeBCbke  bildet,  etets 
im  einer  Geraden. 


  0 

Bei  jedem  einem  Keß:el- 
sclinitt  umscbri  ebenen  Fünf- 
eck treffen  d ic  Diagonalen, 
welebe  irgend  swei  Eeiten* 
paare  vereinigen,  nnd  die 
Gerade,  welcTie  die  jedes- 
malige füufte£cke  mit  dem 
Berührungspunkte  der  Ge- 
genseite verbindet,  in  ei- 
nem einsigen  Punkte  sniaa* 
Ben. 


YL  Bnrnioniaebe  Punkte  nnd  Strebten. 

'  70. 

Anf  einer  Geraden  denke  nan  aieb  swei  Punkte  und  swi- 

■eben  ihnen  einen  dritten  C  angenommen;  wir  suchen  auf  der  näm- 
lichen Geraden  einen  Funkt  D,  der  so  beschaffen  ist,  dass  das  ¥er- 
bältniss  ACiBC  dem  Verhältnisse  AI};  BD  gleich  ist 

Znafteliat  ist  ^Idar,.  data,  wenn  C  in  der  Mitte  swiscben  A  und 
S  li^gt,  ein  selcher  Punkt  D  nicht  existirt. 

Liegt  aber  der  Punkt  C  hei  B  naher  als  bei  A ^  dass  also 
AC  iSC^  so  kann  D  nicht  auf  der  Verlängerung  der  Geraden 
über  hinaus  liegen,  weil  die  Vro[iortion  AC:  BC=  AB :  BD 
verlangt,  dass  zu  gleicher  Zeit  AC^BC^  AD"^  BD^  was  nlebt 
sein  würde.  Auch  Kann  D  sich  nicht  zwischen  ./  und  B  bofinden, 
denn  es  würde  UW^n  AC-\- BC.  ACz:^AD'\'BB  iAB^  d.  i. 
AB :  AC^  AB :  AD,  also  AC^  AD, 

Dagegen  giebt  es  auf  der  Verlängerung  unsarer  Geraden  fiber 
R  hinaus  in  der  That  einen,  aber  auch  nur  einen  eiasigen  Pnakt 
/>,  weh  licni  die  verlangte  Kigmschaft  zukommt.  Denn  man  suclic 
die  vierte  Proportionale  zu  AC —  B(\  AC ^  AB,  und  srlmoide 
dieselbe,  welche  grösser  als  AB  sein  wird,  von  A  aus  auf  der  Ge- 
raden AB  ab,  so  wird  man  einen  Punkt  D  erhalten,  l&r  weleben 
AC—  {Ar  —  BC)  :  AC=z  AD  —  AB  :  AD,  d.  i.  BC  :  AC 
=  BD  :  AD,  oder  AC\  BC=AD  :  BD  ist.  Dass  es  nur  einen 
solchen  Piinkt  D  giebt,  iat  daraus  klar,  dass  die  Proportion  6': /^C 
=s  AB  t  BD  diese  andere  AC-^  BCx  AC^AB  x  AD  erfordert, 
und  SU  den  3  erston  Gliedern  der  letatem  nur  eine  eiasige  vierte 
Preportionale  gefunden  werden  kann. 

Umffpkehrt  liegt  der  Punkt  D  auf  der  Verlängerung  der  Ge- 
raden AB  über  B  hinaus,  so  exislirt  auf  dieser  Geraden  nur  ein 
einziger  Punkt  für  weleben  ADx  BDrstACxBC  ist,  und  iwar 
hefintlet  sich  C  ateta  swiacben  A  und  B^  uad  liegt  näher  bei  B 
als  bei  A. 

Daraus  folgt,  dass  für  keine  vier  Punkte  auf  einer  Geraden 
die  Verhältnisse  der  Entfernungen  zweier  auf  eiaaniler  folgenden 
Punkte  vom  dritten  und  vierten  gleich  aind,  daaa  diea  vielmehr  nur 

fir  die  abwechselnden  Punkte  gilt. 

Wenn  vier  Punkte  auf  einer  Gcrndrn  so  auf  einander  folofen: 
A,  C,  B,  D^  und  wenn  die  Proporiioo  statt  findet  AC  :  ÜC 
tssADiBD  (wo  alte  C  nSber  bei  i?  ab  bei     liegt),  so  werden 

T.  10 


*  0 

dieselben  vier  barm o  d isclie  Punkte  geoaoDt,  uod  zwar  heiMen 
A  Hod  ii  sowohl,  eU  Caed  D  sni^eordBeU  heriieBioche  niekte^ 

Dem  Mittelpunkte  von  AB  entspricht  denn  gewieMmsMieB  eis 
M  der  Geraden  unendlich  entfernter  Punkt. 

Uarmooijpche  Strahlen  oder  UarsonikaleQ  (Steiner) 
seeau  faaraiooiqiie  aaeb  BtiaMtboa)  neiBt  maa  fier  onrch  lMime«i- 
sehe  Punkte  gebesde  004  io  eiaeM  eiaalg^a  Pnakta  aaaaMealrflil» 
feade  Gerade. 

71. 

Aus  70.  wird  man  zu  jeden  S  Pnoktaa  den  vierten  harmoni- 
sclien  Punkt  linden  können,  indem  mnn  zu  3  Cirradon  die  vierte 
Proportiunale  sucht.  ^Es  lassen  sich  aber  eiaiacliere  Auflösungen 
dieser  Aufi^abe  'f^ebea ,  wenn .  man  die  Harnoniltalea  in  Betracht 
sieht,  und  dazu  buhucn  folgende  Betrachtungen  den  Weg. 

In  Tnf.  III.  Fig.  14.  gehen  vom  Punkte  O  aus  nacli  beliebigen 
4  l'unktcn  einer  Geraden  C,  //,  D  vier  Strahlen,  und  durch  A 
sei  eine  Gerade  mit  dem  Strahl  OD  parallel  gezogen,  weiche  von 
dea  aadera  drei  Skrablaa  \%  AtB^  b  gatcbaittea  wird. 

Dana  bebao^  ich,  4asa  das  JOopiielf  erbiUais« 

A€  AD  ' 

deai  eioAtfhen  Verhättniss  Ac-.hc  gleich  sei. 

Denn  wegen  der  Parallelität  der  Geradea  Ab  und  OD  ist 

— =        aber  weao'  aian  hm  parallel  mit  Oc  siebt,  ^  = 

.     .47)       Cm        .  r  .  .   .  AC      Cm    AC  Cm 

also  ist  jjj^  =  ^,  und  folglich  ßfjM'=Cß'MC'^Ä& 

-  Cm        cb  ,  .      ,    AD    AC       cb       ,  ■   .  _^ 

eadlMib  ^  =  — .  80  wird  ada  ^  :      =  ^,  oder  «agekehit 

AC  AI)  ^Ao 
MC'  BD^  be' 

AC    4  D 

Darans  Uleist,  dasa  das  f)oppel?erbftltviss       :  -j^  voo  der 

Lage  der  Geraden  ACBDy  wenn  sie  nur  immer  durch  A  geht,  ganz 

AC   AD       AC  AI/ 
uDabliängig  ist,  dass  also  z.  B.       ;  '-j^  =  -^jj  '  -^^j  ist.  Dieses 

Resultat  gilt  aber  in  der  That  uurb  noch  für  jede  beliebige  nicht 
durch  A  gebende  Gerade.  Denn  weun  eine  solche  die  vier  Strub* 
len  ia  A%  iT,  C,  BT  scbaeidet,  so  fiberseugt  maa  sieb'  letebt, 
dasi.  weaa  AD^  parallel  lait  A'D"  ge/.ogea  wird,  stets  dio  Rela- 
us *  ^  i.  *  AC  Ah  ...  .  AC  AD 
tion  statt  bat  ^.^,„  J         =  "Wv  '  Wu*  wesnala  aaco  -g^ : 

_  JTcr ,  A'jr   .    .  . 

"mFc^      ff*        Wird.  ^ 
Also  folgendes  Tbeoren: 

Wenn  vier  von  einem  Punkte  0  nus^ebende  Strahlen 
vo  n  zwei  Geraden  rcsp.  in  A^  A'\  li^  Ii']  C,  C  ge^cUnit* 

tea  werden,  so  sind  die  Doppelverhältaisse  ^  :  5^ 

oinaadler  glaieb. 
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Danua  ist  eraiebtliebf  wie  man  zo  verfabreo  hat,  ob,  wenn 
vier  Id  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  C,  B ,  /I,  and  4rci  in 
einer  nndern  (Jcraden  liegende  Punkte  A' ,  C\  IV  p^cgcben  sind, 
anf  der  letztern  Geraden  den  Punkt  so  zu  beitinneo,  dozs  jene 
Doppelverbaltniaee  gleich  sind. 

72. 

Zusatz.  Vier  Strahlen,  die  eine  Gerade  in  Iiarmoni- 
acheu  Punkten  treffen,  tbeiicn  jede  andere  Gerade  har- 
monisch (Urianchon),  und  ist  diese  Gerade  mit  einem 
ftnaaeraten  Strahl  parallel,  to  wird  nie  von  den  3  an- 
dern haraonisahan  Strahlen  in  3  Punkten  getrof^n, 
deren  äussere  Yon  dem  nittlern  gleiche  Entfernung 
haben. 

Nun  seien  in  Taf.  III.  Fig.  14.  die  Punkte  C,  /?,  D  har- 
»oniscb,  und  Ab  parallel  mit  OD,  so  wird  Ac^=6€  sein. 

Cm  also  zu  3  Punkten  A^  B  den  dorn  C  zugeordneten 
harmonischen  Punkt  zu  finden,  ziehe  man  durch  einen  beliebig^en 
Punkt  ^  die  Strahlen  OA,  OB,  OC,  halbire  AO  in  ziehe  uc 
parallel  mit  OB  bis  ide  OC  in  e  schneidet,  verbinde  A  mit  0,  und 
ziehe  durch  O  mit  Je  eine  Parallele,  welche  die  Gerade  ABC  im 
D  trifft,  s%  ist  D  der  harmonische  Punkt 

73. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  geometrischen  Ort  der  Spitzen  aller 
iber  und  nnter  einer  Geraden  AB  beschriebenen  Tritngel,  deren 
beide  .andere  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander  haben. 

Wir  nehmen  das  Verhältniss  von  der  Einheit  Tcrschieden,  weil 
in  diesem  Faile  der  Ort  eine  im  Mittelpunkte  von  AB  auf  der  letz- 
tem senk  rechte  Gerade  ist,  wie  logleicb  erhellet. 

Isf  C  ein  Punkt  in  der  Geraden  AB^  und  das  Verhältniss 
.  AC\  BC  dem  Verhaltnisse  OA'.  OB  gleich,  wo  O  die  .Spitze  eines 
der  in  Betracht  kummeoden  Dreiecke  ist,  so  uiuss  (Kuclid  Lib.  VI 
prap.  3.)  die  Gerade  OC  den  Winkel  AOB  halbiren,  und  «beuso 
muss,  wenn  D  in  der  Verlängerung  von  AB  äber  B  hinaus  so* 
Kegt,  ^tx%%AD  \BDz=:i  OAx  Oßr^ACiBC,  die  Gerade  DO  den  . 
Nebenwinkel  von  AOB  (iler  durch  dfe  Verlängerung  von  AO  ent- 
steht) halbiren.   Die  Geraden  OC  und  OD  werden  dann  auf  eio- 
nndor  senkrecht  stehen,  und  dies  findet  für  jeden  Punkt  0  statt, 
für  welchen  OAx  OB  jedem  der  Verhältnisse  ACtBC^  ADxBD 
gleich  ist. 

Bewegt  sich  daher  O  so  fort,  dass  das  Verhältniss  OA'.  OB 
conetant  bleibt,  so  rückt  er  iu  der  i>iiitze  des  über  CD  beschriebe- 
nen rechtwinkligen  Trinngels  fort,  die  bekanntlieb  in  der  um  CD 
nla  Diameter  beachriebcnen  Kreislinie  liegt,  welche  somit  der  ge- 
suchte Ort  sein  wird.  Zugleich  hat  sieh  ergeben,  dasa  A^B^C^D 
harmonische  Punkte  sind. 

Wenn  also  rom  Punkte  O  nach  8  Punkten  A^  C,  B 
Strnhien  so  geben,  dass  der  mittlere  den  von  den  beiden 
andern  gebildeten  Winkel  halbirt^  so  geht  der  auf  eben 
dieiesi  senkrechte  Strahl  jederseit  durch  den  vierten 
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liai'inoDittclien  Punkt  zu  den  Pttaktcn  jt^  C,  i9,  wetcbsr 

dem  6' zuu^co  rtl  II e i  isf. 

Also  auch  wcuu  mau  zu  den  £odpuakteo  C,  D  eioea  < 
Diametefi  und  su tfioen dritteaPiiakteif  in devtelben den 
dem  letzteren  sugeordneten  vierten  harmonisclien  Punkt 
.4  sucht,  so  werden  die  von  einem  beliebigen  Funkle  O 
der  k  r o i h  IM' r  i e ri e  nach  A  gezogenen  Geraden  das- 
selbe \  erhältuiss  bewahren,  wie  man  den  Punkt  O  an- 
oebmen  mag,  und  die  Strahlen  OCt  OD  werden  den  Win- 
kel jiOßf  nod  dea'ietatern  Nebenwink«!  balbirea. 

74, 

«Es  seien  wieder  C,  D  Rodpnokle  eines  Kreisdiamctorfl.  und  B 
ein  beliebigef  (vom  IVlitielpiinkte  verschiedener)  Punkt  auf  denuel- 
bi  n,  der  innerliulb  des  Kreises  liegt.  nun  JIO  Neiikrpcht  auf 

CU,  und  in  O  eine  Tangente  des  Kreiauit  gezogen,  die  den  Dia- 
nieter in  ji  trifft,  so  wird  A  zu  C  ü,  S  der  vierte  barmoniecbe 
Punkt  sein.  Denn  der  Winkel  JOC  ist  =  ODC  (Kucli.I  Lib.  III. 
prop.  und  0/JCz=iCOB,  also  AOC—CüB^  so  dass  AOB 
von  CO  halhirt  wird. 

Um  also  au  den  Bndpnnklen  eines  Kreisdiameters,  und  an  einem 
dritten  Punkte  auf  demselben  den  vierten  harmonischen  Punkt  au 
finden,  verfalirc  man  so:  * 

Licjit  der  dritte  Punkt  Ii  innerhalb  des  Kreises,  so  errichte 
man  HO  senkrecht  auf  den  Diametcr  CD^  dass  sie  die  Peripherie 
In  0  triffit,  und  ziehe  von  O  die  Tangente,  welche  CD  in  A  irittt, 
so  ist  ./  <ler  gesuchte  dem  B  zugeordnete  harmoniseha  Punkt, 

Liegt  der  Punkt  A  ausserhalb  «ler  Kreislinie,       riebe  von  A  , 
an  den  Kreil  eine  Tangente,  welche  ihn  in  O  berührt,  uud'  fälle 
OB  senkrecht  nnf  CD^  dass  nie  der  letitem  in  B  begegnet,  so 
ist  3  der  vierte  dem  A  angeordnete  barmonisebe  Pmkt 

75. 

Lebraats.  ZweitKreise  seien  eoncentrisch«  ihr  ge«* 
meinsamer  Mittelpunkt  jK  Man  ziehe  einen  beliebigeti 

Diameter,  welcher  den  einen  Kreis  (efwa  «len  grösse- 
ren) in  A^  By  den  andern  iu  U  schneidet,  und  suche  zu 
As  B^  D  den  vierten  harmonisehen  Punkt  B.  Bewegt 
aicb^un  der  Durcbm«8ser  um  den  Mittelpunkt  so  be- 
haupte ich,  dass  der  zu  seinen  Knil|iunk(en  in  dem  gros- 
se r  n  Kreise  und  zu  dem  einen  i*^  n  d  p  u  u  k  t  e  im  kleinem 
Kreise  vierte  haruiuuische  Punkt  in  einer  mit  den  ge- 
gebenen coneentrischen  Kreislinie  fortröekt. 

Beweis.  Man  ziehe  DO  senkrecht  auf  AM  es  die  con» 
centrisclie  Kreislinie  in  O  trifft,  und  OE  senkrecht  auf  itM  bis  es 
AM  in  E  iritit,  so  Ist  E  der  vierte  hiirmonische  Punkt  zu  A,  B^ 
D  (74.).  Aber  es  ist  ietzt  DO*  =  DEy^DM,  und  da  DO,  DM 
coostant  bleiben y  so  ist  auch  DB^  folglich  auch  MB  coastant, 
w.  s,  b.  w. 

76^ 

r 

Lthrsnts.    Zieht  man  dnreh  dun  Bcrihrnngspunkt 


• 
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«Weier  sich  tnngireoder  Kreise  beliebig  viele  IS'erad«, 
weiclio  dic'seliien  jed«'  iu  ein  cm  Punkte  scliüciden  wer- 
den, und  bestimmt  zu  jedem  Paar  der  Ünrclisclinitts- 
punkte  und  dem  Berührungspunkte  den  vierten  harmo- 
nUebea  Punkt,  ao  lieg«D*«lle  dieie  vierteo  Pankte  in 
einer  Kreislinie,  welche  beide  gegebene  in  ibrem  ge- 
meinsamen Berührungspunkt  tancrirt. 

Beweis.  In  Taf.  IIT.  Fig.  15.  sei  DHE  die  Centrale  zweier  sich 
in  B'  berObrender  Kreise,  A  %Vi  Ey  B  der  vierte  dem  B  zu- 
geordnete  barrnoniscire  l*unkt;  D'HJ^  eine  .indere  Gernilo ,  A'  zu 
/>',  Z.\  H  der  vierte  harnuHiischc  Piinkf.  Zielit  mnn  Dl}\  El'^^ 
JA,  so  ist  DR.EU=DA.E  i,  DH  Elf—  ir  V.E  i',  nhcr  da 
DD  und  EE:  parallel  (jede  auf  D' E:  üenkreciit),  so  \%iDU.EB 
^DBxBBy  also  eneb  DAiEA^BfA xBJ? ,  folglich  muu 
AA  parallel  mit  EB  oder  mit  DD  sein.  I)a  biernacb  der  Win- 
kel ItA'A  ein  rechter,  so  liepfcn  oifenhnr  alle  vierten  hnrmonischeo 
Funkle  in  der  um  BA  als  Diameter  beschriebenen  kreisiinie.  • 

n. 

Lehrsatz.  Bei  irgend  vier  harin  o  ii  i  s  cli  e  n  Punktcu 
ist  das  Rechteck  unter  den  Abständeu  zweier  zugeord- 
neter Punkte  von  demjenigen  Punkte«  welcher'  in  der 
Mitte  zwischen  den  zwei  andern  liegt,  dem  Quadrat  des 
bnlhen  Abstände»  der  letztrrn  von  einnnder  gleich. 

Beweis.  In  Taf.  III.  Fig.  lü.  seien  C,  D,  B,  A  harmonische 
Punkte,  um  CD  als  Diameter  ein  Kreis  beschrieben,  auf  dessen- 
Peripherie  eia.  Punkt  P  lo  angenommen,  dass  APB  ein  rechter 
Winkel  ist  (diesen  Punkt  zu  bestimmen  hnt  mau  nur  den  r>iircb- 
acbnitt  des  um  AH  als  Diameter  beschriebenen  Krciäcs  mit  dem 
gegebenen  zu  suchen),  ferner  ß/  der  Mittelpunkt  von  AB.  Zieht 
'  man  nun  ^VP,  so  mnis  diese  Tangente  des  Kreises  sein.  Denn  we- 
gen MA  =  Vß  =  IUP  ist  L  ^yPB  =  MliP,  und  da  CP  den 
Winkel  APB  halttet,  so  ist  CPB  =  Sr^^  also  audi  BPD  =  \ri'*, 
somit  CPB  =  DPB,  daher  U  MPC  =  MPB  —  CPB  =zMBP 
^  DPB^MDP.  also  PM  eine  Tangente  des  Kreises.  Nun  ist 
kekanntlichüfCxif/^ssiKI^,       ßiCxJltD=:MA*,  w.i.b.w. 

78.  ' 

Es  sei  ABCDEF  auf  TaF.  III.  Fig.  17.  eia  vollstftndiges  Vier- 

seit,  dessen  Diagonalen  bis  zu  ihrem  getrcnscitigen  Durchschnitt  in 
6\  //,  /  verlängert  sia|l.  Hierüber  iassen  sich  folgende  Betrach- 
tungen anstellen. 

Zu  d^n  drei  in  E  zusammenkommenden  Strahlen  ED^  EB^  Ei 
denke  man  sieh  den  rierten  ^tm^EI  sugeordneten  harmonischen 
Strahl,  und  ebenso  denke  mnn  Nirli  zu  aen  drei  in  C  zusammen- 
kommenden Strahlen  CD,  CB ,  CI  den  vierten  dem  CI  zusreord- 
oeteo  harmooischen  feitrahl,  so  werden  beide  vierte  hurmuuische 
Strahlen  in  einem  Punkte  der  Gemden  MBB  snsammentrelieD,  wel- 
cher der  sn  D^B,J  dem  /  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist  (72.). 

(.'anz  ebenso  werden  die  beiden  in  Rede  stehenden  Strahlen  in 
einem  Punkte  auf  der  (Jeraden  AfB  zusammentreffen,  welcher  der 
zu  /,      H  dem  H  zugeordnete  harmonische  Punkt  ist. 
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Der  DurcbscboitUpuDkt  der  beiden  Strabieo  wird  also  auf  deo 
Geraden  AH^  BI  s«  gleieber  Zeit  tiegeo,  filltt  alio  nit^  utMi- 
men ,  und  fol^icb  ist  G  sofrnhl  der  vierte  liemieBMebe  Paokt  so 

By  I  als  auch  zu  //,  F.  Geht  man  von  den  Ecken  D  und 
B  ausj  so  ergiebt  sieb,  das«  aucb  C,  7,  U  bariaoniecbe  Punkte 
sind. 

Daraas  flieset,  dait  die  Strahlen  FA^  FI  so  PB^  FD^  Umtx 

lAf  JF  zu  IBy  IC  zugeotdnete  barmoDiacbe  Strahlen  sind.  Die 
Figur  BÜECF  ivird  aber  vollständiges  Viereck  genannt  (Steiner 
Geom.  Gest.  S.  72.},  und  wir  beben  somit  den  Doppelsatz: 


In  jedem  vollständigen 
Viersei  t  sind  die  Punkte, 
in  welchen  die  drei  Ding^o- 
naleu  einander  schneiden, 
so  den  sogehörigen  Bcken 
zugeordnete  barmoniscbe 
Punkte.  (Poppus  Collect.  Math. 
Lib.  Vll.,  De  l^ahire  Nect.  Coni> 
cae  p.  9.  prop.  20.,  Scbooten  Exer* 
«itat  Mathen^  1.  %  prop.  &) 


In  jedem  voNständigea 
Viereck  sind  die  Strahlen, 
welche  die  Durchschnitte 
dergegenüberliegendeni»ei- 
tenpeare  rareinigen,  nv  de« 
letztern  zugeordnete  her« 
moni sehe  Strahlen.  (Steiner 
System.  EIntw.  d.  Abhang,  ueon. 
Gestalten  von  einander  S.  75.) 


Diese  Sätze  geben  ein  Mittel  an  die  Hand,  einerseits  zu  drei 
gegebenen  Punkten  den  vierten  harmonischen  Punkt,  und  andrer- 
seits SU  drei  gegebenen  Strahlen  den  ?ierten  hamoMichen  Strahl 
M  ÜBden,  and  «war  bloss  vlt  Hälfe  des  Lintels. 


>  79.  . 

Verlängert  man  in  Taf.  III.  Fig.  17.  die  Gerade  /F,  bis  sie  AC 
in  K  trifft,  so  werden  (72.)  A^  ZT,  iT,  C  harmonische  Punkte  sein. 
Duber  das  Theorem: 

Zieht  man  von  drei  in  einer  Geraden  liegenden  Punk- 
ten Ay  /?,  Cdrei  ganz  beliebige  Gerade  ADE,  BD,  CE, 
von  denen  die  erste  von  den  beiden  andern  in  D  und  E 
geschnitten  wird,  die  letstern  sich  in  /  schneiden,  so 
wird  die  durch  /  and  den  Durchschnittspnnkt  der  Gera- 
den BE,  CD  gehende  arcrnde  Linie  die  c^egebene  Gerade 
immer  in  dem  nämlichen  Punkte  A"  treffen,  der  zu  A^B^C 
der  vierte  barmoniscbe  Punkt  ist 


«0. 

Von  einem  Punkte  O  gehen  nach  den  Schenkeln  des  Winkels 
A  (Taf.  III.  Fiir.  IS.)  hrliehi&r  viele  Gerade,  welche  die  Schenkel 
resp.  in  B,  C\  B\  C'\  B\  C"  etc.  treffen,  und  mehrere  Vierecke 
erzeugen,  deren  Diagonalen  gezogen  sind.  Die  INrelMehnittspHnkte 
der  Diagonalen  D,  D\  D" ,,,,  werden  nun  In  einer  eiMigen  dnrah 
A  gehenden  Geraden  liegen. 

Denn  nach  78,  trifft  die  Gerade  AP  sowohl  als  die  Gerade 
AB^  die  Transversale  OC  in  einem  Punhle  B*,  der  n  ^,  C,  O 
der  vierte  harmonische  Pottkt  ist,  Bifthln  «8ssen  AD  «nd  ABf^ 
und  ebenso  eile  ihrigen  lUMMnenfellea. 
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In  jedem  Paral leltrapez  treffen  die  nicht  parallelen 
Seiten  mit  der  die  Mittelpunkte  der  parallelen  verbio- 
Menden  Geraden  in  eine«  einsigen  Pankte  'sasaninen. 

N&aUek  es  seien  AB ^  CD  die  parallelen,  E  der  IVliüoIpunkt 
der  erstem,  AC^  BD  die  nicht  prirallelrn  Seiten,  0  ihr  Durch- 
schnitt. Verhindet  man  O  mit  E  und  zieht  OM  parallel  AB  ^  so 
sind  OA^  OB^  OE^  OM  hurmuuische  Strahleu,  und  da  CD 
»it  dea  iOBeeiiteii  SfrabI  ebenfalli  parallel  Ut,  so  bom  der  mittlere 
der  drei  andern»  ninUeli  MB^  ekeiinlla  durch  den  Mittelpunkt  ?on 
CD  gehen. 


82. 

In  Taf.  III.  FicT.  18.  denke  man  sich  /?,  B,  C,  C*  auf  der  Pe- 
ripherie eines  kcgehchnitts  liegend,  so  erhellet  aus  (60.),  dass  die 
Gerade  AD  die  Polare  des  Punktes  O  iu  Bezug  auf  den  Kegel- 
aehnitt  iiC»  nod  diese  Polare  wird  von  den  in  O  snsannenstossen- 
dea  Sehnen  in  E  und  E'  so  ffetrolTen,  dus8  E  und  S$'  die  vierten 
harmonischen  Punkte  zu  den  Endpunkten  der  Sehnen  and  zu  ibreoi 
Durchsrhnitt  0  sind.  Dies  ist  auf  eben  die  Art  für  alle  Sehnen  au 
erweisen,  und  wir  haben  somit  das  sehr  merkwürdige  Theorem: 


Dreht  sieb  eine  Gerade, 
die  einen  Kec^elschnitt 
schneidet,  um  irgend  einen 
in  ihr  liey^endoB  festen 
Punkt,  so  ist  der  Ort  des- 
jenitren  Punktes,  welcher 
zu  den  zwei  Durcbschnitts- 
punkten  und  dem  festen 
Punkte  derTierte,  dem  lets* 
fern  angeordnet^  harmoni- 
acbe  Punkt  ist,  eine  be- 
atimmte  Gerade,  nämlich 
die  Polarlinle  des  festen 
Pnnhtee,  in  welcher  sich 
also  auch  der  Durchschnitt 
derjenig^en  zweiTanEC^Dteo 
dreht,  durch  deren  Berfib- 
rnngspunkte  die  bewegliehe 
achneidende  Gerade  gebt. 

DaSy  was  die  französischen  Geomcter  schlecbthiD  Pelaite 
Pol  nennen,-  wird  daher  von  Deutschen  ancb  Harmonische  ttnd 
Barmoniaeher  Pal  genaont« 


Bewegt  sich  ein  Pnnkt  in 
einer  festen  Geraden  in  der 
Ebene  eines  kegelsc b iiitts, 
so  dreht  sieh  diejenige  Ge- 
rade,  welche  zu  den  zwei 
durch  den  Punkt  gehenden 
Tangenten  und  der  festen 
Geraden  der  vierte  letzte- 
rer angeordnete  harmoni* 
sehe  Strahl  ist,  um  einen 
bestimmten  Punkt,  nüralicb 
deul'ol  der  fcsteu  Geraden, 
um  welchen  sich  also  auch 
diej en i g-e  Gerade  d rc ht, wel- 
che durch  die  BerUhrungs- 
puukie  der  jedesmaligen 
zwei  Tangenten  geht. 
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IX. 

Neues  Theorem  über  eine  gewisse  Klasse 

periodischer  Functionen. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlömilch 

■  so  Weimvr.  • 


Wenn  eine  Function  die  trigooometrischea  Grossen  sin,  cos  etc. 
alleia  eDlhält,  so  lässt  sich  dieselbe  io  vielen  Fällen  in  eine  Reihe 
▼«rwandtln,  welebe  nach  den  Cotinnt  der  Viel&ehen  emee  Bogens 
fortgeht,  10  daa»  müü  erhftlt: 

/(sin     cos  ar)=-<io~f"-^»  «os  or-f-^,  cos  ^jg+jf^  cos  3d:-|-....  (1) 

wobei  die  Reihe  endlich  oder  oneadlich  sein  kann.  Voranageaetsti 
duss  diese  RciLenentwickelung  für  alle  Werthe  der  Verftoderlichen 
von  or  =  0  bis  or  =  oo  gültig  bleibt,  so  ist 

wobei  /{aa:),  f{ßa:)  lor  AbkfirsQOg  für /(sin  aar,  eoi  te)  und 
/(sin       cos  ßa)  gesetst  worden  sind. 

Dieses  eieprantr  Theorem  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 
Da  die  Gleichung  (1)  für  alle  Werthe  von  ar  =  0  bis  jc=:<x 
richtig  bleibt,  so  kann  man  in  derselben  auch  (xa:  für  a:  setzen, 

— 

sie  mit  e  da:  multipiiciren  und  zwischen  den  Gränzen  ^  =  0, 
jrs  00  integriren,  wodurch  man  erhäl| 


Auf  der  rechten  Seite  kaajB  man  die  Werthe  aller  Integrale  ange- 
b«D,  weaa  Biaa  aich  criaiiert,  daas  überbaopt  iiir  jedea  poaitiva 
^  nod  A 

n 


e    coa  AjfdSap  =  _f 


lat.  Ei  ergiabt  aicb  ao: 


Digitized  by  Goc 


153 


* 

nn4  wem  mn  ^  =  0,  iu^=/9  setzt  and  beide  Wertbe  subtrahirr, 

[l»a'     «'  M»!  Ca»«* -I- i*»  ~~ 2«^^ m*] 

IMese  GleichuDg  soll  mit  du  mnitiplicirt  und  zwischen  den  Gränzen 
«f  =  0  ipid  u  =  <x>  integrirt  wenleo«  Auf  der  linken  Snite  aUbit 
dann  das  Doppelintegral 

■ 

md  aof  der  rechten  eracbeiot  eine  Reihe  von  Integralen,  weleb« 
•iBBtllch  unter  der  Fora 

wo  »  f(nnz  und  positiT  ist,  enthalten  aind.  Nun  giebt  die  unbe- 
atimmte  lotegration  *  ' 


4/— 


r+1 


and  dnreh  Einfiihmng  der  Gränswortho  fpssoo^  «a=0  findet  Bin 
alao  den  Werth  des  Integrales  nnabhängig  von  «.   So. wird  nun: 

—  -f-  ^.     .i,  + . . .  .J 

=  i<|-)V(0)-^o), 

wie  van  iogleieh  erkennt,  wenn  man  in  der  Glelchnng  (1)  af=0 
aetzt. 

Das  obige  Doppcl ititegral  nach  a:  uod  u  gestattet  aher  noch 
eine  Umforaiung}  iiisimiich  dadurch,  dass  muu  die  Ordouug  der  In- 
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regratHiD^li  nakelirt  ttod  »uent  nmah  m  iDtegrirt;  dasielbe  wtr4 
dann  ,  '  - 

« 

Wir  kab€B  dtber 

/i"tA««)-/V»)lf =4<t)'W0)-^.1  (») 

nd  dieüs  war  das  za  beweisende  Theoren  in  (2.). 

Einige  Anwendungen  desselben  sind  folgende. 
Für  jede»  beliebige  a:  und  ein  r,  dessen  abaoluter  W«itli  di« 
Einheit  nicht  übersteigt,  gilt  die  Gleicbnng:    *  # 

-f-  2r  cos  lar-l-  r*)  =  y  coi^— -g-  cos2«H--g-  cosS«  — etc. 
Wir  haben  daher  Tur /{jr)=4|ri+2r  coior+r*), /rO)=:/(l+r) 

Da  r<l,  10  köAMD  wir  rssy  Mlsei,  w^a  f  ^1  ist»  «od  b»- 
Feroer  riod  die  Reiben  bekmBt: 

911-1  C9^w  =  (Sis)»  eoe 2«» (2«),  cea(8« — S)jr + -§-1(8»). 
ii3«co8*«+i^=(2*-4- 1  )o coi(a«4-l)^-4-(2»-i- 1),  cos(2»—  l).r-^ ..^ 

Wir  baben  daher  für  die  erste  =s|(S<»)yi,  fär  die  sweite  ^«=0 
und  jiacb  (3)  die  beiden  Intefraie 

< 

«der: 
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« 

tö  4an  %h9  d«r  Werth  des  swviira  IitvgniM  ?ob  <•  «ntUil«* 

Man  könnte  ein  ähnliches  allgemeines  Theorem  wie  das  in  (3) 
für  solche  Functionen  uufzuatellen  versuchen,  welche  sich  nach  dea 
Sinus  eine«  vielfachen  Bogeni  entwickeln  lassen,  so  dass  z.  B. 

die  AftnahBe  wSre.  Mon  «elangt  aber  «n  ketoeai  elegwiten  Reaal« 
tet,  da  sich  aot  der  Tonieiieoden  Reihe  4m  Snne  der  C?eefficlea. 
ten  eUeio 


•  •  •  • 


nicht  finden  lässt,  wie  dless  bei  der  Reihe  (I)  der  Fall  ist,  weoQ 


Einige  Bemerlnnigeii  Ober  die  ReilieD,  mit  be- 
sonderer Hinweisung  auf  die  Exponential-  nnd 

Binomialreihe. 

Von  dem 
Heirn  Doctor  Barfuss 


§.  1. 

Die  l^iangel,  welche  den  Demonstrationen  der  älteren  Mathema- 
tiker  hier  und  da  noch  eigen  sind,  mussten  natürlich  bei  den  Nacb> 


*)  Die  Integrale  (4),  (5)  und  das  obige  (7)  für  den  Fall  7>s=0  ergeben 
sich  aus  den  interessanten  Betrachtungen  des  Hrn.  Prof.  R^abe:  ,,Ucbcr 
die  Suinmation  harmonisch  periodischer  Reiben  etc."  in  Crelle's  Journal 
Band  31.  Die  Benierkiiog,  data  jene  S  Integrale  den  gemefauebafklicheB 

Feeter  |l^-£-y  haben,  Teranlaaale  die  Anisubong  dea  allgeneieee 
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folgern  mannigfaltige  Bestrebungen  anregen,  die  Theorie  vor  jeden 
denkbaren  Einwurfe  sicher  zu  tftellen.  Bei  den  Reihenentwickelu»» 
g€B  waren  es  vorzüglich  die  BedingangeD  der  Convergenz,  die  mmn 
einer  weit  gründlicheren  Betrachtung  unterwarf,  als  vorher  gesche- 
hen war»  uod  man  scheute  in  dieser  Beziehung  keinen  Aufwand  an 
Rechnungen,  um  der  Theorie  den  vermissten  Besitz  nicht  länger 
Torzneotbalteo,  beiondlws  da  nwn  anf  die  Meinung  verfallen  war» 
dasa  nur  convergirende  Reilien  anf  analytiaebe  Geltung  Anspruch 
haben,  während  divergirende  von  allem  onnlytischen  Gebrauche 
auszuscbliessen  seien.  Kamen  durch  den  Gebrauch  der  lelzterea 
fehlerhafte  Resultate  zum  Vorschein^  so  wurde  der  Grund  lediglich 
anf  die  INverffenz.  d.  b.  auf  den  veroacblässi^teo  Rcet  geiclioben, 
und  in  der  TTiat  fehlte  es  auch  nicht  an  Beispielen,  wo  dnrcb  Bei- 
bebaltUDg  des  Restes  richtige  Resultate  erhalten  wurden. 

Bei  allen  diesen  Bestrebungen  aber  scheint  es  mir,  als  oh  man 
eine  bei  den  Belben  weeentliehe  Onteraebeidunff  viel  au  aebr  ver- 
nachlassigt.  habe,  woraus  allerdings  viele  Fehler  erklärlich  werden 
können,  die  man  auf  die  Divergenz  schieben  will.  Ks  ist  näm- 
lich wohl  zu  unterscheiden,  ob  eine  Reihe  bloss  eine 
i!>umme  unendlich  vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  ISnt- 
wiclieinng  einer  Ftfnetion  sei.  Convergirt  die  Reibe«  lo  Itann 
aie  freilicb  nllenal  als  Entwickelung  einer  Function  ibrer  nllgea^ei- 
■en  Grösse  ongesehen  werden,  aber  diese«  ist  nicht  immer  der  Fäll, 
wenn  die  Reibe  divergirt.  Dieses  will  ich  jetzt  au  ciuem  Beispiele 
erl&utern. 

Man  Iftttgnet  die  Richtigkeit  dea  Audmclts: 

I.  — •^sscna«-|-cor2id?+cos3jr-f- .... 

weil   diese  Reilie  divorcfirt  und  unterstützt  die  Behauptung  unter 

andereu  mit  toJgeudeiu  Gruudc.  Man  findet  die  Summe  der  endli> 
eben  Reihe: 

'mm                 .          o       .           .  I    .  Sin(«-f-4)x 

II.  eo84r+coi8;dr-|-....+co8Ms— i-l  o^,,, ^^~^» 

worauf  aber,  wenn  u  =  qc  genonimen  wird,  der  Ausdruck  I.  gar  nicht 
folgt.  Aber  dieser  Schluss^  welcher  vollkommen  richtig  sein  würde, 
wenn  die  Reihe  eine  convergente  wäre,  läast  sich  auf  divergirende 
Reiben  gar  nicht  anwenden.  Denn  die  Reihe  I.  hat  liein  letitea 
Glied,  welches  durch  cos  oe  ausgedrückt  werden  köunte,  sondern 
sie  involvirt  über  dasseibe  liinaus  als  ihren  Rest  noch  die  Reihe 

cos(ii  4- 1)* -f- cos  (» -fr- 2)x  H- . . . . 

in  welcher  uns  ob  ist  Dieselbe  ist  abersials  eine  fintwickelnng» 
und  zwar  von 

sin  (fr -4- 

wie  man  sieb  ganz  auf  dieselbe  Art,  nach  welcher  die  Formel  1. 
gefunden  wird,  Meht  überseoffen  icnnn.  Daher  gestaltet  sa^  Üt 
jeden  Warth  vom  m  die  Reihe  1.  so: 
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coaorH- co8  2^....-f-coi<M?— — zua^  — 

welches  eben  der  Ausdruck  in  II.  ist. 

Alan  wird  liiernach  einselien,  was  es  heissen  soll,  dass  man 
^  einen  Unterscbied  zwischen  blosser  Summe  uud  I'Iotwickelung  za 
macheD  babe.  Beide  fallen  bei  eoovcrgirendca  Reihen  snsanaen« 
Bat  man'  Irgend  eine  entwickeile  Reihe: 

* 

und  man  will  hieraus  die  SumM  einer  endlichen  Ansahl  ihrer  er- 
sten Glieder  finden,  nämlich 

so  kommt  es  darauf  an,  diejenige  Function  9>(;r)  zu  bestimmen,  ana 
welcher  der  Rest 

entwickelt  werden  kann,  da  danv 

ift.  Dieeea  fnlt  Ar  convergirende  Reihen  eben  ao  gut ,  ata  für  dU 

vergireode,  allein  wenn  bei  den  ersieren  n  =  3o  ist,  so  verschwin* 
det  der  Rest  tp{a:)  und  man  erlihlt  S  =/{:r).  IWi  den  divcrpiren- 
(len  Reiben  aber  verschwindet  ^(.r)  f^ep^eo  «Si  auch  daun  nirlit,  woun 
msszQo  ist,  daher  man  auch  nicht  erwarten  darf,  dass  S  =  /'(jc) 
werde. 

Indem  sich  nun  die  Ansichten  so  gestalteten,  wie  sie  hent  zn 
Tage  vorliegen,  wollten  die  älferen  Methoden  durchaus  den  An- 
forderungen nicht  genügen,  die  uiau  an  die  mathematische  Darstel- 
lung machte.  Beiondera  war  ea  die  Methode  der  unbeBtimmten 
€}oeilicienten ,  welche  von  allen  Seiten  her  cbicanirt  wnrde,  und 
heut  zu  Tilge  kommt  man  gleich  in  den  R.ins;-  oines  mathematischen 
Bettlers,  wenn  man  nur  einiges  Vertrauen  auf  diese  .Methode  laut 
werden  laast.  Ohne  in  dai  Weaen  deraelhen  einandringen  und  die 
ihr  ,gans  fremdartigen  Schwächen  an  beaeitigea,  an  welchen  viele 
liiere  narsiclluns^en  leiden,  bat  man  sie  als  ein  meist  friiglicties 
Werkzeug  bii  vSeiic  geirgt  und  anderen  Kut wickrlung-snietlioden 
den  Vorzuff  gegeben.  Ob  nun  die&e  ohne  Schwächen  sind,  davon 
iat  nicht  die  Rede.  Die  GrenzMclhode  erscheint  freilich  nia  eine 
vollkommen  etrenge,  aber  wa«  berechtigt  uns  denn,  aie  in  die  Arith- 
metik da  einzuführen,  wo  es  der  Kntuickelung  einer  Form  aus  der 
anderen  f^ihi  Kioe  Grosse,  welche  über  jede  Grenze  wachsen  soll, 
iat  eine  unendliche,  man  mag  nun  hierbei  den  Ausdruck  gestalten, 
wie  man  will.  Mag  man  auch  in  jeder  Zeile  wiederholen:  ,,je 
ccrÖBser  /»  wird,  desto  mehr  nähert  sich  /{x^n)  dem  7^(.r);  die  Ab- 
ieitunj;  der  Form  yf.f)  aus  der  Crform  gescliiclit  doch  mit  Hülfe 
eioer  fremden  Grösse  m,  welche  eben  deshalb  aus  dem  Resultate 
venehwindet,  weil  aie  nnendlich  wird. 
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Auf  diese  Art  der  Betrachtung  sind  wir  überall  hingewiesen, 
wo  in  der  Geometria  oder  ia  der  «latbanatiBeheD  Phyiik  daa  Da- 

gleicbfönaijre  mit  dem  -Cleicbförmigen  za  Targlaichaa  ist.  Wir 

können  z.  B.  den  Bogen  mit  der  Abscisse  nur  in  den  unendlich 
kleinen  Tbeiien  unmittelbar  vergleiciien,  gelangen  aber  dadurch 
stufenweise  zur  endlichen  Vergleichuog  mit  Uült'e  der  Summation 
aotefaer  Reihen,  die  keine  Entwickeinngen  sind. 

Aber  in  der  Arithmetik  bilden  wir  auf  syuthetisclicm  Woire 
Fora  aus  Forai  obna  Znaiekuog  des  Loeadücbeo.  Wir  gebrauchen 

m 

also  diaaea  Mittal  siebt,  vn  a.'B.  för  den  Ausdniek  I/o*  die  Form 

«r"  zu  reclittortigen,  worin  soll  nun  die  Notbwendigkeit  begründet 
sein,  duBs  die  Bntwickeluog  von  cinzir  und  uliein  durch  die 
Grenzmethoda  aiaa  alebera  Baaia  erhaltaf  Rb  weriigsteoa  kann  aa 
keinen  Tmbau  der  Aaalyais  auf  dieser  Grundlage  glauben. 

Doch  wir  wollen  über  die  Zulässigkcit  der  Methoden  niolit  wei- 
ter streiten,  meine  Absicht  ist  demnächst  die  Rechte  der  Metbode 
4er  iinbestiaaiteB  Coeffieieataa  su  fartbcidigen  nad  ihre  wahre  Be- 
deotnng  zu  erklären.  Dieses  will  ich  vorzugsweise  an  der  Bxpo- 
nentinlreilie  thun  und  dabei  zugleich,  um  allen  Vorwürfen  zu  ent-  . .. 
geben,  strenge  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  der  Convergenz 
nehmen. 

f.  3. 

Die  Metbode  der  nabestiaiaiteB  Coeffieleiiteo  lat  sleiehaaai  eiae 
iadirecte  Kotwickelung  und  kommt  allentbalbea  la  ia  Anwen- 
dung, wo  die  directe  Entwickelung  zu  schwierig  werden  würde. 
Die  Ableitung  der  Binomialreibe  für  ^anze  positive  Exponenten  aus 
Combi natorischen  Gesetzen  ist  eine  directe  Entwiekeloag,  die  aleb 
namittelbar  aaf  den  arilhmetisahea  Satz  von  der  Muliiplication  com- 
j)lpxer  Factoren  griindef.  Ks  wird  wohl  Niemandem  im  Krnst  ein- 
t'ullen,  für  diese  Kutwickelungsweise  diejenige  Demunstratiun  als 
eine  bessere  substituiren  zu  wollen ,  nach  weicher  man  die  Foroi 
«lar  .Reibe  ab  auerat  gegeben  aaaiebt  and  Baebber  ibre  Saaiaie 
aaebt. 

An  diese  Kntwickelung  scbliesst  sich  äusserst  leicht  eine  aweite 
für  ganze  negative  Fxponenten  an.   Man  hat  nämlich 

alsfi  da  der  binomische  Lehrsatz  für  ganze  positive  Exponenten  be* 
wieaeo  ist: 

(l+^)-^==l-a»(i).p;^+aiCo.^^-aici)  ^j^^ 

wo  die  BedeutuBff  dea  Aaedracka  ai(r)  bekaoat  ist  Da  bbb  iibar- 

haupt 
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.(lH-a:)7  (l-f.jr)y»  -  , 

M  erhält        wenn  mn  4ieM  Umbildsiig  in  jeden  Glinde  »aebt; 

Aber  weil  licb  lehr  leiclit  beweiteo  laut,  desi 

•^r)      «r(r-1)  =S      Hh  l)(r)  , 
•o  liat  mao        *  '  . 

I 

(1  +  =  1  -  JW(y  ^  +      -I- 1  )l2) .  jqp^  —  («» -h  l)(a) .  (71^7^}» 

^  Wiederholt  man  dieselbe  Umbtlduoff  hei  ailea  Gliedern ,  die 
■oeb  deo  Divisor  1+«  beben,  iq  erbält  Beo  fereer: 


Fibrt  oiaD  to  fori,  bii  eien  tu  eioea  Glied  nit  den  Factor 

S;ekomroeD  bt,  das  aber  den  Divisor  1  -f-o?  nicht  mehr  bat,  so  fin- 
et  sich:  ' 

(I  +        =s  1  —  «CD« + (ss + 1)«)^*  —  («I  -I-  2)(i)^' . . . . 

d=  («I  -h  r  —  l)(r)^S  0 

-wosn  aber  noch  der  Rest 


(»I -|-r)frH-l  )•*"''**■' ri    'Olh^l  .  f/'— I.//»— 2  .r' 

 —  xy-^z^r^'TT-z-^- 


itBcnkonaien  anias,  na  TolTft^ndig  «q  erhaUen.  Da 

die  in  der  Pereatheie  enthaltene  Reihe  sieb  der  1  um  sn  mehr  aft- 

liert.  je  frr(>s<!pr  r  ist,  sn  koartst  die  Bediagong  der  Convergens 
vorsügUcu  auf  deo  Ausdruck 

(»I  -Hr)(r-H)X>^» 


sariiek,  und  m  Iftsst  sicli  leicht  zeigen,  dsas  wenn  derselbe  anfenn 

Mch  einen  bedeutenden  Werth  hat,  er  doch  endlich  schneller  an- 
nimmt,  als  die  Glieder  einer  geometrischen  Reihe,  deren  Exponent 
irgend  ein  echter  Bruch  iat,  venu  auch  x  ein  solcher  ist.  Daher 
ist  für  alle  positire  oder  negative      die  kleiner  alt  1  nind, 

(1  ^  se)r^  =  1  —  «rcijar     («H- —  («H-  .... 
was  alt  der  Form 

!-♦-(—  (—  «»jwa:»  -i-  (—  «fj^.»'  .... 

Ilbereittkoniniti  Ich  meine  aber,  die  Entwickelong  aei  richtig,  uock 
wenn  jr^l,  und  statt  einer  lolcbeu  Bntwi'ckeittug  laiie  sich 
überall  nur  (1  •+-  or)-*"  setzen. 

» 

Eine  Entwickelung  derart  nenne  ich  nun  einedirecte.  Wird 
dieselbe  sehr  verwickelt  oder  erfordert  sie  bedeutende  Vorhercitqn- 
gen,  so  tritt  oft  die  indirecte  Hntwickelung',  d.  h.  die  Methode  der 
upbestimmten  Coeflicicnteu,  als  Vermittlerin  ein.  Dieselbe  mu»8 
aber  nothwendig  die  Form  der  Reihe,  deren  Coeffieienfen  sie  be- 
stimmen will,  ulü  hinlänglich  durch  analytische  Wahrheiten  begrün* 
det  vorfinden.  So  folgt  leicht  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes 
für  positive  Exponenten  und  durch  die  gewöhnliche  Division,  davs 
der  Ausdruck  (1  +  x)-^  eine  Heike  von  der  Form 

1  -H  Aix^x  -f-  A{%^x^  -f"  

geben  muss,  nnd  durch  die  analytischen  Eigrensehafteu  dieses  Aus- 
druckes, die  nothwendig  uucb  der  ftcihe  suKommen  müssen,  findet 

sich  din  Helution  der  roeflicienten ,  wornach  sie  gegenseitig  von 
einander  abhängen.  Der  Wcrib  von  A[X)  wird  sich  aber  dadurch 
noch  nicht  finden  lassen,  -derselbe  muss  vielmehr  unmittelbar 
ans  directer  BntwiekHnn^  hervorgehen.   Diese  Bemerkung  ist  für 

tSacIic  von  Wichtigkeit;  die  Methode  der  unhestioimlen  CoefB- 
nten  iindet  zunächst  immer  nur  deren  Relation  und  nicht  ihre 
absoluten  Werthe;  sie  fludet,  wie  alle  übrigen  CoeHicienten  vom 
ersten  obbängen,  ab«*r  durchaus  nicht  den  ersten  selbst.  Oftffeilieh 
nehmea  wir  den  ersten  Coefficienten  gleich  von  vorn  herein  richtig 
an,  wie  z.  H.  hei  Uö'»t"'»>tP"''"i>vickelungen. 

Ucberlegt  man  so  mit  Klarlieit  den  (iang  der  Schlüsse,  so  fällt 
der  Zweifel  sogleich  hinweg,  ob  wirklieb  die  Entwickeluuff  mit 
der  entwickelten  Function  identisch  sei,  ob  beide  nicht  vleTmebr 
Bor  die  syntaktisclic  Eigenschaft  gemein  haben,  vermöge  welcher 
die  Relation  der  Cdeflit  ienten  bestimmt  wurde.  Die  Form  der  Reihe 
ist  nachgewiesen  durch  eine  Botwickelsng,  welche  zugleich  dcnje- 
pigeo  oder  auch  diejenigen  Coefficienten  gab,  von  welchen  die  Ue- 
Stimmung  aller  übrigen  ahhiingt,  und  aus  den  syntaktischen  Eigen- 
schaften der  Function  bestimmten  sich  zuletzt  alle ' jenu  fibrigea 
CoefHeicnlen.    Was  verlangt  man  da  nun  noch? 

Ick  wüäste  nicht,  was  die  neuere  Auulysis  dem  entgegensetzen 
mollle,  als  die  Beschuldigung,  dsaa  man  mit  einer  Beibu  operire. 
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?OB  der  Man  noeh  nicht  weUi,  ob  sie  convergirt,  und  bei  der  man 
folglich  den  Resl  beachten  nÜMe,  der  freilich  unbekannt  ist.  Wenn 
ÜMw  BiBWwf  «tatB  SiiD  l«k6B  mII,  «tote  «Ra  MaioMf^  tnm, 
4as8  dnr«h  die  Varaachl&HigiM  daa  Restes  ein  fehlerhaftes  Bat. 
wickeluD^sgesetz  6:efunden  werden  könnte.  Allein  hier  fragt  man, 
ob  dann  nicht  dieselbe  Gefahr  such  bei  conVergireoden  Reihen  vor- 
handen sei,  dann  der  Rest  bat  ja  immer  dieselbe  Form,  die  Reihe 
■Mg  aoBvargiraii  oder  diverguren.  Wir  müaetaB  also  die  Methoda 
der  unbestimmten  Coefficienten  auch  hei  convert^ircndcn  Heihen 
fiillen  lassen,  aber  dann  sind  jene  neuen  so  hoch  gepriesenen  Me- 
thoden nicht  besser  daran.   Diess  würde  z.  ti.  mit  der,  namentlich 

CiMliy  gvibtoB  SiMUÜaMMllKii»  der  Fall  taiB,  walaha  Bock 
ibardiaM  dem  synthetisebaB  «dar  pragrassivcB  Vaitnige  der  Mathe- 
matilc  zuwider  ist.  Wenn  so  grosse  Männer  vermöge  der  Gewalt 
ihres  Geistes  einen  Stoff  nach  Belieben  formen  können  und  zu  fur- 
flien  sieh  erlauben,  so  kann  damit  noch  Bicht  gemeint  sein,  dus^ 
iBlaha  GalHlde  filr  ain  wiasenschaftliohes  Sjatam  sich  idiiaken. 

Obschon  es  sich  kaum  der  Mühe  lohnt,  weitläufiger  von  dieser 
Sache  zu  reden,  so  will  ich  dieselbe  doch  noch  ein  wenig  weiter 
Terfolgen  und,  um  mich  auf  ein  bestimmtes  Beispiel  zu  bezieben, 

1 -f- «O)« -f- + «W*' -I- ....  =/(«■) 

wihlen,  deren  Charakter«  bekannt  lind,  und  fÖr  welcba  lich  die 
Convergenz,  die  in  allaa  Fillen,  wo  .r<rl  ist,  statt  findet,  kawai* 
aea  liMt.  Malti^iairft  maa  lia  ait  «iaer  fthBlichan  Ralba 

1  -I-  «(1)^       «(8)**  -f-  «(1)^'  -+-....  =/(«), 

80  fiadet  man  mit  HÜlfa  einer  vorher  nachgewiesenen  Bigenechaft 
der  Binomialcoefßcienteo,  dwa /\m)X =  f{m -i-n)  sein  muss. 
Hieraus  und  mit  Hülfe  der  speciellen  Werthe  /{\)=l-^jc  und 
/i(0)=l  fiadatBiaB  alsdanB,  daas  überhaupt /(i3i)=(lH-.r)"  iit.  Wer 
steht  mir  denn  aber  dafür,  dass  in  das  ProdBct  beider  Reihen  kaia« 
Störung  in  das  Kntwickelungsgesetz  gekommen  sei?  Antwortet  man 
aber,  dass  der  weggelassene  Rest  nur  die  Entwickelung  einer  jeden 
Reihe  in  gleicher  Weise  weiter  geführt  haben  würde  und  da^s  im 
Prodacta  alle  Glieder  ait  eiBarlei  Potassan  Yallstandig  anaaMea- 
gaitellt  seiea,  so  frage  ich,  warum  das  nicht  eben  so  gut  für  diver- 
'  girende  Reihen  gelten  soll?  Wenn  man  jede  Reibe  einmal  abbricht 
und  dann  das  Pro(|uct  macht,  so  werden  die  letzten  Glieder  dessel- 
htm  immu  foblailiaft,  d.  b.  tia  iiad  aieht  aaeb  daaialbaB  Gesetz 
gebildet,  wie  die  ersten,  aber  sie  ergänäea  aieb  aus  den  Produc* 
tcn,  welche  die  Reste  zu  Factoren  bnben ,  wenn  dieselben  weiter 
entwickelt  werden.  Dieses  geschieht  aber  auf  gleiche  Weise  z.  B. 
in  den  obigen  Reihen,  a:  mag  grösser  oder  kleiner  als  1  sein,  denn 
dia  ftaata  siad  in  allen  FälTaB  diaealb«  FaBctioBifonB  aad  gehea 
alao  auch  dieselbe  Entwickelung. 

So  scheint  es,  als  ob  die  Schwierigkeit  nur  mit  Gewalt  herbei 
gezogen  sei,  oder  dass  sie  sich  auf  die  Meinung  gründe,  dass  di- 
Tergireada  Keibea  mm  ABadficke  n^it  gewieeen  ijataktischen  Bigea- 
Schäften  seien.  Siad  sie  daan  nicht  zugleich  auch  charakterisch 
filr  die  Fnaatiaa,  wofBna  lit  «BtiiiriBgan,  d.  b.  kaBB  dieaalbc  vall. 

»MIT.         ^  11 


m 

« 

Btäidig  bectimnte  Reihe  «us  verschiedenen  FunetioDileriBen  ent- 
wiekelt  werden! 

Jene  ans^edeutete  Demonstretioe  Caucbys  für  den  binomischen 
Lehrsatz  scheint  mir  auch  mit  dem  Namen  einer  Summirnnt^  ^r 
nicht  richtig  bezeichnet  zu  sein.  Iss  wird  von  den  Eiffenschalten 
4er  Reihe  avf  die  Fnac^en^  Mriick|peaehlossen,  um  welefier  fie  ent> 
wickelt  werden  kann.  Die  §nnae  Deaenrtration  ist  so  {^ehalten, 
dass  die  Beding'ung  der  Convers^enz  gar  nicht  znr  Sache  gebort, 
dass  sie  auch  ohne  diese  Rücksicht  ganz  dieselbe  bleiben  würde, 
wenn  man  nor  itaU  dea  Anadruckea  ^r  Snnaie  den  allgemeineren 
der  Bntwickeinng  sn  anbelitBiren  beliebte,  d.  h.  wenn  man  die 
Frage  so  stellen  wollte:  ans  welcher  Function  kann  die  so  gehiU 
dete  Reibe  entwickelt  werden?  VnA  wie  gross  ist  nun  der  Unter- 
schied dieser  Metho|le  von  der  der  unbestimmten  CoefUcienteo,  wel- 
che nicht  TOtt  4en  Ri^enaehnfiben  der  Ooeffieienten  einer  Beihe  auf 
4ie  entwickelte  Function,  sondern  umgekehrt  von  den  Figenschaf- 
ten  der  FuactioB  auf  die  CeefificientoB  urer  fiatwickeinng  aebUeaatI 

f  5. 

Die  Convergeni:  oder  Divergenz  liat  auf  das  Fntwickelungsge-  - 
setz  gar  keinen  l^inüuss;  sie  wird  aber  alsbald  erkannt,  wenn  die 
Reibe  vollständig  ist.   Zu  solcher  Erkenntniss  lässt  sich  aber  mit 
weit  weniger  Anfwnnd  von  Recbnangen  gelangen,  nla  gewAbnlich 
geadiieht,  denn 

von  der  aus  der  Function  /'(.r)  entwickelten  Reihe 
weiss  ich  allemal,  dass  sie  convergirt,  wenn  ihre 
Glieder.bia  zum  Verachwinden  klein  werden. 

Dieses  will  Mi  jetat  so  begründen  aMbcn. 

Ba  aei 

wo         den  Rest  bezeichnet.   Auf  |^leiche  Weise  hat  man  dann 
woraus  sogleich  folgt 

■ 

Unter  der  ffCMcbten  VonMsnetsnng  ▼efacbfrlndeC  also  die  Wt- 

■ferenz  zweier  Nachbarreste  immer  mehr  und  mehr,  je  höher  man 
in  die  Reihe  geht.  Desahaib  varscbwinden  entweder  die  Beate  aelbat 

nnd  dann  ist  die  Sache  klar. 

Will  man  aber  annehmen,  die  Reste  verschwinden  nicht,  aa 
müssen  sie,  wenn /(dr)  nnd  alle  Glieder  seiner  Bntwickelung  end« 
licli  ^^irui,  selbst  nur  einen  endlicbeo  Werth  haben.  Zugleich  wer* 
den  sie  aber  auch  im  Fortgange  der  Reihe  ^  zu  Folge  der  Voraus» 
Setzung  immer  kleiner.  Denn  sind  alle  Glieder  der  EntwickeluDg 
poaitiv,  Bo  aaigt  die  Gleichang 

-Ät»-«  —  ^)  Ä  ^W»  dasa  H^m)  <  •'Wi)  <  ^m)     »•  w. 

» 

Weehieln  «lier  dia  VeiaeiebM»  ao  liMm  muk  wagaii  dtt  VcitM* 
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aetzung  positive  Gliedergroppen  bilden ,  die  bis  zum  Verscbwinden 
abnebmen  ,  uud  man  erhält  dann  eine  Reihe  positiver  Glieder,  für 
welche  wieder  dasselbe  gilt,  wie  vorhin.  Auch  lässt  sich  der  Schlustr 
Meht  «if  des  Falt  mmiMm«,  w»  aH«  Itfhti^o  Oliadar  4er  Ren« 
■egativ  nnd. 

Hieraus  folgt  aber  mit  Nothwendigkeit,  dass  wen^  <fie  Reste 
cadlicfa  bleiheo  aellten,  sie  sieb  eioer  constanten  Grösse  C  ohoe 

mm.  M  richtiger,  je  grösser  n  wire,  also  aach  die  Giciehaag 

um  80  richtiger,  je  grösser  n  wäre.  Ich  finde  also  jetzt  dieselbe 
Raiha  catt?argiraDd,  tob  walehar  ich  'varhia  aaDabH,  dass  eia  di- 

vargirc.  Da  nun  aber  die  Reibe  eine  Entwickelung  von  /(.r)  ist, 
so  nähert  sie  sich  auch  ohne  Ende  dem  WerHie  voa  f(ae)  und  aicbt 
dem  von  f{a:) — C,  also  dass  C  verschwindet. 

Nimmt  man  an,  dass  bei  übrigens  endliahaa  Cliedern  4ar  Raiha 
die  Reste  nnenditch  wardaa,  sa  arasa  aaturlieh  anch  f{ae)  aaaadlich 
sein.  Diesen  Füll  könnten  wir  von  iioseror  Retracbtung  c^anz  aus- 
schliessen,  allein  es  ist  der  Sache  angf'uiessener,  den  Begriß'  der 
Convergenz  auch  darauf  auszudehnen.  Der  Rest  verschwindet  näm- 
lich hier  olaht  ahiolat,  aaadara  iai  Vergleich  saai  Wcrtha  fon/(^j, 
■ad  weil  dieser  naendlich  ist,  s»  roass  man  aalQriiah  den  Rast  hia 
ins  Unendliche  hinausrücken.  Es  ist  noch  immer  ein  grosser  Un> 
tersehied  zwischen  einer  divergirendcn  Reihe  und  einer  solchen, 
.  deren  Summe  uneodlich  gross  ist.  Bei  der  arslcren  kann  von  einer 
Snmmirnng,  d.  b.  Zusammenrechnueg  der  Glieder  auf  keine  Weise 
die  Rede  sein.  —  Olivier  hat  in  einem  Aufsätze  in  Crellc's  Journal 
einen  ähnlichen  Satz  aufgestellt,  als  ich  hier,  allein  er  lässt  solrlie 
Reiben,  die  eine  unendlich  grosse  Summe  hüben,  au  dem  BegritVe 
dar  CoDvergeni  oiehc  Theil  nahaieB,  aach  redet  er  nicht  vaa  ent- 
wickaltea  Reihen,  sondern  setzt  dieselben  als  ursprünglich  gegeben 
voraus.  Ihn  sollte  eigentlich  der  Satz  zu  der  Kntscliridunir  führen, 
ob  die  Samrme  einer  gegebenen  Reibe  endlich  oder  unendlich  sei, 
und  das  kann  derselbe  nicht  leisten. 

Dach  wir  wollen  ans  dabei  nicht  länger  aufhalten;  wir.«ehen, 
dass  wenn  f{a:\  einen  ondliclien  Werth  hat,  der  Rest  seiner  Knt- 
wtckelancr,  deren  Glieder  wir  endlich  voraussetzen,  auch  nur  end- 
lich sein  kann.  Werden  dann  noch  die  Glieder  der  Reihe  über  ullu 
Grinsen  klein,  aa  canvergirt  eia,  nad  diese  Wahrheit  ilherhaht  uaa 
vieler  nutzlosen  Recbunngen  and  bringt  uns  auf  ein  fr^nndlicheres 
Feld  d»"r  Wissenschaft,  wenn  wir  nur  unahlässlioli  die  einzig  ihrem 
Charakter  euts|irechende  Methode,  die  der  Kntivickelungen  nämlich, 
sie  seien  direct  oder  iodirect,  verfolgen  wollen.  Für  jene  Kehler, 
die  man  doreh  den  Gebrauch  divergtrender  Reihea  heliaaiMan  ha- 
ben will,  werden  sich  .sicherlich  bessere  Erklärungsgründe  nuflin- 
dea  lassen,  als  die  Divergenz,  nnd  die  Wissenschaft  wird  aus  den- 
selhfMi  einen  grösseren  Gewina  ziehcij,  als  durch  alla  Üntersuchuu* 
gan  über  die  CaaTergena. 


164 


f.«. 

Ich  koMB«  Dnn  noch  xor  EDtwickeluD|^  der  Eatpon— tiilieifct» 

für  \relcbe  ich  nur  die  Gültigkeit  der  Binomialreilie  bei  ß^nnzen  p«* 
sitiveo  und  negativen  Exponenten  vorauuetze.  Ist  sie  für  solche 
Exponenten  entwickelt,  to  läsit  sich  ihre  Allgemeinheit  sehr  leicht 
darlhoii  und  darani  dann  rückwärts  auf  die  allgemeioe  GfiltiffkeiC 
der  Binomialreibe  schliessen.  Ich  meine  gerade  nicht,  dass  auf  die- 
sem Wege  etwas  Wesentliches  gewonnen  werde,  obschon  man  da- 
hei  auch  nichts  einbüsst;  nein  Zweck  ist  nur,  die  Methode  der  db- 
hwtinIcB  CoeffieieDteB  in  eiv  klarei  Licht  mn  Mticn. 

Die  BntwickeluDpf  der  Exponentialreihe ,  die  ich  hier  g^he,  ist 
keine  andere,  als  die  von  Toibaut  in  der  allgemeinen  Arithmetik 
angedeutete,  aber  nicht  bis  zu  den  Anforderungen  der  neueren  Ma« 
thematik  durchgeführte.  Sie  besteht  lediglich  in  einer  anderen  Ab- 
ofdBBBg  der  BiaeBielreihe.  Ib  mß  eelae  iefc  «sssl-f-A  «ad  efMIe 

Blie  WBBB  ttfc        =    letie:  . 

a»'=:l-f-*/?H  ^2^3^  U%.%  ß*-^"" 

LSfB  ich  hier  die  FecaltiteB  aller  Glieder  «Bf  Bad  heseMhae  darch 

C(ß,)  die  Stmm»  aller  Predade  tB  je  r  Faeterea  aai  des  Zahiaa 
foa  1  hie  fli,  so  wird: 

1 

« .  «r -h  1 = j?* -f- Cjd)  jr 

1  i 

1  t  s 

^ .  4?  + 1 .  ^-1- 8  •  4^  H- 3  8s>«  4- C^U«* -i- C):!)«* -I- Cl^}^ 

B.  8.  w. 

Stelle  ich  bbb  hier  alle  Glieder  susammen,  welche  gleiche  PotaBsea 
TBB  je  eathaltea,  lo  hekoMne  ich  die  aeae  fiatwidielaBg: 

^  =  1  + 1/»  +       +  .^z»' +  ife*' +  •  •  •  •  1  f 

1  S  t 

fip  t-  4  P  1- ^^jP  "»"^.s.eP  ■•■••••Ii. 2.x 


o.  s.  w. 
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WM  wir  kilner  mi 

beseichDen  wollen.   Hier  iit  onn 

1  t 


r  • 

^  «  4- 1 .  «4.  2 .... «  +  r** 

Dabei  ist  aber  noch  zu  bemerken,  dass  diese  BntwickelnDg  so- 
wM  Ur  mmMto  »It  aoeb  fir  Begatife     ^plt  M  lotitormi  naai 

twar  die  Reibe  eDdlicb  abbrechen,  indem  sich  aof  (1 — ß)*  re- 
docirt,  allein  da  dann  alle  Glieder  der  Reihe,  welche  man  nach 

Sleicbem  Geseu  über  das  Glied  8'  hinaus  bildet,  der  0  gleich  wer- 
ea,  M  ist  die  PortfHbrung^  bis  im  ÜMBdliebe  imieriiiB  znlisaiff. 
lKe*BBtwickelaDg  ist  m  Bezog  auf  ae  eigentlich  schoB  tmI- 
ständig,  es  bedarf  bloss  nocb  einer  Redoction  der  Coefßcienten  ond 
der  Nachweisong  der  Convergeni,  üb  jetzigen  Anfordemngen  zu 

giBigeB.  Weil  «her  ilkeffkaapt  C(^e=i.2. 3 bb  wird 

Mit  MeiBeB  ebeB  BBijlfefltellten  Satse  darf  ich  eigentlich  die  Con- 
vergenz  dieser  Reihe  nicht  beweisen,  weil  ich  die  Function 
BOCB  nicht  keane,  aas  welcher  A  entwickelt  werden  kann.  Da 

iBdeeaea  ^s=s  ^.^  =   ^    für  alle  poaitif  e  i  eia  eebfter  BracÜ 

iii,  8B  ftllt  dU  Baiba  A  Mbaaller  ala  die  gäaaietriieba  p-^-f* 

4./}»-|.....  =  BBd  M  iit  falglieb  A<,k. 

Ib    A[n)    iel    dar    CaaflidaBt   dM    ^geaiaiBaB.  GliadM 

^«  f^rr^-^TZ^»  «•  ^  danialba  kleiaar  ab  der  €aeffi- 
cieat  f  OB  /l^  Ib  der  BatwickalBBg  tob  (1  — d.  b* 

r 


M 

Deaa  das  grösste  Prodnct  in  r(M+r-i)  iat  «.«-1-1  • 
BBd  H  •"'*=(<i-4-r-l)(r)  die  Aaiabl  al'. 

kr  Pradacla  iet,  aa  bat  bibb 

r 

C|»Hw| j  <  («  +  r 1  )(r)  « .  • -I"  1  •  •  H- 1 . . . .  4» -h  «*  —  1* 
und  daber 


m 

r 

woraus  obige  Behauptung  sogleich  hervorgebt.    Daher  sind  alle 

Gtiedrr  der  Reibe  kleiner  als  die  glei(  hzäbligen  in  der  Ent- 

wickcluog  ^"(1 — ß)~^t  und  folglich,  weil  hier  Couvergeox  atatt 
iindet, 


Also  sind  die  Glieder  der  Exponentialreibe  sämmüich  kleiner  ata 

die  gleichsühligen  in  der  Reihe  l+i^jp  |  |  2  i.2>t***'* 

da  diese  achoe  bis  ins  Uncndlicka  akaeh«e%  «o  darf  maa  nachy mei- 
nem obigen  Satze  aut  die  Cunvergenz  der  Kxpooeatialreihe  schlieaseii, 
da  die  Summe  Uernelben  au  l^ulge  der  UMwiekeLaog  Mcbto  anders 
als  0*  sein  kann. 

Bisher  haben  wir  directe  Eotwickelang  and  difiadike  ist  eic^aU 
lieh  in  SU  fern  schon  vollständig,  als  der  Werth  f dtt  ^  durch  die 
KeiLe  I.  schon  berechenbar  ist.  Da  ober  Ain) , . . .  A{n)  Functio- 
nen von  d.  \\,  von  u  &iad,  so  konnte  es  komaien,  das«  eine  ge- 
wisae  einiaeke  Relatiaa  awisefcan  den  GaafietoMtn  statt  MMa^  wel* 
i'be  aus  A  alle  übrigen  finden  Hesse.  Um  diese  Relation  auf  dU 
rectesi  Wege  an  entdeeken,  «issten  wir  üefer  in  die  Natac'4at 


Ansdmeks  C{m)  eingehen ,  allein  iim  dieses  zn  vermeUen,  bedienen 

wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  d.  h.  wir  su- 
chen die  Relation  der  Coefilcienten  A^  A(g^  ,,,,,  Ai/i}.  ^Vit^  die 
Bigcnscbuften  der  Function  a'. 

Wir  setzen  daher  4:  -f-  y  statt  b  iL  und  arhaltaa  diirek 
Aiiflöüung  der  Potenten  von  « +  y  leicht  folgende  neue  Anord- 
anng: 

n.  9k  w.« 

'  ,  -     . . .        ,     •  • 

wonit  ick  Beine,  dass  die  Entwicklung  nach  den  Potenx^n  von 
y  geordnet  sein  soll.  Aus  a'-*^^mFta  erkftit  naa  aber,  wenn 
man  für  «y  die  Entwickeinng  einietst: 

VI.  + 

Uier  meint  man  nun  gewöhnlich  noch  fernere  Dmbildun«'en  machen 
stt  müssen,  nm  an  beweisen,  daas  in  V.  and  VI.  die  Gneder,  wel- 
«  he  die  erste  Potenz  von  y  zum  Factor  haben,  wirklidi  gleich  sind. 

Irl)  hulte  diese  Bemühung  für  sehr  überflüssig,  denn  es  handelt  sich 
hier  nicht  um  eine  numerische  (Gleichheit  beider  Katwickelunsren, 
es  ist  ja  die  Frage  darnach,  weiche  Relation  zwischen  den  Coetii- 
eientra  A,  A(ß) ....  A{n)  statt  haben  BOis,  daait  die  EntwielMliuigen 
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in  V.  nnd  VI.  dnrcbaoa  idenüicb  werdeo.   Hierdurch  wird  ja  dit 
.  Identitit  der  gltiekgeUldeteB  €li«i«t  in  Uiden  Reihen  zur  uoMit- 
telharen  Bedio|;irag>.  Ihn  kftt  daher,  .'wenn  mb  die  Glieder  ebae 
f  vergleichli 

irie  BOlhweBdig.  Aladase 


1.2  -^Lt.!^ 
d.  B.  weDB  wir  wieder  etatt      die  Reihe  II.  einsetien: 

1.2  1.2.3 

nnd  folglich  J(i)=:A*f  ud|||=s^d^(g{)ss^*,  ^4l^.i£itf(l|s^*..*. 
fiberbaupt  A{m)z=:.A'*. 
Daiier  haben  wir 

«1      ^       il'gr»       ^»j»  ^«jr* 
¥n.  -^-»-7:2-  +  I.2.I  "•'1.2.1. 4"'"-*" 

wo  nun  die  Botwiclielung-  Tollständig*  ist.  Die  Gleichunr  A{n^ 
sszA*  fuhrt  Boa  sBgleicb  auch  zu  dem  schünen  Reaaltatei  dlisa 

1  .       •  's 


22. 


Ea  iat  nun  uoch  sb  beweiaea,  daaa  die  Reihe  VIII.  allgeaelB 

l^ilt.  Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  A  eine  Function  von  a 
Igt,  die  wir  mit  9(0)  bezeicbnen  wollen.  Setzt  man  statt  »f 
wo  m  eine  ganze  Zahl  iat,  ao  wird  ^(a^)  ana  9>(a).   Da  aber 

ao  aeben  wir  aogleich,  daaa  9(4^)  sm^«)  aeie  Maa.  Dieaea  gilt 
zanäcfast  für  ganze  positive  oder  negative  m,  kann  aber  leicht  BBch 
Qr  gebroehene  jb  bewieaeB  werdaa.  Mapi  bat  niüalicb 

daher 
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4.  b.  die  ExponeDtialreihe  gilt  Ar  alle  poiitiT«  odw  necatife  gsBi« 
oder  gebrochene  Wertbe  4m  El^Baiitatt.  Daber  gilt  tmäk  ^ 
Reihe  1.  für  jeden  Werth  von  je,  nnd  wenb  man  sie  wieder  so  re- 
ducirt,  das«  die  gleichen  Potenzen  von  ß  zusammeD  kommen,  dann 
■tatt  der  combinatoriachen  Ausdrücke  wieder  die  Facultäteo  letst, 
•o  erbilt  aao  die  BioomlfeilM  wiadac,  die  folglich  gana  allgaaaia 
gilt. 

Der  Werth  tea 

zeigt  uns  auf  das  Unzweideutigste,  dass  für  a  eine  solche  Zahl 
eaittirea  atOiae,  wedoreh  Jtssl  «fard.  BeaekhBeB  wir  rie  ait 
aa  hab>B  wir 


1.2  ^1.2,i^ 
alio  Ar  ^s±sl 

1.1.  1 


1.2  ^  1,2.1  ^  1.2.1.4 


Wir  machen  nun  #  aor  Grundzahl  cinei 
dal  wir  daa  Batärliehe  aeaaea.  Weil  daaa  fir  «aal: 


•a  folgt 

jtfsslog  aal 
Da  aaa  «s^^^,  aa  folgt  legleieh: 

leg  Bat(l-/?)sB-tf+i^»4.i^'H-i/?*  +  ....). 

Rinen  wiclitip^en  Zweifel  dürfen  wir  uns  jedoch  am  Ende  nicht 
verhehlen,  den  ich  absichtlich  in  die  Rechnung  des  vorigen  Paragra- 
phea  legte.  Die  Aufgabe  war,  ia  den  Reihen  V.  und  VI.  die  Coef- 
licienten  so  zu  bestimaea,  dau  beide  identiaeh  werdea.  DieM  er» 
fordert,  dass  die  gleich  gebildeten  Glieder  identiaeh  sind.  Ia  der 
Tbat  liegaa  auch  die  voa  y  freiea  Glieder  m*  aad  1  ^a: 

I' 2  '  +  •  •  •  •  Khaa  ala  Ideatuieh  var.  Oaaa  aachtea  wir  die  Glie* 
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lier  mit  der  ersten  Petons  ton  p  identuchi  «teUeh  A  ,^^A 

^00^+^^- + • . . .  and  di«iM  Mrla  noi  anf  «iopAl  sir  Ik- 

ttioiaiig  4m  ginelrtM  Mation  twitekei  den  Coeffieieataa  Af 

A[Z)  ....  A(„).  Demnacb  werden  in  V.  und  Vf.  die  zwei  eriten 
Glieder  beider  Reiben  ideotigcb,  aber  wie  atebt  es  denn  aiit 
den  Gliedern,  welche  die  höberen  Potenzen  vou  y  zu 
P«ctoreD  baben? 

Man  hilft  sich  hier  gewöhulich  damit,  dass  man  beide  Reihen 
einander  gleich  setzf,  die  gleicbeu  von  y  unabhäogigen  Glieder  dann 
weglüsst,  mit  y  diviüirt  und  zuletzty=0  set^t,  wodurch  man  die 
lleitieiBUDgigleielHiD|[  Ar  elld  Geeflieleetee  erhilt  Dieiei  Verfek-- 
rea  Bit  im  Grunde  mit  dem  der  Differentialreehanag  ganz  einerlei, 
deaa  man  erhält  dadurch  die  derivirten  Functionen,  und  eben  da- 
Uiians  koBimen  auch  andere  Umbilduogsmetboden,  z.  B.  die  im  ma- 
thematischen Wörterbache  Bd.  V.  Tb.  I.  S.  500  in  Anwendung  ge- 
brachte. Aber  ea  bleibt  hierbei  immer  der  oben  ansgesprocbene 
Zweifel;  es  werden  zwar  zwei  Glieder  der  beiden  Entwickelungen 
für  identisch,  aber  nicht  alle.   Vielleicht  ist  dieses  ein  Haupt- 

Sund,  warum  die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten  nicht  he« 
edigea  wellte.  Dean  die  Relation  der  Ceeffieleateo  loll  Ja  so 
bestimmt  werdea,  dasa  die  Bediaglag  a^^  =  a'.ay  erfüllt  wird, 
nicht  dass  hiosa  eio  Paar  Glieder  toa  beiderlei  Batwiekelang  iden* 
tiach  werden. 

Man  hat  hier  offenbar  ein  Princip  in  die  eleBentare  Anaijsis 
herabgezogen,  ohne  davon  nur  die  mindeste  Recheoaehaft  aa  gebeo. 
Wenn  daher  die  Methode  nicht  befriedigt,  so  kann  man  doch  des* 
wefj^en  den  Grund  nicht  den  unbestimmten  CoefScienteo  zur  Last 
legen.  80  wie.  diese  Methode  vielfach  aoffewandt  worden,  ist  sie 
eigentlich  Dw  dueh  eiae  git  hegriladete  DerifatioBBraehBnng  sa- 
liang. 

In  unserem  Falle  läset  sich  freilich  die  vollständige  Nachwei- 
anng  leicht  geben.  Die  vollkommene  Ideatität  der  beiden  Reihea 
V.  nad  VI.  erbeiaebt,  den  überhaupt 

vallhoaiaien  identisch  ward««,  wie  M  aahr  laieht'erglabl» 
|iia  den  Reihan    '  . 

= 1  + +  y)  +  ^^^^iüi^  +  . . . . 


*>(  1 -H     + ^^[^ +  ••••)  =  • 

die  Gliader  herauHeideft^  welche  den  Factor  y*  habea.  Salim 

wir  nna  statt  A(„),  ^{n-t-D,  ^(n+a)  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Werthe  A'*,  yl^+i,  ^'•■♦•2,  so  ist  die  Identität  der  obigen 
allgeMcioen  Gleichung  sogleich  einleuchtend,  and  die  Entwielielung 
dar  Bspoaentlal-,  aa  wie  «nch  der  BinoaiSaMha  iit  «nf  daa  itreng* 
alt  ganchtfertigt. 

Aber  ao  leicht  dttffta  die  R«;htfwtigng  in  andMon  FiUan 
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■leht  Min,  daher  a1l«rdiMi  wn  nitlmi  ist,  4to  lliiM*4er  «bW> 

stimmten  Coeflicienten  nicht  bei  Seite  zu  legm«  dflM  wir  wurden 

dann  die  Aoalysis  an  ihrem  innersten  Wesen  Terletxen;  wohl  aber 
ist  zu  ratben,  die  Schwächen,  welche  den  elementaren  Entwicke- 
loDgen  hier  uud  da  noch  ankleben»  durch  kiug^e  Maaascegela  %u 
(itigen. 
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Dissertation  sur  la  th^oric  des  axes  principaux 
et  des  axes  permaueats  .de  rotatioo. 

Pnr 

MoiuBienr  Steichen, 

i'rufesMiur.a  l'^coie  miltiaire  de  Beigiau« 
k  BfUMlltn. 


§•  I.  Tk^orie  4ea  «xen  principelii. 

1. 

I/objet  de  cette  dissertation  est  de  HimpliHer  et  de  compl^ter 
la  th^orie  des  axes  priocipauz,  et  pour  atleiuüre  k  ce  but,  noos  re* 
prendroBa  an  entiar  le  probl^me  qui  8*y  rapporte  et  nana  teaerona 
notre  Solution  sur  quelques  d^ßnitions  et  notions  fondamentales  da 
m^canique,  que  Pon  admettra  probahlement  sans  difficult^;  car  ces 
notions  ne  renferment  en  elles-mömes  rien  de  r'^^^i^^)  ^  of« 
friBt  Famtega  da  eo^dnira  par  la  moyeo  da  Panaljae  wdmmn  k 
In  aoIntioB  diratfte  daa  t^aatioas  k  traiter. 

Concevons  un  Systeme  mat^riel  homogene,  pourru  d'un  aza 
fixe  qui  le  traverse  en  sün  centre  d'inertie,  ä  Pinstar  d'un  essiea 
raide  et  in^branlahle,  et  imprimoos  au  carps  un  mouFement  de  ro- 
tetion  aur  cat  tau,  8eA*l*a  poMible  da  travfar  k  «at  nxa  nna 
Position  pour  laquelle  les  Forces  centrifug^es,  qui  nafssent  de  catia 
vatation,  se  fasaeot  ^quilibre  et  ne  tendent  pas  a  le  d^placer? 

Pour  s'aasurer  de  la  possibilit^  de  la  guestion  et  poar  en  Iran« 
ftr  an  ntea  teaipa  nna  ^atioa  dlr«#i«  .et  g^n^rtfla,  II  fiM» 
commenaar  par  exprimar  nnalytimiaaiant  laa  eoMitiona  m^caniqaea 

Su'elle  entraioe.   Or  comme  les  forces  centrifuges  ne  doivent  puint 
eplacer  l'essieu  de  rotatioo,  lors  meme  qu'il  serait  libre,  il  faut  qaa 
U  soBiflU»  alg^hrique  de  leurs  coeipoiantes  suivaitt  uo  aze  qnelcoo« 
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<|ii«  soit  Biaile,  et  «pie  de  plus  ieur  diergie  totele  ä  tourner  l'eisieii 
«^•  rotelMD  mmtvmt  mutn.mmm  ^lewi^iie,  pMiaaft  parle «tiltfi» 
ituit  urile  ttunü  Mm  «d  tm^jmt  pur  cc  cantra  an  fmu  osianl  k 

Taxe  fixe  primitif,  et^  tirant  dans  ce  plan  deux  axes  rectanspalairec 
entrVox  Jz',  /y,  on  obtient  un  »yateme  d'axes  coordoones  recten- 
f;(et  J%,  Jy\  Ja;',  dornt  le  deraier  eoincide  aveo  Taxe  de  retaäoo» 
et  4oiit  lea  daax  pmiaKi  .aanant  caatfi  fixea  daaa  la  aatpa«  aaia 
laotilet  avec  lui  aatear  de  /jr'.  i$i  doiic  Si  d^oote  la  vitetse  aa» 
gnlaire  du  syst^oie  touraaot,  et  qae  a:',  y',  %'  soient  les  coordonil^s  ■ 
d'un  poiut  mat^riel  quelcooque  m  du  aolide,  ob  aura  lea  foreet  ceu* 
trifayca  |>artiallae,  rtoiiwldija  ptv  lea  aifaaarioaat  ai « A*  . 

V'y» ai^.Ä».Ky»-l-^»^...?  ak  toatta  eea  fereea  «ml» 
ttoraialea  de  direction  a  Paxe  /;r',  la  summe  de  leurs  projectiona 
ortbosrnnnlrs  sur  cette  ligne  sera  nulle  d*elle- mdme.  II  fuudra  donc 
lea  eiitimer  par  refiport  k  uoe  autre  droUe  ayant  une  poaUaoo  moioa 
parlienliira,  et  Poa  paarm  toujoars  commeDcer  par  praadre  poar 
axe  de  comparaisdo. 

La  projection  snr  cette  droite  de  la  forea  eeotrifuge  mQ* . 

Vi/-  -f-*"  »e  r^duit  k  mSl^ y\  et  de  meme  sur  faxe  J%'  eile  de- 
vieiit  «ii'.x'i  aiuai  d'upres  ia  preiuiere  coodition  qui  d(»it  exprimer 
la  nallitd  de  |a  fraoslatioo,  ou  de  la  teodauce  du  aolide  k  la  traoa* 
lation ,  le  laag  d*aa  axe  qnelcooqae,  il  fandr»  poaar  lea  dqnatieoa 
aaaljtiqaca: 

i2».2.iwy'==0,  i2».2.ai»'  =  0 

lesqoellet,  par  mite  de  la  ddfiaitien  du  eentre  d*iaeftie,  aont  satis. 
faites  d'ellei  -  mdmea,  et  Tod  anf»  par  coBB^aeiit  paa  beaoia  de 
a*ea  embarrasaer. 

Quant  au  moyen  d'exprimer  la  secoode  condition,  oa  doit  ae 
rappeler  «fUe  l^ergle  totale  df&'lritilenrt  fenea  a  taamr  deite 
antour  d*uDe  dreite,  teile  qne  tif^,  s'obtient  par  la  projection  de ; 
toutes  les  forcei  snr  nn  phn  perpendiculaire  a  la  droite,  et  par  ^ 
PadditioR  alg^brique  dea  ttoneDts  des  forces  ainsi  urojet^es.  Maie 
les  foreea  eentrifuges,  projeC^ea  per  exemple  snr  (e  plan  dea 
donaeat  lie«  Ii  nn  gronppe  de  forees  paralleles      .  ms',  12*  .  anT, 
i2*  .  «•a'" . , . . ,  parcequ'eiles  sont  tnntes  dirigp^ea  dans  des  plans  per« 
petidiciilaires  a  l'axe  Ia/\  de  plus  le  moment  d'une  force,  teile  que 
ä*  .  m%\  par  rapport  a  Taxe  Jy^  sc  compose  da  pruduit  de     .  m%' 

ria  perpeadlealahpe  akiiaa»  de  Vorifnee  T  rar  la  direellea  de 
force,  on  per*l*abscisse  af.  de  aoite  que  ce  momeot  est  /J' 
.  et  le  moment  total  sera  parconsequent  .  2"  .  jwjt'x'.  —  , 
On  trouvera  de  radme  que  Pönergie  totale  des  forces  a  toumer 
le  Corps  et  l'essien  Ix'  autonr  de  Taxe  /s'  est  repr6ieat^  par 
Ü*S,maf^\  et  pour  exprimer  qae  eette  donble  tendaaee  k  la  ro* 
tation  est  nulle,  II  fandm  poier  par^ceiia^eat  lea  eoaditieaa 
aaaljtiqaea: 

•     •  •  •  • 

On  pourrait  peHt-£tre  croire,  que  ces  conditions  soient  insufßsantes 
pniir  exprimer  qne  les  forces  centrifup^cs  ne  tcndent  pas  a  ddplncer 
Taxe        maia  on  doit  reaiarquer  qa'ellea  aa  lent  pas  atdaie  toutef 
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deux  Dj^ceMaires,  et  qo^ane  Miile  d'entr'ellea  raffit,  poMqi«  mm 
B'aTODa  paa  aaaigB^  joaqtt*ici  de  position  partienlidre  aoz  wea  Iff^ 
Ix'  dans  le  plan  normal  en  /  k  Ar'.  SenlemeDt  desqu'on  se  donoe 
la  direction  de  celle  de  1%'  ea  r^ulte,  comme  deirant  Atre  Dor> 
oiale  «  Tautre,  D'aiUeuri  il  eat  maoifeate  qae  i»  rotation  de  Jx 
n*9a  ^MiUe  qa'aatosr  d*m  m  liM  tet  le  jilMi  8i 
donnait  tontefois  Taxe  It/  dam  le  j/h^n ,  il  fondrait  poier  a  la  foU 
lea  deux  ^quatioDS  pr^^eotes,  parcequ^alors  la  gyration  de  fjc' 
autour  de  Ji/  ponrrait  dtre  nulle,  aana  qa'elle  le  üät  an  BAae  teapa 
aatour  de  Taxe  /»',  normal  k  I^. 

Gel«  poad  tracons  an  centre  d*inertie  /  trab  atafeiiiK  axaa 
iMtanglei       ly^  I»  qni  aoieil  fizM  «t  iwioliilett  miipOMM 

« 

C08  (x',  Jc)  =  o,  COS  (or',  y)  =  ß,  cos  »)  =  y 
cos  (y*,  ^)  =  a',  cos(j^,  y)  =  /f,  co8(y',  =  / 
coa  («',  ^)  =  o",  coa(«',y)=:/}",  coa(«9«)=;^' 

de  plos  dr,  y»  «  ddootant  les  coordonn^es  d'un  poiot  «i»  nsperU 

aux  axes  fixes,  a  un  instant  quelconque  de  la  rotation,  pour  leqael 
ce  m^me  point  a  par  rapport  aux  axes  mobiles  les  coordomi^  Jp'» 
%\  OQ  doit  aYoir  d'apres  la  traosformation  cooDÜe: 


et  lea  aiz  equetioDi  de  couditionc 

maf-hV^rf^^  mi*^tr^rf—^ 

Mais  pour  que  Pessieu  /r',  jus^u'ici  arbitraire  de  direction  dans  le 
avsteme  materiel,  ä  cauae  quUI  a  ^t^  rendu  üxe,  co'incide  avec 
l'eze  d'denilibretioB  dea  foreei  centrifugea,  pertaat  poarqn*d> 
taat  rendü  libre  il  ne  se  d^place  pas  d^un  mouvemeot  gyratoire, 
pendant  que  le  Systeme  tourne  sur  lui,  il  est  n^cessaire  que  les  an* 

(rlea  relatifa  aux  coainus  a,  /  soient  oeux  que  forme  Taxe  d'^oi* 
ibratien  «fee  lea  Irela  axes  coerdenadi  fixet  /ar,  /y,  Ix  qai  saat 
ind^pendanta  du  corps.  11  fant  donc  que  lea  deux  ^quations  de  coa« 
dition  pos^es  plus  Laut,  subsistent  ici;  ou  bieo  il  sera  n^cessaire 
du  moins,  que  la  premiere  d'entr'elles  seit  satisfaite,  Taxe  ^tant 
d^ora  arbitraire  de  direction  dans  le  plan  y'«';  il  faut  et  il  auffik 
pareeaidqneDt  qoe  l'ea  fene  daae  eekte  hypofth^t ' 

,S.ma:'^=0,  oa  J.esory  =  0. 

SabitItnaBt  la  Talenr  du  rectaagle  ea  «'a',  eo  foactiea  de  «y, 
m,ßt     9lt  penat  paar  abrdger: 


'S.muf^ssm^  S.wt^ssk,  S.m»*ssse 
ea  ebtieadra  par  un  calcul  rapide  et  facUe  la  coadition  tranaforai^: 
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Et  comme  cette  ^aatioD  doit  Stre  satiifaite,  qnelie  qne  seit  la 
positioD  de  Taxe  Ji/  dann  le  plan  normal  (y/V),  eile  doit  encore 
hire  remplie  pour  le  caB  ou  aprea  avoir  fait  tourner  les  axea  /y,  /%' 
dana  ce  plan  om  m  /er'  dnt  ma  poaition  pour  laquelle  f/Igf 

=  90*,  c.  ä  d.  poar  le  cas  de  a  =  0,  et  pourva  qn^on  tieoM  coi^tt 
de  la  conditioD  aimplifi^e  ßß'-^y/ssO,  Qu  Mr»  dose  timi,  «n 
■oppriaiaDt  le  facteur  commun  ß': 

Mais  IVqoation  de  condition  g^n^rale  est  encore  satisfaite  pour  la 
poaition  particuliere  de  Taxe  /y  dans  laquelle  =  0,  pourva  qa*on 
ttesM  cOBpte  d«  b  coBditioB  aiaplifide  aaf-^yy'  =  0,  qol  •o.rd- 
ralttt  «at  «bti  coidait  k  oie  dMiÜme  relatioB  entre  qmntildii 
eoBsdeo  et  iaMoadc«: 

(«*<r)or+/.A'+(/*-«i«)ir-a./'.4x80....  (II). 

Or  eei  deaz  ^quations  particoli^ret,  ^tant  jolntea  k  ia  rolatioipor« 

petuelle  a* -f- ^' -f- =  1 ,  sont  ^videmment  safliaantes  pour  d^ 
terminer  les  trois  inconnües  8,  et  partant  la  position  de  l'aze 
d'^uilibration  des  forcea  centriiu^ea  que  l'un  clierche;  mais  rien  ne 
■oiiB  pro«?o  eoeore  qae  cot  ose  oziaio,  puisane  Boaa  bo  aofODs  paa, 
si  l'dlimination  nous  donnera  des  valeura  r^ellea  ou  imagiBBirOB 
pour  ß,  y.  II  y  a  d'ailleurs  nne  antre  difficult^,  c^eat  que  rieu 
o'empecbe  de  faire  ä  son  tour  y*  =  0  dana  l'^quattoD  g^o^rale;  et 
e^te  supposition  donnera  la  3^nie  <§qaatioa; 

(•-Ä)a./S+/(/9'-a')-+-fi^./?/  — /i.o;'  =  0....  (III) 

et  Poll  aurait  ainsi  quatre  ^uationa  pour  d^erniner  trois  incon- 
B^ea.  I!  iBiporte  donc  d*exaniiner  avant  toot  ai  la  d^ne  ^uatioo^ 
Biarqu^  par  (III.),  B*oat  paa  bbo  rons^qoeoce  des  trab  aotrea:  «bt 
ai  ce  cas  n'arrive  pns,  toute  recherche  ulterieurc  sera  ioutile,  et 
l*axe  chcrch^  sera  impossible.  Or  on  voit  ais^mcnt  quVn  multi- 
pliant  r^quation  i\)  par  a,  et  T^quation  (II)  par  8^  et  retraocbant 
loa  rdraltati  BiOMkre-ä^BiOBbro,  ob  obtieot  ob  elrot  P^uation  (III). 
Aiufi  ces  conditioBS  analytiques  a^accordeot  d'nne  maniere  remar- 

3 nable  avec  l'observation  qu^oo  a  pr^sent^e  plus  baut  sur  le  nombre 
'^uatioos  de  condition  de  la  foraie:  2,Ma:'j/=Q.  De  plus  en 
op^rant  aur  r^oation  2  .  m^b'ssO,  comme  oo  To  fait  a  T^gard 
de  eollo  JS.bmpV^O,  ob  oblieBdrB  BiaDifeatOBOBt  OBodqoation  gd- 
■drole  qne  l'on  trouve  sans  Douveau  caicul,  eo  changeant  u\  ß',  f 
dana  celle  d^ja  trouv^e,  en  a'\  ß>\  f  respectivement.  Et  si  Ton 
poae  eoauite  af'  =  0,  =  0,  y"  =  0>  oo  retrouvera  encore  uoe  foia 
Im  rolotloBi  (I),  (II),  (III);  ce  qui  oifre  Ib  «oofirMtloB  de  «b  ^*ba 
BTBit  pr^vn  Sana  calcol,  Bt  par  !•  ^MplB  OZBMB  do  Ib  BBtWB  ad« 
CBBiqno  da  Ib  qaeatioo.. 

1 

Toatei  loa  dilBoBltdo  do  ia  qoealioB  aoat  doBO  raaMadaa  k  dd- 
tawaiwof  lea  troia  inconnües  a,  /  par  lo  aioyon  de  daaz  quel- 
camiBaa  daa  d^MilioBB  <1),  ai)»(Ul)  et  de  1«  lelalioB  perp^lle  a> 
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-H/^' =  la  vAe  de  rtmeoer  colle-ci  k  ooe  iden- 

ÜM  doBtH  M  loit  plm.bMoin  de  teBir  e*mt«>  «■  ddsifn^e  par  & 
riDdraaiM*  de  faxe  rdel  oa  imag^maire  sur  I«  phn  dea  y)* 

par  17  l'aDgle  compris  entre  «a  projeclion  snr  c  plan,  et  etttre  Taxe 
JoFi  OD  devr»  faire  d'apr^a  uae  traoffdraatiea  ouDBoe: 

8i  l'oo  poae  eoftuUe«  pour  mieax  ahHg^r  i'^ritare  de«  fonaules: 

taag  ^sai'taag  9=C 

oa  reduira  les  couditioott  trouv^es  plus  baut  aux  foriuules  Ml^ 
vaatet: 

M* - c)C4-/l .mA/TT^^A . «•(I+C) - rf-Ä'=0 ....  (II) 

(^-Ä).*.v/nnF4-/.(c»---i)H-(«-/JK=o....  (III). 

Si  l'on  inoltif>lie  IVqnation  fl)  par  ^,  IVqiiatian  fll)  par  if,  quc  Ton 
retranche  eoHiiite  Tune  de  l'autre,  et  qu'on  cüuKiüere  lu  quantil^ 

»V^l  -f-  comme  oue  seale  iDcoanue  auxiliaire  er,  .on  aura  une 
^oatioB  da  premfer  de|n^  ea  w,  ponr  d^ferminer  celie-cl  en  fooc. 
fiOD  dea  antres  qunntitds;  de  mOme  Pcquation  (III)  donoera  eomre 
ff  par  le  premier  degrd  cn  fonctioo  dos  donii<?es  et  de  I'incoDiiüe  ^. 
Kgalant  dune  cette  double  valeur  de  u,  on  en  tirera  par  un  cal- 
cul  pcu  compliqu^  une  equatian  da  troisieme  degr^  en     qui  aura 

la  fora»  aiiivaplei 

daas  faqaelle  oa  a  paar  akfdgers 

B,  =  /ri2//»  -     -/»)  -  («  -     (*  -  c)^-+-  (2a  -  Ä  -  c)fU 
,C,      i6C^>  -  il'  -/»)  -f.  i(ia  ^  A)  (ar--  IT) - e)/ir 
i>,  =äO^ -4«)— c). 

R^arqiH)ns  qoe  qunod  on  fait  i'eliminotioD  eotre  (|)  et  (II)  seale* 
■eat,  ea  parvieot  ä  «ao  dqoatina  da  4^ine  deg^  dana  nqoetle  le 

(erme  consfant  sc  rdduk  k/^  .h — /'•.^  =  0;  de  sorte  quc  cette 
^tquAtion  «ura  une  racine  nulle,  re  qui  est  facile  a  Interpreter,  et 
l'autre  factear,  apres  la  suppressiou  de  cette  rucioc  uuUe,  rcpro- 
daira  Pdqaatiaa  da  S^aie  deg^r^,  trooTde  par  la  prcoiiire  ai^tnode 
d^ariOMaa»  cette  <^ua(ion,  arant  au  aiotoa  une  racine  reelle,  mon- 
tre,  qu\iu  centre  d'inenie  d^un  Systeme  matt^riel  quelconque  dunn^ 
il  cxiüte  toiijours  au  nioins  uu  uxc  d't'(|uilibration  des  forces  ccn- 
trifuges:  uu  tei  axe  est  ce  qu'ua  uuurrait  nommer  pour  plus  de  brii^ 
▼etdeaeore,  aze  de  libre  rotation,  nxe  d'iaertie  da  eorps, 
el  qae  l'on  noaiaie  eoanaundmeDt  ose  priaei|»al. 

Au  contraire  qunnd  un  solide  est  mis  en  raouTcment  de  rota- 
tioD  autour  ü'uo  axe  ejxeatrique,  et  qu.'ü  ceotioae.  ä  touracr  aur 
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cet  axe  pounru  d'oi  moI  Mint  fixe,  lans  qoe  cet  axe  toorae  oa 
tmi»  k  tonnier  aar  le  point  fixe,  loiia  Pactioti  des  seales  foreea 

centrifuges,  Paxe  se  nommera  aX'e  dVquilibration  rolntif,  axe 
priDcipal  relatif  a  ce  point,  ou  enfin  axe  permaoeDt  de 
'  rotation:  alors  les  forces  ceotrifuges  ue  sauraieot  plus  s'^qnilibrer  - 
d*iiDe  «sni^re  alwölfle,  et  sana  l'ioterveiition  d*!»  point  fixe  an  inoiDi» 
■  attendu  que  poar  nn  poiot  difli^ent  du  centre  od  ne  saurut  ploa 
avoir  Ics  deux  conditio ds  2" .  «ly' =  0,  2?.«RrV=0;  de  sortc  qae  sans 
un  poiot  fixe  l'axe  de  rotation  da  solide  serait  au  moiDS  emportä 
d'on  nouTemeDt  de  traDslatioo  rectiligne  parallele,  ea  mdme  tempa 
qne  le  solide- toarnerait  wu  lut. 

8.  ' 

« 

I^existence  d*tiii  axe  dMnertie  dans  les  solides  ^tant  d^ja  re- 
coDDÜe,  si  1*00  dirige  Taxe  fixe  des  abscisses  /or  suivant  cette 
ligne  Ijc^f  OD  devr«  avoir  d'apres  la  coodition  m^caniqoe  de  le 
qaeatioB: 

cm  bien 

^.oMysO,  ^.«MMsO;  h  eanae  de  afszMi 

«ar  lof  eelMdaat  avec  Xr',.  lai  den  avtrei  axee  fizee  ff, 'Im  dea. 
eaerdoBB^ea  doiveot  tera  daae  aa.  plaa  aoriDal  k  la/y  paisque  par 
bypotbese  dos  trois  axes  directenra  latf  ly^  J%  soDt  rectangalaires, 
e(  qae  d'uo  attire  cut^  tout  axe  d'd^uüibratioB  absolu  exi^e  que 
In  BoaiBiea  da  la  farae  Xaiory,  Xaur»  aoieat  BBlIes,  ouelle  quo 
aoit  d*aillean  la  directioii  deo  denx  azes  restaata  iy^  A,  trac^ 
dans  le  plan  normal.  Dono  pour  le  Systeme  de  coordonDces  ainsi 
dispos^  il  faudra  avoir  /'=^.«Mry=:'0,  ^  =  ,ir.»fjrat  =  0,  et  ces 
couditioDS  Dous  donneroot,  ^tant  iotroduitea  duos  lea  valeurs  de 

*  ^,=0,  ir,=0,  />,=0,  C,=i5.I(a  — ^)(a  — c)  — ^«J. 
L'dqaalioB  da  S^me  def^r^,  rddalte  aa  aealetarme  C|C— •devfeut:'^ 

Celle- ci  pent-^tre  satisfaiie  1)  par  Tbjpotese  ^  =  0,  et  ebaeaae 
dea  ^oations  (1),  (II),  (III)  donnera  pour  %  la  yalenr  correspnn- 
dante  «=:0:  aiDsi  Ton  est  raoien^  ä  coochire  ce  qu'on  savait  d^jä, 

tae  Taxe  d'dqoilibratioB  abeoln  esiale  et  qa^il  coTaeide  a?ec  Jjc,  — > 
)  L'equatioB  pcBt  eacore  Stre  remplie  par  la  snpposition  ilssO, 
ce  qui  donnera  encorp  une  fois  «  =  0,  ^=0,  et  cettc  circonstunce 
proüve  qu'outrc  l'uxc  /o:,  celui  des  /y,  ou  des  Js  peut  etre  uii  ax« 
dMnertie  ä  cause  qu'uo  a  dejä  y=0,  ^=0:  mais  uoua  ne  savons 
eacore  riea  da  |>oaitif  b  cet  dmid,  pnisqo'aocon  symptdflM  ae  aooa 
aononcc  au*il  soit  n^cessaire  de  poser  i(sO,  pour  satisfaire  k  Vi" 
galit<^  CX  =  Q.  Eofin  il  est  possiblc  que  le  facteur  entre  cro- 
chets,  savoir:  («  —  ö){a  —  e)  —  h*  soit  nul:  ^rouvons  dooc  aussi 
eetta'  suppoittioB:  et  taic  ea  eamdgaeace: 
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(«  — — r)3si*....  (Ä) 
Em  f f ita 4e  /=  0,       0,  Im  trait  4q«atioB  (1),  (11),  (tU)  4oMwr»Bt: 

(m^e).tty^a.ß.kzssO    |  ....  (B) 

(a  — <^}tt/S  — a.;'.^  =  0  ) 

Si  I'oD  supprime  aux  deux  derniercs  Ic  factcur  a,  on  si  gaas 
le  sopprimer,  on  transporte  chaque  terme  eo  A  tJans  le  second  inetn« 
bre,  et  ^u'od  multiplie  les  r^uUaU  membre-ä- menbre  oq  reproduit 
la  coB^itioo  ^*  8s  (•  —  6)i(m^e),  mdm§»  ei*<leMDt  <BOMitt  %hm% 
cat  poMible.  De  plus  la  seconde  on  la  3^nie  ^uation  dooae  jr  tm 
valeur  de  ß:  et  substituant  cette  valeur  daos  la  preroiere,  on  nVn 
diSduit  aacuoe  valeur  d^termio^  de  ß:  pofceoue  tous  lea  termes 
da  r^raltat  rtnIerneroDt  la  facteur  ß^ :  aiail  lea  qaaatit^t  a,  ß,  r 
relallvea  a  cbaque  axe  d'^quilibration  difii^ent  de  celui  Ijp  an  /d/, 
resteraient  iiidetermin^es,  et  le  problpme  ^^n^ral  serait  par  cons^- 
quent  aussi  ind<^termin^;  or  les  fjuantit^s  a,^,r,y=0,^'r=zO^>^,  d^peo- 
dent  Don  seulement  de  ia  positioo  de  Taxe  /jc'  ou  i^,  mats  encore 
4a  la  fonae  dn  corps,  at  da  la  paaitian  daa  azea  If,  Ik,  qui  soat 
arbltralrea  de  direction  daoi  an  plan  d^fini:  il  est  donc  impossible 
d*avoir  f^^o^ralemeot  A*  ==  {a  —  6)  (a  —  c);  car  quand  mSme  cette 
dniation  snbsisterait  pour  une  poaition  speciale  des  axei  /y,  /«; 
alla  oa  faurait  paa  rattar  Traia  paar  tautaa  Ita  paaHiaaa  dHMiaBlaiL 
AiBii  rop^ratioD  dana  la  ^nelle  on  •oppriaiait  d^abord  la  ftataor 
common  ä  tous  les  termes  des  deux  aerni^res  ^quations,  oa  it  8a|i* 
priner.le  facteur  coBinua  a^ßy  aus  teraea  da  la  combiaaiaoa: 

B*esl  poinfc  permite  g^^ralement.    Dono  il  faut  qa'on  ait: 
an  a=sO,  ao  k  la  faia  /9ssO,  j^sssO. 

m 

.Or  rhypothese  de  i9  =  0,  /  =  0,  donue  a=l,  et  ramene  a  Taxe 
d^ja  traavd.  II  faat  daaa  aoeara  valr  al  eella  da  a  s  0  aa 
paarra  pas  amener  qnelqua  Baaveau  r^salut.    Daaa  ca  caa  Ite 
trait  dqaatiaaa  paa^  ploa  hmat  aa  rddaiaaat  k  la  Ihthi 


(*-e)/?.;^  +  (y»-/?«)^=0 

ä  ia  quelle  il.  £aut  aasocier  ce  qua  deyieat  la  relaCiaa  parpa^ieU«, 

savoir:  . 

Si  Ton  poie  ß=:con  9,  parCait  f  siia  f,  la  darai^ra  damadra 
idaaliqaa»  al  la  lira  daaBara  paar  Taagla  ft 

tang  2sp=:j^.^..  M 

L'^galit^  de  a  =  0  montre  d'abord,  que  s'il  exiate  un  2i^nie,  Si^ae, 
Bxa  d'dqailibralaaB  aktalBi  il  dail  i«  tfo«ytr  daaa  .BB  -plaa  bbiw 
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mI  k  Mkii  M  ffß*«n  a  d^jä  recooBii«   La  ? al«Br  le  Usg  2^ 

nootre  easuite,  en  calculant  taug  g>  ou  taug  2^,  que  daos  ce  plan 
il  existe  deux  axes  rectangulaires  cotr'cux ,  propres  a  remplir  cha- 
can  U  cooditioD  prescrite.  Notre  examea  dea  difil^reotea  manierea 
de  ntii&ir«  k  l'dqMtioo  €7,^  =  0  jiram  fnlhün  mww  6n4eme% 

3Ba  tout  autre  axe  en  (7)  ne  saurait  remplir  cette  mdme  conditioD 
'doililibre  des  forcea  centrifuges  daos  le  cas  g^n^ral  de  ia  questiüo. 
8i  1*00  applique  le  raisoDDemeui  pr^c^eot  au  cas  d^uo  poiot  fixe 
4*M  Corps  quelconque,  ontrmiverm^irtdeniMBlIaHiMfoociniioii: 
uiaa  rexisteote  des  trata  «im  d*i^uiiibratioB  absolu  des  feroia 
axes  principaiix  du  cetitre,  et  des  trois  axes  permanents  de  rota- 
tioD ,  rcltttiis  ä  uo  point  fixe  qaelconque  d'uo  aulide,  se  tronve  dd« 
■ipotree. 

Eeaar^ne  I.  Lea  ases' aaardaaeda  fixaa  dteat  diapatle  da  Ia. 
' ■aai^irff  indiqa^,  si  Ia  fome  du  solide  est  teile  qo'oo  ait  /iz=s 
2.nty%  =  0  et  ^  =  r  ou  fy^dm-^fx^dm  par  rapport  aiix  7y,  7*, 
reqoation  (6'j  doDoera  taug  2^x=^,  c.  ä  d.  que  daoa  le  plao  oor- 
■Ml  a  SB  axe  d'iaertia  d'ua  aolida  il  peat  j  aroir  uaa  iafiaitd  dW 
trae  axes  d'ioertie,  poar  certaioes  formes  particulieres  de  Mrps  ao* 
Kdes;  et  alors  P^uatioo  du  Sieme  deg^n-  devient  identique. 

Remarque  II.  Nous  concevuus  encure  Ia  possibilit^  d*exi- 
atcDce  d'uot!  espece  de  solides  poui-  Icsquels  r^nalioo  (^)  soit 
raaipliai  sab  «•■ne  alara  las  ^uatioos  {B)  laiaeaaC  iaddleraiBdaa 
k  la  foia  lea  trois  quaotit^s  ß,  relatives  a  l*axe  d^^anilibration 
Bouveau  qu*uh  cherche^  il  s'eosuit  que  quand  l'^alitd  (^)  est  rem- 
plie  aeuleiaeui  par  rapport  a  deux  axes  particoliers  rectaoeles,  si- 
tada  daaa  si  pläa  Baraial  ea  7  ä  bb  axe  iPlaertia  deaad»  il  j  aoni 
aa  qae  da  aiaiaa  il  ipaarra  j  avoir  bbb  iafinit^  d*asaa  priaeipaBZ 
paar  de  ccrtaincs  furmes  sp^cialeü  de  Corps  solides. 

Remarque  III.  Puur  übriger  le  plus  que  pussible  notre  dis« 
serttttion  nous  passeroos  sous  sileoce  quelques  prupri^l^  bien  coo* 
BAaa  qae  lea  peraaBaea  qui  voadraieat'  auivre  aetre  ■dChada  daaa 
l'eaaeigoeaieDt,  pourroot  ioter'caler  ici  avec  facilit^,  et  noua  ia^ta» 
raoa  sur  quelques  observatioos  qui  nou«  paraisseot  utiles. 

1)  ä»i  uo  Systeme  mat^riel  plao  est  dispos^  par  rapport  ä  uoe  droiie 
eaBtrala  da  fa^a  a  avoir  des  qaaaiilte  da  aiatiara  dgalea  et  a  ^galea  di* 
ataacce  da  part  et  d'aiitre  de  cette  droite,  aar  uoe  meme  normala» 
oous  nommerons  cette  droite  uoe  ligoe  de  sym^trie  m^caoiqna 
du  Systeme,  uinsi  p.  ex.  pour  uoe  surface  plane  eliiptique  chaeun  des 
deux  uxes  conjugu^s  rectangles  est  uoe  ligne  de  sym^trie  directe, 
taadis  qn'nn  eiaipla  diamMra  aerait  aealaaiaat  aae  ligna  da  ay- 
■  dtrie  ioverse. 

Le  plan  de  Ia  bose  commune  d*un  Systeme  poly^drique  et  de 
soa  aym^trique  est  ce  qu'on  nommera  plaq  de  sy m^trie.  directe 
da  tjaCMia  aatiert  aa  aoBfait  da  nftaia  ca  aa^il  fast  eataadra  par 
plaa  da  aym^trie  iaverae«  La  ligaa  dMateraaatiaB  da  danx 
plans  de  jtyinetrie  directe  d*un  Systeme,  si  toutefois  ces  plaos  exi- 
stent, est  ce  qu  oD  peut  oomner  ligoe  de  sym^trie  directe  du 
Systeme i  on  cooyoit  de  m^me  ce  qu'il  faut  euteodre  par  ligoe  de 
ajadlrie  laverae  daaa  lea  solide«.  Cea  aotions  poa^»  il  estdvl* 
daat  par  Ia  theorie  des  momeots,  que  tuut  axe  de  sym^trie  directe 
d'aa  Systeme  nat^riel  homogene  est  un  axe  nbsolu  d'^quiiibration 
des  forces  ceotrifuges,  partnot  que  pour  de  certaioes  classes  de  so- 
lides,  qnl  axiataat  bb  grand  aaailira  par  la  üh  da  la  aatara  ou  da 
TMIV.  12 
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Kart,  Ic  cnicul  iaborieux  de  la  reclicrolic  d'uD  axe  principal  au 
moios  devieot  inutile,  et  lea  deux  autres  se  trouveront  enanitc  deja 
aoiip  laWriesMUMt  par  le  ealeal  dei  ^pumCitft  A,  6,  e  i.m  T^ua- 
tioB  (C),  9%  le  solide  •  deix  axes  de  symMa  diraci^t  il  b'j  ans 
plus  auctin  ralctil  a  faire,  pnieqna  ia  3iaaw.ua  dHaartia  aera  aar- 
mal au  plan  des  deux  autres. 

2)  Dans  tout  solide  cyliadrique  on  prisnatique  bomogeoe,  en- 
gendrtf  par  le  BoaTaMit  da  traBaport  parallMa  d'oae  figura  plaae 
suivant  une  droitc  normale  au  plan  los  trois  axes  principanx  coin- 
cident  Pua  avec  Taxe  central  normal  au  plan,  et  les  deux  autres 
avec  les  axes  d'inertie  de  la  section  plane,  faite  dans  le  solide  par 
m  plaa  du  caatra,  aoraial  k  la  dlraetriea  do  Mavfaaaat  cAti 
pmprMtd  a  4U  Aablie  par  Mr.  Binct  (Journ.  da  l'Be.  palyt.)^  Nmi 
aa  omettons  pour  le  moment  la  d^flionstration. 

3)  L^<k)Uation  gi^o^rale  des  surfaces  du  second  ordre  rapport^ea 
a  trois  axes  coordonn^  rectaogles  d^montre  c^ae  cea  aurfacea  ad* 
■atteat  g^n^raleaieat  troia  plaoa  da  ayaidtria  directas  aliaa  «daMt« 
tent  donc  ausst  trois  axes  de  cette  espece:  or  si  Pon  consid^re  nae 
teile  surface  comme  un  svsteme  mati^riel  continu  et  bomngene,  les 
trois  axes  de  sym^trie  devienoent  a  leur  tour  trois  axes  d'^uiiibra- 
tii»B  daa  foreaa  «entrifiima:  Mda  eM  traia  damiafa  aait  facuogle« 
aatr'aox;  les  trois  pramars  le  aont  donc  aussi:  ce  qai  ^blit  l'azi* 
stence  des  diametres  cnnjusruf^s  rectanples  dans  les  surfdces  du  se- 
cond ordre;  et  Ton  en  rattache  ainsi  la  th^orie  h  la  tbeorie  plas 
generale  des  axes  d'inertie  des  systemes  mat^els,  qui  compreaacat 
en  dfot  la  eaa  daa  eaarbea  at  daa  aaifaaas  iNMiffbea,  eaoaifoa  aiat^ria* 
lia^,  et  cette  materialisation  est  permise,  qviaqo'alla  B*aiiMf«  •  eaa 
courbes  aucune  de  leurs  propri^t^s  g^'om^^triques. 

.4)  Pour  UD  Systeme  mat^iei  plan,  c.  ä  d.  ayant  toutes  ses  par- 
liaa  mtdrielfat  aitadaa  daaa  na  vuia  plan,  ia:/y)  panr  esaan»Ia, 
a  idaotiquementXatJ»iSBs4l,  XaaaryasO,  oa  ^s80»/s=0,  Tan 
fa:  coiDciüant  avec  la  normale  en  7  au  plan:  et  des  ^quations 

il,  II,  III)  on  ronclut  que  deux  des  trois  axes  d'inertie  sont  a  angle 
Iroit  daas  ce  plan,  et  que  le  Sterne  toaibe  sur  la  normale  la 
potitiaa  daa  deux  lera  axes  aa  ealealara  da«e  par  l'^aatioa  (C), 
ao  ^valunnt  //z=.2.my%  k  Pinstar  d*na  aioaMDt  d'inertie,  et  les 

3uantit^  //:=z^ .  mt/^,  r  =  ^,m%*:  cette  disposition  des  axes  d'inertie 
u  cas  actuel  est  ausst  evidente  par  la  tbeorie  des  moments,  puisqae 
abaqna  farea  caatrifuga  dldaiaatalre  (A'au?,  ü*my)  passe  par  I« 
caatra  d'inertie .  et  que  par  cona^aaBt  aas  aaaMBt  a  toarner  l*aa- 
sieu  de  rotutioti  /a;  autnur  d'un  axe  queleaiiqoa  aB  Ti  aitBd  dsBB 
le  plan  est  ^videmmen^  nulle  d*elle*n^me.  ' 


§.  II.    Tlif<oric  des  axes  permanents  de  rotation. 
F^xtension  de  la  m^tliode  pr^cedemment  exposöe,  et 
d^termiuation  des  axes  permanents,  relatifs  a  un  poini 
fixe  quelconque  du  solide,  par«  rapport  bbk  Bzea  priBei* 
pBBz,  ddjii  ceBada  coBBBa.' 

4. 

D'apffto  ce  ^'oB  •  ddjä  reaBrqBd»  il  ctt  «BBifiMte  ^b'bb  catpa 
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« 

solide  ^tabt  mls  eli  toioulrefneDt  de  rotetiota  anleiir  d'no  «xe  OJT, 
passant  par  nn  point  d^sigo^  {O)  du  solide,  les  forces  cenlrifug^s 
ne  aauraient  plus  &e  faire  ^quilibre  d'uoe  maniere  absoiüe;  que  ai 
I«  point  {O)  n'eit  pat  fix«,  ce  point  «t  Tat«  MTieiMt  «Bportli 
dana  Tespace  d*iiB  mouvement  plus  ou  moinp  compliqn^,  en  m^me 
temps  que  le  corps  tourtie  sur  OIC:  Iq  question  prec^demment  ffdiolll# 
doit  doDC  dtre  modiü^e,  et  poi^e  de  la  maoiere  suivaote. 

Dn  Gorps  solide  est  ib ? ariablemeDt  li^  ä  un  certain 
.poiDt  fixe  (0),  ixl^rienr  on  estCrieur,  et  Ton  deMtnde 
iSntoiir  de  quel  axe  OK  en  ce  point  il  faut  le  faire  tour- 
Her,  pottr  que  les  forces  centrifuges  qui  naissen^  de 
«ette  rotation,  ae  fasseat  ^quilibfe  par  le  aoyea  duseul 
fin%  fixm, 

fiolttti«a»  Lft  coaditieB  d'^nilibre  est  ^videmment  ire«|iUf,  ai 
l'eii  expriaie  per  le  caicul  qne  la  soMiae  alg^brique  des  ^nergiet  des 
foreea  centrifuges  a  toarae;*  r«xe  de  rotatioi  OA  autoar  d'uae  dralle 

releonqtie  eo  ( titniv^  4aM  le  plan  perpeiidioiilaire  eat  aaUä. 
cet  effet  coosid^roas  I«  relaliM  k  tto  instaat  qanleaofM  aa>it 
de  OJl  cense  d'abord  fixe,  commc  dans  le  1er  c«s,  et  coDcevoos  par 
le  point  doDD^  trois  axes  rectangles  OX,  OY^  OZ^  dout  le  1er  se 
auperpose  sur  U  droite  OIl^  iDcuuoüe  da  directioa,  et  duut  les  deux 
antres  ae  traaveat  dana  aa  plan  noroial  m  {0)  k  OJL  A  ee  nAaia 
iaatant  le  ceotre  d*iaaHla  {J)  doraolMa  oceapera  daaa  l'aapaca  aae 
eeitaine  positiuo. 

CeacevoDS  en  U)  Croia  ftutrea  axes  reclangles  /r,  y^,  /« 
reapaetiTeBaBi  paralUiei  a6x  avaaiiafi  ÜX,  9Y,  9Zi  aafiii  lüi- 
giDoos  en  ce  m^me  point  (/)  les  trois  axea  dMnertia  4a  aalida  JTd^, 
/t/,  Iz',  qui  seront  en  g^nernl  outrement  dirig^s  que  ceox  du  se- 
cood  Systeme«  et  resteront  eepexdaiit  perpifttaeUemeat  rectangiilairea 
entr'euxJ  •  * 

Saieat  (X,  F,  Z),  {a:,  jr,  x),'  ^,  x*)  lea  eoardoBBdes  d'pa 
point  quelconqae  m  da  solide,  rapport^  reapectiTeaieot  aux  syaC^aaa 
.  [OXj  OY,  OZ),  {Ix,  Jy,  Jz),  {Ja:\  Ji/,  /»)  pour  rinstant  on  Ton 
coaaid^re  le  mouveaienti  et  nooinioQs  ^|jf,x,  las  coordonn^s  au 
mkm  laAaat  dtt  ^aire  rapporl^  ai  frttAtt  ayM^M,  laaMi 
qae  SfT,U  d^noterant  les  coordonn^es  du  point  fixe  (0) par  rappaM 
anx  direetrices  d'iaertia  (/v'» /y» /x'),  Ua  quellaa  soat  aaUlaB  avae 
1^  Corps. 

Si  pour  abrdger,  et  «oulager  la  aidoiaita»  oft  droaaa  la  tableau 
de  nntatloaa: 

ff  I 

Cdi  (  X,  a^)  !ss  eoa  (ä-,  a;)     a,  eot  (7,  a^)  ä  coi  (y,  jr*)  =  /J, 

coa  (  Z|  jt')  =a  coa  (x,  jg')=siy 

«w(JK,jf')«aaa(jr,|f>*=«'.  aaa (Y^jr') «aaadr^  a^^'» 

eat  ( 2,  yT)    cot  (k,  30  r' 

eai(X,x')  =  cos  (or,  x')  =  o",  cos  (K,  a')  =  cos  = /f , 

coa  (Z,  x)  =  coa  (X,  x) = /' 

I 

OB  oblieBdra  par  la  tiaatfanaatioa  «aaftAat 

12« 
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Podr  fixer  les  idees,  supposoos  que  le  ceotre  (/)  m  tronve  dftM  le 
tri-neteBgle  4ei  JC,  F,  Z  positift,  et  comptoM  Im  ir,  «  <Une 
le^Mne  sens,  que  les  X,  F,  Z;  le  point  (0)  s(>  (romrera  donc  aiui 
tei  le  tri-rectoD^ie  des  :r,  y,  »  n^atifs,  et  les  quantit^s  — 

 — exprineront  parcoDs^ueok  les  coordon^es  du  poiot 

(  OU  rapport^  anx  aiw  /or,  /y,  /«.  4^  T,  f7«niwMt  Im 
coordoBDte  4«  (0)  ftpport^  aoz  axes  4'ia«tlie. /jK,  iy,  Ai':  m 
«um  4me  4ri,)fu«t  pv  W  fomalM:, 

Poor  pMMr  «Müite  des  coordono^  X,  F,  Z  ans  ceordoaBtfei 
^•IMIm  «r,  |f«     Ml  a  Im  ^natioBi: 

X=*-4-^„  F=y-4-y,,  Zss+x, 

X  y  =  ory  +  y:r , a:y , ,  y  i 

FZ= j»-i-»y,  -by»! 

et  come  par  bypotbeM  les  plaos  coordonn^  {arx,  ^y,  y»)  passeDt 
par  le  centre  d'inertie,  od  a  2.ma:  =  0,  2.m^ssQ^  Ji.MSsO,  9t 
|Hir*«ntt  il/  cipriDaDt  ia  nasse  eatiere  du  corpt: 

2,mVZ  ^My,%,  +2.Myx. 

Mais  Taxe  OK  ou  OX  devant  dtre  un  axe  d'^quilibration  des  forces 
centrifuges,  il  ifxxxt  que  la  somme  de  Jeurs  snooieDts  a  toorner  OX, 
autoor  d'un  axe  qoeleonqoe  tel  qua  ^F  an  OX  aoit  avlle;  c^mC 
ea  an'aa  ponrra  exprtoier  en  posant  a  Ia  fois  2'.mX  F=0,  2.mXZ 
sO;  ou  Dien  en  ^crivant  simplemeDt  2*.  ^X  F=  0,  l'aze  OK^taot 
alors  dirig^  d'une  manidre  quelcooque  par  le  poiat  fixe,  dans  un 

{ian  normal  a  0X.  Ainsi  en  se  donnaot  catte  latitnde,  on  doit  se 
•IMT  k  fatra: 

XiiXF=0 

Ott  bicn; 
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Si  Tod  subsdtne  daos  ceUe  deroiere  ^qottioD  lei  valeura  de' 

(or,  y),  (*,.y,)  en  foncdoD  de  jt,         a, /J,     a',/J',y'  Ä, 

V,  OB  «blira^n  rdqudoM  de  eosoition  gloinle; 


0  = 


Cette  ^uatioD  devant  sobsister,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ßy  ß\ 
/f,  aora  encore  lieu,  quand  od  fait  tour-ä-tour  diBCiuie  de  cea 
quantit^e  Dulle.   Si  donc  od  pose  pour  abr^ger: 

MST^f,  MßUssg^,  MTUssA 

OD  obtient  let  dqnotioiis  mimtee»  tontet  iiiAei  de  lo  coaditioB 
gdadnUe: 

tta''^'-f->Va*'H-^a"»  — «•)  — Aoa'ssO  ....  (II') 
aa'{^  —  B*)  -h/la'»  —  a»)  -i-  gauT  —  Aua"  =  0  . . . .  (1110. 


Haltipliait  lo  Ire  par  lo  aeeonde  por  a',  et  rattSDciMiBt  maibn* 
»•menbro^  puis  supprimaDt  le  factenr  coannD  ans  ternei  re- 
stants,  OD  iibtieot  la  3ienie  dquatioD.    Ainii  cette  derniere  o'est 

au'une  coDs^queDce  dea  deux  autres,  ce  qui  prouve  que  jnsqu'ici 
o'y  a  aucuoe  impoaaibilit^  k  la  questioo  propua^e;  car  od  D'a  de 
cette  maoiere  que  denz  ^quatioos  diatiDctea,  lesquellea  ^taot  jolnteo 
a  la  relation  perp^tuelle  a» -|- o'» -|- a"*  =  1,  aerviront  ä  faire  con- 
Daitre  lea  aoglea  relatifa  aux  cosiaua  a,  a\  a",  et  compris  entre 
Taxe  OK,  et  entre  lea  axea  dUoertie  /r',  J^,  /»'.  De  plua  comme 
rdliaioatioB  de  o*,  o"  m  iddoit  k  m  op^tioB  toate  BBologBo  k 
cell«  ^'oa  m  d^ja  efTectn^  poor  le'eaa  du  ceutre  d^BOftie,  et  que 
d'uD  antre  c6t6  leg  trois  ^qnations  pr(<c<<dcntes  sont  aux  coefficieota 
*  oiuUipiicateura  prea  lea  mdmea  que  ceiles  du  prenier  caa,  il  s*enauit 
qae  li  Tod  poae  encore  one  foia: 

assco«^.eoB9,  afseot^.uB 9,  afssAn^ 

puis: 

taog  ^  =     tang  i2  =  {;, 
OB  obtiondm  l'dqoBtion  dn  Sibae  ddgrd: 

daos  la  quelle  on  «  wna  nonvoBox  cidcali  et  par  coaparaiioa  avec 
le  caa  trait^: 
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Soient  C  les  trois  Boneote  d*iiiertie  priBcipraz  eorps» 

relatifi  vbl  mtr»  C/)t  ob  m»  4obc: 

et  pour  piQs  de  cUrU  4lUi«  l9«  oiit«|ioBt,  il  Im  utiU  4e  «treuer 
le  Ubleau  luivimt: 

^— Ä'=  Ä  —  ^ H- ^ÄP»  —  T») 
/=ifÄr,  gz=zM8L\  h  =  MTU. 

Si  i'oD  d((veIoppe  maiDtenant  les  valeurs  de  Jf,,  /f,,  /I,  eo 
fooction  des  constantes  A^  qui  cxftrimcnt  en  caicul  par  leurs 

valeurs  respectives  le  mode  de  distributioo  de  lu  uiatiere  inerte,  ou 
ee  tfu'oD«  poamil  BoaMr  Ib  forne  a^ei^BiiiB.e  im  «trpB,  Bt  ea 
fBBetiBli  des  qnBQtiMi  7,  coordoBB^at  4a  peiit  fix«  ( 0)  par 
capport  aux  trois  axes  d'inertia  dB  aolide»  ob  troBTeni  par  dea  ri- 
dnctiona  lon|(ues  mais  facilea:  ^ 

^M(€^BMB'-A)&U, 

C,  =3i*lC^B)/S*TU—M*(B—A)TÜ''-h^{C-A){S*^T*)Ti/ 

H-MiB-AjC-^JjlV, 

D,  =z3n{A  —  C)/ST*V. 

AiDM  doDC  le  jprobleme  geoeral  tel  que  dous  vouIiods  Teiivisa^er, 
8B  trovfB  compldtenent  resoln:  ear  bb  solide  boojog^Be  cootioB  ob 
discontiBB  ^taot  dona^  de  graodeur  et  de  position  dans  respncc» 
et  cnDnaisttant,  comme  cela  arrive  souvent  (remurq.  III.  No.  6.)  la 
Position  de  &«s  trois  axeg  ^^'ioerti«!  un  ubtieadra  ceile  d«  ses  trois 
Bzes  perniBBeBCa,  relatifb  k  on  poiot  fixe  qBolconque  par  1'^vbIbb* 
tion  simple  des  quaniitc^s  Ay  Bj  V,  itf,  et  dea  coordoBBoea  7,  ff^ 
qui  donnent  la  position  du  poiot  iixc  par  rapport  aux  trois  axe« 
«iUnertie.  Car  ccs  quaotit^s  etant  coimAcs  en  oombres,  uu  obtien- 
dre  la  valeur  de  C  ^^^r  la  r^solutiou  ti'uoe  ^quotiou  nuiaerique  dn 
'3i^ae  ddgr^.  Posr  tirer  eBaaite  de  Ik  U  valenr  de  «staog  d;  II 
Ipat  ae  rappeler  ^e  'dana  le  cas  du  centre  (/)  bobs  mfßm  troavd 

ponr  aV^l  +J»  U  valear  "      de  aoite  qu^alora 

valear  de  «  ^»it  cobbAo  bb  foBctioB  de  ^,  dejii  ce&id  bbIcbI^  De 
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plufl,  pour  JMMaer  de  ce  premier  cm  au  cas  actuel,  il  faut  cbaoffer 
^  —  ^  es  •  <— . e  €D  ji\  pwrtant  k  es  —  iS*, jpiiu  Mi 
quantit^  A  qui  d'abord  d^igDaient  les  sommes  ^.ma:v, 

^.marxy^.mt/s,  dcsigoent  pr^sentement  les  fifMütiiiä  JUS MS i/, 
JUTÜi  duoc  OQ  aura  daps  ie  cas  actuel: 

■  • 

Ott  biet: 

CoDoaifsaDt  ^  et  on  coonaitra  les  qaautitös  a,  a',  a"  relatives  a 
m  BlMe  exe  ieeoDBii  MT,  leqQel  sere  per  eiiile  eoano,  de  position 
et  de  direction  dans  Ie  solide  propos^. 

L'axe  OK  ou  0\  etant  uiosi  trouv^,  comme  les  ^quations  (1', 
11',  IM')  sout  absoiumeot  UDalogues  aiix  ('quations  (f,  II,  III)  du  1er 
cas,  il  s'eosuit  que  les  deux  autres  suut  duus  ua  plan  ourinal  eo  {O) 
k  eet  ue|  et  <|b*ob  ei.  eelcolen  lee  directioes  per  r^qsetloo  sai-. 
▼Mte  qei  eet  Penelegne  de  r^i|iwllon  KCj,  No.  3.):' 

(cos'y) — 8io^9>).«.M  IZ  —  s\ü^.coa^.^.m{  Y*  —  Z')=rO.. ..  {€') 

5. 

n  Importe  de  r^eierqaer,  que  les  vsleors  des  eoeffideaCt 
jif,B,fCj,ift  d^ndaet  pour  tons  les  termes  en  j4,  C^S^  7^  €/  de 
la  differcncp  des  tnoments  d'inertie,  pris  deux 'H- deux,  iie  peuvcrit 
pas  se  simpliüer  d'avniitngc  daus  le  cas  particulier  d^une  furme  de 
Corps  donp^e,  ä  looiDS  que  cette  forme  ue  soit  doDu^e  eo  jneme 
tenps  par  eee  dineMioBs.  Ob  voit  «Bsei  per  les  foraiBles  gtedrelee 
qse  deux  selidei  MaüilBUeB  et  eenbleblemeBt  placc>s  ont  les  M&eiee 
axes  principaux ,  ou  du  aioiBf  de«  Bxei  pereUeles  en  desx  poiets 
bonologues  quelco04|iie8. 

^npod  le  solide  est  de  r^volatioB  aBtosr  d'sB  axe  d'iaertie 
Ijb's  ob  a  B  —  C^i^f  partant  Ji^  =0,  et  r^quatioa  (rouvde  prd- 
cddeaaieBt  s'abaisse  eir  eecoad  degrd,  car  eile  devieat: 

B,l^'fC,C'\-B,=0..,.{D) 

Dens  ce  aidaie  cas  od  conclut  d^jh  par  la  tlioorie  du  1.  que' 
tout  |»lao  coodait  suivant  Taxe  de  r^volutiuu  est  ua  plan  priocipal 
oa  d'inertie,  e.  4  d.  renferinaDt  deux  axes  principaux  du  centre: 
doac  de  quelqae  eianiere  qoe  le  peiat  fixe(^)  est  plac^,  II  peut^tre 
censfi  situ^  dans  un  plan  d'inertie  central  {ac'Iy')^  et  il  est  parsuite 
permis  de  faire  (J=0,  ce  qui  duuoc  //,  =0,  =0,  />,  =0,  et 
a  =  oo.  Ainsi  des-lurs  uu  des  axes  permanents  de  rotation  cn  {0) 
eet  »onaal  aa  plan,  qua  ddterBiaeat  Vaxe  de  riSrolatioB  et  le  poiat 
donn^  (0);  et  lea  aeax  aatree  eoat  pareons^qucnt  daos  ce  idaa. 
Pour  y  tronver  leur  position ,  on  peut  prnc^dcr  par  le  moyen  de 
r^aaüoB  {€'),  Ü^eillears,  si  avent  que  de  faire  U=0  coaiuino  ä 
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toos  les  termes  de  T^aatioo  {If),  od  supprjme  ce  facteur,  et  oue 
l'oa  poM  ensuite  17=0,  on  obtieot  par  euhitiliitioB  da  A,,C|,2^, 
et  an  %aid  k  B —  CssO,  la  rtlatioa  eDifutet 

^   arisr  c-i=o. 

laquelle  iloDoe  la  valeur  des  aoglcs  que  forment  avec  Taxe  de 
fiffure  lai  les  deux  axe«  principaux  eo  6^)  situ^s  dani  le  plan 
^  l*oa  vait  aaeara,  ea  qo'aii  aavait  d^jä  g^o^raleaant,  qoe 
caux-ci  sont  a  aoirles  draita,  aniiaqaa  laa  raanaa  daaaaiit  I« 
eanditioo  Ct^ -1-1  =  0. 

Quand  eo  uo  point  d'uo  solide  doone  il  existe  uoe  iofioite 
d'azas  panaaoaata,  teae  sitoli  dana  an  wkm»  plan,  ce  point  peut 
Itra  caoaid^r^  comna  na  caatra  il*axes,  at  on'  la  naauMra  par  cette 
raison   centre  de   rayonnement  ou   centre  de  radiatioa 

flaue,  tandisque  nous  nommeroris  centre  de  radiation  abso- 
üe  tont  poi^t  d'un  solide  pour  lequel  il  existe  uoe  infinit^  d'axes 
ioivant  toutai  lai  diraelioas  possiblaa  de  Tespace.  - 

D'apres  ce  qui  pr^ccde,  il  est  facile  d'ubtcnir  les  centres  de 
radiation  plane  des  solides  de  revolution.  En  efTet  pour  trouver  Ipa 
coordonn^es  d*uo  tel  point,  il  faut  exprimer  que  les  racines  ^, 
ioat  iaddtarBiadaB,  ce  qoi  exige  qu'on  faata  a  la  foii;  . 

^r=iO,  at  B  —  A  =  M(T^^S*\. 

1^  Ire  de  ces  ^gafilda  ait  aatbfaita  par  i9=0,  at  |»ar  7s=0.  8i 
Taxa  de  fiorure  est  ud  axa  da  aioaant  d'iaartia  aaxidiap«  on  fem 

7ssO,  at  Ii  Tiaat: 


S 


Ainsi  dana  ca  aai  la  salida  ranfenaa  danx  foyera  da  radiation 

^ane,  sitn^s  sur  l*axa  de  figure  ä  ^ale  diftanea  du  taotra:  ce 

B^Dt  donc  deux  foye.rs  de  radiation  coojugu^s. 

Si  Taxe  de  (igure  est  un  axe  de  oioment  d'ioertie  Bioiaiua, 
il  fandra  faire  au  contraire  iS^  =  0,  ce  qui  doaoe:  * 


Aioai.dana  tont  lolida  da  rdvalntian  antoor  d*an  axe  de  aioaiaat 

minimum,  il  existe  uae  iofiaitd  da  caatrea'da  radiation  plane,  tau« 
distribu^s  sur  le  lieu  aune  circonf^rence  de  cercle,  trac^e  dans  le 
plan  normal  a  Taxe  de  ügure ,  et  le  quel  plaa  passe  par  la  centre 
d'ioertie:  le  rayon  da  ealta  'dreoBföraoea  eit 


U  -  A 


k  In  YArtld^  U  lolution  prdeddaote  ne  laaible  d'abord  donnar  qaa  danx 

points  conjugu^s  de  cctte  especc:  niaia  il  coovient  de  se  rappeler 

Jne  toute  droitc,  tirde  par  le  centre  d*inertie  Donnalement  ä  Taxe 
e  revolution  est  un  axe  d'ioertie,  et  cu  realii^  la  Solution  aous 
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indique  qu'oae  (eile  droite  reoferme  Ueux  puiuu  de  radintiuu  cod- 
jagwfii:  «II«  mralre  donc  ^«o  «haqae  pbiat  d«  Ii  droraff- 
i*Mce  M  ^MÜM  Mt  OB  cMtre  4m  ra^MoB  fin«. 


7. 

ObiervoDs  que  lei  propri^t^ä  pr^c^dentes  subsistent  ei^core  pour 
de  certaices  claues  de  solides  qui  oe  soot  paa  de  revolution.  Con- 
cevoDS  p.  ex.  le  solide  mat^riel  bomogene,  co|[endr^  par  le  nioon 
TeaMt  4*uae  fi^nre  piMe  d««t  I«  «Mti«  d'iatrti«  m  «cot  mr  vm 
droite  Dermale  a  sod  plan,  et  d*uii  flUGDvenient  de  transport  commnn ' 
a  tous  les  poiuts  de  la  (igure.  Si  pour  les  dcux  axes  dMoertie  de 
Itt  iigure  place  les  noneots  d'inertie  corresponda^ts  soot  ^aux 
•■tr'eBx>  le  solide  eBgeadrd  bbt«  bbsm  tet  noBeBte  ^gauz  relati- 
TeaieBt  k  aea  deox  axes  priocipesz  lesquels  soBt  d«Bt  bb  pliB  Bor> 
mat  a  Taxe  directcur,  et  de  plus  paralleles  uux  axes  principaux  de 
1^  figure  uiobile,  tel  eat  p.  ex.  le  cas  d'un  oarallelipipede  droit  k 
kws  quarrt  ou  a  base  loxange,  d*UD  cjlinare  a  base  circalaire, 
qBoique  apparteoant  d^ja  aax  aolidea  de  r^elutioo.  II  existe  d'aiU 
lears  d'autres  cas  de  solides  qui  sans  Hre  cnmpria  dans  Tune  ni  Jans 
Tautre  dcd  deux  espoces  prec^dentes  ont  Deaomoins  deux  rnnmeots 
d'ioertie  priocipaux  du  ceiitre  ^gaux  eotr'eux:  tel  est  p.  ex.  l'octae- 
dre  fenie  per  deax  pjramdef  ^galea  r^pvli^es,  appujdee  nr  uum 
m^mt  baae  quarrte,  et  Bilaie  lozaoge.  Les  diagonales  de  cette  base 
sont  ^videmincnt  deux  axes  priocipaux  a  momeots  ^fiT&ux,  tandis  que 
le  3ieoie  axe  d'ioertie  central  r^pondre  en  g^n^ral  a  uu  moment 
fhn  fert  oa  phis  fcibler. 

Si  l*on  deeiandait  les  axes  peneeiieots  de  rotation  d^an  leise« 
Ilde,  relatifs  a  un  point  ßxe  quelconque  (0)^  la  solutioo  de  la  que< 
stiun  BP  trouverait  toute  faite  par  nos  formules  g^n^rales.  Eo  oom- 
luaot  Ja:  Taxe  du  moment  d'ioertie  iuegal,  oo  aurait  ici  ü  = 
HtSBt 

^,=sO,  — 4)^.  l/(r'-»-  6'), 

<?,  sa  - -<#)ri7(Ä»  —  T«  —  !/• -h  ^y^), 

l*en  |K»rte  BieiateBBBt  dBBs  eette  deraüre  les  Teieaie  de 

II,,  C,,  Z>,,  ou  pourra  y  aupprioier  eosuite  le  facteor  connBB 
—  toutes  les  fois  que  Ic  puiot  fixe  (O)  ne  sc  trouve 

point  plac6  dans  le  plao  y'a:':  car  alors  1/  oe  aera  paa  nul.  Ayant 
■oe  feis  C'per  r^nafloo  ainsi  pr^par^,  od  aere  ^yleaeat  b  eeo- 
fonodsMBt  OBX  ledieetieBs  de  1»  üb  da  Ne.  4  Aiasl  Ib  ^esdea 
ttclarlle  est  resolAe. 

Si  Tod  rosuut  l'equatinn  od  uo  reconnaitra  que  pour  \ts 
points  de  rodiation  des  solides  de  cette  classe  il  faut  avoir  encore 
C,  =0,  i?isO,  partaat« 

ii*{B  "JjSUsz  0,  Bn{B^J)TC{a^  -  7*  -     +  ^-^)  SS  0. 

t 
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De  Ui  M  MMlve  1)  qoe  qraM  Päse  dirwIeMr  4«  wunmmvalt  im  Im 
figwe  gi^Mretrie«  (ou  Paxe  do  nomrt  iii^l  dani  d^aatros  cm) 

eit  nn  axe  de  moment  d'inartie  maximum,  il  existe  aar  cet  axe  deax 
foyers  conjugu^s  deradiation  plane,  et  distants  du  centre  d^ioertie 

d*ii|ie  qnaatit^  |/^~^:  qae  at      eontnure  cet  exe  centnl  eai  nm 

axe  de  momeot  d'inertie  aioifliMi,  let  fojrera  de  radiation  plane,  eon- 

jugu^s  deux-a-deux,  se  trooveront  sur  udc  circooftrence  de  cercle 
aittt^  daaa  ie  plan  normal  en  (/)  k  Taye  doot  il  s'agit,  et  d^ite 

•vee  m  nyom  |/^^^  BsaaleoM  lie  plw  pfte  la  dmi^  lij* 
pefMie  laquelje  adaet  B'^A^  et  donae  pareoaidqneat: 

azsz%  et  3n[««-3p-i/»v  ^-^^ 


LVquatioD  jSF  =  0  montre  d^abord ,  qne  si  leg  ccntrea  de  radiatioo 

Slaoe  existent,  il  faut  les  clierchcr  tous  dans  Ic  plan  {y'J%'),  La 
line  ^qaatioD  est  ensuite  satisfaite  par  T^^lit^  ä  zdro  de  chacao 
de  tea  factenra,  ee  qai  dosae  tonr-i^^laar: 

r«50,  et  l?»s=^^. 

Mais  r^qoatioQ'T=0  prouTe,  qne  le  point  <7= — -g—  dn  aotide 

eat  lui-indoie  ud  foycr  de  radiation  plane,  e.  a  d.  que  tovs  le«  axes 
en  ee  point  aitiide  dani  na  eeiiaia  plaa  peaveat  £tre  dea  axea  p«r- 
■aneata  de  rotatioa:  bnw  dfidepaieat  ce  n'est  Ui  qa*nae  aolvtioa 

B  —  A 

particali^re  de  la  eircoaUSreBce  7^  H-     ^   ^  *  St  I*on  a  eaeere 

BssJ,  ee  qai  eat  la  liaita  de  rin^natioa  B^-A^  il  vieodni  h 
Ja  fois  Ä  =  o,  T»  -4-     =0,  on  «=0,  T=0,  l/s=sO:  c.  a  4. 

qn^alors  le  centrc  d'inertic  est  un  foyer  de  radiation  plane  d'axea 
principaux,  ce  qni  n*eit  encore  qn^une  auite  wteeaaaire  de  la  cir- 
confi^renc«  reconnüe. 

II  «it  da  reale  fadte  de  ae  eoavaiacre,  quo  lee  feinte  aiaai  ob- 

tenus  8ont  de  radiation  plaae;  car  par  exemple  la  supposition  de 
//=0,  T=0  donne  x  =  oo,  de  sorte  quMI  t  a  toujours  un  axe 
permanent  qui  coi'ncide  au  point  doon^  »vec  la  normale  au  plan 

L'kypotfc^  i9ae0^  M{T^ V*)^B^A  Hdait  la  valew de 
»  k  SS  •yr,  et  fait  Yoir  qne  Ton  des  trols  axes  penaaBeala  en 

nn  ijoint  queloonque  pria  sur  ie  cercle  M{T*  r^-  lJ*)^B^Af  m 
uae  iacKBaisoB  deterauade  aar  le  plan  «Itfpendaate  de  la  pa- 

aition  parttculiere  de  ce  point,  et  qne  les  aulres  axes  permanents 
en  nombre  illimite,  aonk  cependant  tona  aitn^  daas  an  airftaie  pUa 
normal  au  Icr  axe. 

La  coaditlon  de  C^^^kB^D^  =0»  qui  exprime  que  lea  daas 
raciaes  de  ^  sont  «Egales  entr*ellea,  ue  conduit  k  aucune  ooaclaaioa 
qui  ne  soit  dejh  counile;  on  trouverait  facilemcnt  qu'elle  ne  saurait 
^trc  satisfaite  que  par  la  supposition  de  Ct  =  0|  üf«s:;0  qu'oo  a 
deja  cxaminöe. 
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Ainsi  coDforroemcnt  aux  conclusions  de  la  metbode  gdn^rale  il 
n'existe  ici  uucuo  poipt  exterieur  du  solide,  qui  D^admette  äu  moias 

L«i  deux  racinu  de  l*^oation  troni^  sont  ^alea  et  de  signes 
cootraires  dao«  toiiB  1m  CM  pwrticiilifrr  on  Too  a  C,  =0»  et  elles 

dcricDneat: 


Dum  m  cm  il  f«it  qiA  !•  ptümt  (0)  loit  pl«o<  Mir  im«  nriiiM 
McoBd  ordte  C,  ^0  ob: 

la  quelle  coupe  les  plana  principaux  (^y,  a:'»')  suivant  deux  hy- 
perboles,  et  le  |>l»n  {s/x)  suivant  uue  circouf^reoce  imasriottire  ou 
Helle,  mIod  q«e  Taxe  dn  noBent  lodgal  Mtdeaaziaiaai  ov 
de  BilMiaiaai»  «nri  la  sorface  wraiiia  hyperboiolde  de  r^voIntioB  k 
den  aafipes  dan«  le  premier  cas,  et  a  uue  seule  nappe  daiis  lo  se* 
coad  cat.    Od  obtieodra  dVilleurs  saos  difficulte  la  valeur  de  x 

T 

cerretpoadute  Ii  edle  de  Ca=^p^^Stpj^         ^  fonnale  gdad* 

nie  qni  donoe  %  eo         T,  etc  

Four  Pespece  de  solides  dont  od  vient  de  8''GCCuper,  od  ne 
Haurait  fuirc  s^par^ment  ZiT,  =0,  Dt  /^|=0,  sang  admettre  que 
le  |ii>iat  (6/)  süit  j>lace  daoi  Tuu  des  troiH  piuus  priocipaux  du  so- 
lide. Or  celte  positioa  partiealiire  da  polet  [Oy  m^rlte  saps  doate 
qaakjue  atteotioD:  oiais  od  peut  Teovisager  d'uoe  manUre  plus  g^- 
n^rafe  et  m^inc  pour  lea  corps  qui  out  a  la  fois  leurs  trois  momcnts 
d^iuertie  priucipaux  du  c«otre  in^eux  eutr'eux.  Cet  exameD  fer» 
robjet  d«  Na.  wif  aat. 

& 

Od  denaode  de  d^terniner  les  axes  permaneuts 
d*aa  aolidOt  relatifs  ä  un  point  sitad  daaa  l'na  quel- 
cooqve  dei  traif  plaae  priacipaux  dv  eentre  de  ce  ao- 

Ilde. 

Solu ti Uli.  Supposous  d'ubord  que  le  poiot  ( (?)  seit  situ^  daos 
le  )i1an  priocipal  oo  anra  dooe  CTsO,  partaat  ^.  =0, 

=0,  C^  =0,  J9,  =0,  car  ü  est  ud  fucteur  commun  a  toM 
ces  coerftcieDts.  II  semble  dune  que  pour  le  poiot  aiosi  plac<^  il  y 
ait  uoe  iulinile  d'axes  permaDeDts,  ou  que  du  moins,  n'il  n'y  cn  a 
qae  troif ,  Uur  d^Unaittalion  dcbappe  a  la  aietbude  gcueralc.  Mais 
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•D  ■'»pper^ Oll  «■  atee  tonps  qu'efa  Mpwlmivt  I«  ibciwn  ü  

SU  k  - ton  let  teiww  de  IVqottiM  4ii  3i^me  degr^,  et  chercbaot 
epsnite  ce  que  deTieoDent  les  quantit^s       :       B ^  \  C ,  C,  : 
:  U  par  la  aupposition  de  17  =  0,  od  parvieut  ä  l'^quatioo  v^ri- 

teble  qvi  coDfieot  k  ce  noBfeaa  cai.  NoMMAt  b  Ytleiir  de 

qai  r^ralte  de  «ette  bjpoth^ae,  VjjJ  Jf^ 
snite  pour  ou  aura 

et  cette  ^c^aBtion  poorra  eertir  k  d^terminer  les  trois  azes  perma> 

nents.  Mais  eile  nc  fait  pas  connaitrc  d'une  mani^re  p^c^ndralc  la 
posUioD  mutuelle  de  ces  lif^nes,  et  c'est  cependant  Ik  l'objct  auquel 
il  faut  attacber  ici  le  plus  d'importance.  Ed  se  reportaot  ici  aus 
^oetieiis  gdndralea  (!',  II',  III')  et  reaarqoeDt  que  UsO  ^unmm 
^ss€^  isO^  on  oktieat  lee  telatiaae  eiaplifi^ei: 


(1)  «'^  .Ä'-4-/oa"  =  0 
(S)  aer^-^föaf'ssO 
(3)  m^^'— a*)=50 


Si  Tod  supprime  d'abord  le  focteor  a"  daaa  cbafae  neabre  dee 
deox  premi^rea  cooditioos,  oo  a: 

Tiraot  de  la  lea  valeen  de  a',  et  iea  galant  eDtr'eUes,  on  obtieat 
la  cooditioD: 

et  comme  od  ue  ^eut  avoir  g^o^ralement  le  facteur  /*  —  A'B'  %al 
ä  z^ro,  a  moiDs  que  le  poiat  {0)  d^jä  situ^  dans  le  plaa  i^y')  d*j 
eeeope  ane  position  particuli^re,  il  est  BODifeate  qu*oii  doit  faire 
a=rO;  ce  qui  doone  parauite  a'=sO;  ces  valeurs  ^tant  iotroduitea 
daos  Fa  relatiou  perp^tuelle  a* -+-....  =  1  donneroot  o''=Ü. 
Aioai  dans  ce  cas  I'ud  des  truis  axes  chercbes  est  paralelle  a  /%' 
Ott  ae  tfoave  ttonaal  ao  plaa  priocipal  daai  lequel  ob  a  placd  la 
poiat  (O).  Haaat  aax  deux  aatfee,  ils  leront  parcoDs^nent  ■Itale 
dans  ce  plan  m^me  oii  ils  orcupent  une  position  qu*on  peut  dfter- 
mincr  par  la  m^thode  de  l'^quat.  (C  ).  No.  4.;  oiais  od  peut  aossi 
les  d^duire  des  ^uctioDs  de  cooditioDs  posöes  ci^deasus.  En  effet 
les  denx  preni^a  doivent  ttre  aattaCiitea  auaai  par  la  aapposition 
de  a''  =  0,  ce  qui  laisse  les  cosinus  a,  a  eocore  inconnus.  Mala 
coDime  on  a  outre  la  3ipme  equation  celle-ci:  a'-f-a''=:l,  on 
aura  deux  relations  pour  d^termiDcr  deux  iucouDÜcs.  L'^liniiDatioo 
doaaera: 

^s-  JL_  «'.-1  -4-ll/IlZEZ)lI 
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Si  donc  on  pose  a  =  cos  9 ,  et  qoe  Tod  denote  par  9''  les  an« 
gles  qai  r^pondeiit  aux  deux  racines,  od.  obtieot: 

ponr  abr^er.   La  valeor  a''  =  0  moatre  qu'nn  oa  deax  des  axes 

9"  ()ui  donnaat  taag  V  •  ^%  y^-l-  1  =  0  aoos  appreaaeat 

qn'cflfectivpment  ces  axes  sont  ao  nombre  de  deux  et  qu  ils  sout 
a  angles  droits.  De  plus  leurs  directioos  par  rapport  ä  Ja:  ae 
troavent  d^termio^es  par  les  ^quatioas  en  9',  9".  Ainsi  la  questtoa 
•claalle  est  ratolie. 

Poilr  cooipreadra  la  direcHos  de  ces  deux  axes  dana  ana-  aanle 
famala,  on  obsenrara  qne^  coa*  9  s=  ^  -h      daane : 

aia*9si— |Jr,  €da*y— ab*9=5JK;  4BiB"y  coa^^^rsl^JP, 

partaat: 

♦    o  —   y    _  2jy.sr 

i^altat  auqnel  on  parviaat  anni  par  la  m^tbode  qui  emploie  di- 
recteBient  Tangle  aaxUiaire  9.  Le  rc^sultat  pr^c<^detit  et  notammeDt 
la  valeur  de  cos  9  ou  celle  de  tang  29  dous  fonroit  le  mojea  de 
4a  ddtenaiaer  loa  eantraa  4a  ra4iatioB  plaaa  litn^s  dana  la  plan  jprin- 
cipal  (^V)'  ^^^^  qu*oD  d'a  qu^a  exprimMr  analjtique- 

meot  la  coodition  qnä  rangle  ^  reale  ■nddtenuad,  ee  ^1  revieat 
k  £Mre  k  la  foia: 

Si  Tod  a  B^ui,  00  fera  SzsO,  et  ü  vieat: 


Si  Tod  a  i7<^,  ob  fera  T=Oy  et  il  vient: 


B  —  A 


Ob  eanelnt  4e  Ik  qua  l*aze  4n  moaeBt  4lBerCle  bibiSmwi  4bm  w 

•olide  qneleeaqBe  renferme  toujoora  deax  fojers  eoBiMUdl  4a  ra- 
diation  planr,  qai  a  lieu  dnn»  le  pInn  priacipal  ■6Ba1ani4  par  lea* 
deax  Butres  axes  d^oertie  du  centre. 

Od  d^moDtrerait  de  m^me  que  Taxe  priacipal  du  laoBieBk  d'iaaf^ 
He  BiojeB  da  solide  reDferme  denx  foyers  coojugudg  4a  radiatiaB 
plane  qoi  se  fait  dans  le  plan  form^  par  les  denx  autres  azaa  prin- 
capanju  La  distaace  des  fbyen  an  caatre  aal  daaa  ca  4arBier  caa 


« 


I 


IM 

  » 

^•le  k  Oa  Mppm  «Ion  ^>ir  «t  £>Ct  fax«  4i 

mooiciit  4*iDertie  miDinnoi  ne  renferme  qne  foyers  de  radiatioa 
imaf^inaires.  Dans  le  cas  des  lolides  de  riSfOlation  oft  Too  a  ß=zCt 
la  distance  focalc  deviont  nulte^  et  Ton  t^ti  conclut  ce  qu'on  safait 
d^ja:  que  daos  les  solides  de  r^voiution  et  daos  ceux  ayaot  senle- 
ment  deux  moaieDts  ^gaox,  toiis  les  axes  du  ceutre,  trac^s  daas  le 

Slan  iionial  k  l*ftxa  3e  figara  on  k  l'iae  da  BOBOit  la^l,  soat 
et  axei  principanx. 


Nona  ateoi  «onolii  de  l'^üatioot 

que  Tun  des  trois  axes  permaneDts  est  normal  au  jtlan  principal  oä 
le  poiot  fixe  {0)  w  trottve  plac^:  naia  li  le  point  avait  dang  oe 

Slan,  daas  eelui  des  ^xV)  I'  ex-  une  posiUon  particulicre  itropre 
gatigfMf»  k  V4gßliU  a  a^o  du  1er  facUv  c  ä  d.  ä  rdgaütd: 

OD  ne  serait  plus  en  droit  d'admettre  cette  conclusion,  relative  a 
la  direction  de  l'axe  cberch^}  car  les  ouantit^  a,  a',  af  ^tant  tou- 
joura  aasnjettiea  anx  eoDditlons  (1,2,  reiteratont  ind^erniio^a 
entre  de  certaines  liiiitea.  Or  la  condition  i^' ^TiS' =  0  prut 
^tre  ffmplic  de  deux  maniercs:  1  )  par  riiypotn^se  de  /"rrO,  yf'If 
=  0  a  la  fois;  2)  por  Thypotbese  do  •=.  A  ff ^  ^quation  qui  peut 
subsisicr  saos  qu'uucuoe  des  quantites  A\  ff  soit  s^par^ment 
nulle..  Bxaainons  d*abord  le  cm  de  la  preni^re  inppoaition.  Bile 
exige  qu'on  ait  a  la  fois  /=0,  ^  =  0,  ou  bien  /=0,  Ä'  =  0. 
Or  chaque  Systeme  de  ces  ^oations  rameno  aux  propri^t^s  particu« 
liirea  que  l'on  a  d^ja  reconoues«  Rette  duac  a  iuterprdter  l^hjpo- 
ÜiftM  pim  gdnirale: 

laqoelle  dtent  ddrelopp^  derittidf«« 

Ä)  -H  ^) = — (c— 4)  (^^'— 

-  Si  C  eit  le  plus  gnnd  des  troia  ■OBenCa  dMneitie  prweipMix,  In 

conrbe  pr^c^dente  est  imaginuirc. 

Si  C  est  le  ininimum  de  ces  trois  nioments  d'inertie,  la  courbe 
de  cette  ^uatiou  sera  une  ellipse,  trac^e  dant  le  plan  form^  par 
'  lea  ma  da  nrnannt  maiBiM  m  dn  «oB«al  seyen. 

8i  C  eat  le  Boaeot  d'iaertie  moy^n,  il  y  aura  un  terme  positif 
dans  le  premior  membre,  tandis  que  l'autre  est  n<^gatif,  et  le  second 
membre  devient  potitif.  Ainsi  deslort  la  courbe  de  T^quation  tera 
■ne  byperbole  concentrique  au  tyst^me  et  tfncde  dnna  ie  plan  prin* 
cipal  tornid  par  lea  axet  dea  momcntt  min  im  um  et  maxi  m  um. 
De  plus  la  suppositiou  /»s^iT  fddnit  Ifls  dqiMtions  (1)  «t  (i) 
ä  nne  m^me  condition: 
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a  laqöelle  il  fant  Jaiadra  la  ralatioa  perp^toelle:  . 
•t  i*<qiiatiaa  (8): 

mi{A  -^'B)     /(«'*  —«*)  =  <». 

Si  ron  snppose  d'abord  o"  =  0,  il  restera  pour  la  d^tenaiattiaB 
4et  ^piaatitü^fl  a,  a'  les  deax  öquatioDS  4e  cooditioa: 

CM^(^  —  ^) +/(fli^  —      =  Os 

car  alon  cette  demiorc  n^est  plus  une  cons^quence  des  deax  autres 
a  cause  de  a"  =  0.  Or  ce  cas  dVliroination  a  d^jk  troit^«  et  il 
Doua  ft  donn^  un  Systeme  d'axes  permanents,  l'uu  normal  au  plan 
d'iaertie  (o/^),  et  let  deax  aotn»  litnli  daaa  ce  plan  an  poiat 
doDD^  T),  Poar  l*aa  de  ces  derniers  on  a  troa?^  qu^il  fvit  avec 
l'axe  des  abscisses  un  angle  (f  dunn^  par  Pdquatian  (/))  da  No.S, 
laqaelle  devieot  ici  en  vertu  d^  la  valeur 

Aiaai  Vma  de  ees  axes^furme  aveo  l'axe  des  absciiaea  un  aogle  dont 
la  taageate  est  et  Pantre  na  aogle  de  taageüte 

Hau  aas  ^aliaaa  ile  eoaditJoa  doiveat  dtre  satisfoiles  aaisi  iad^- 

pendamment  de  la  valeur  particuli^re  a"  =  0  attribaöe  a  a".  L*^- 
quation  (3)  n'est  d'ailkurs  qu*uno  cons^quence  des  deux  autres 
(1,2),  si  Ton  ne  suppose  pas  d'avance  a''=Oj  et  il  sufüra  parcon- 
sdqaeat  de  peier  glo^raleaieBt 

•r  ai  r«B  ddmta  aar  «  Taagle  compris.  aatr«  Taxe  Ms^  et  afetva  la 

Srojection  aar  la  plan  (^'y')  de  Paxe  d^e^aillbratiaB  cbereiid»  et  par 
^  loa  iadiaaisoa  k  ce  plaa,  ob  ponira  fiutes 

«sees^.casf,  a'=caB^.iiBi|,Vsaii^. 

JDe  la  OB  eonclat: 

jt  eoa^.aeaiff-/€ea^.iiB^aBsO, 

car  la  rclatiou  perp^tuelie  devient  ideutique.  derniere  öqoation 
se  partaffe  eo  deux  facteurs,  Tuu  co8^  =  0,  qui  reproduit  la  sola« 
tion  da  rase  Boraal  au  plan,  et  l'antre: 

A*  coi  n  -I-/  810  9  =  0 

daaaa: 
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l'aDgle  d'  restera  ind^termin^  partant  arbitraire.  II  en  eit  par- 
consequent  de  m&me  dea  trois  cosinus  a,  a',  a^  Ainsi  toutes  les 
liffoea,  sitn^ea  au  poiot  doon^,  d'uoe  naniere  ^uelcooque,  daoa  an 
plan  Bonial  au  plan  dUaartie  et  paaaaat  an  poiat  daao^,  aaat  des 
axea  d'dqailibration.  Mala  an  anMtitnant  paar  ß*  laura  valanrn 
dans  rexpressioii  de  tang  17,  on  pent  s'apperdevoir  que  tous  les 
axes  se  projetteot  suivaut  la  normale  a  la  sectioo  conique  au  poiot 
donn^ ,  et  que  la  aolution  parliculiere  gui  provient  de  a"  =  0  est 
canipriaa  dant  la  aolntion  gdndrale.  Nona  soaiBiea  doae  an  droit 
d'enoocer  lea  propoaitioaa  anifantaa«  dant  la  praniiia  n*cat  qu'nae 


Diation: 

1)  Dana  le  plan  principal  du  centre,  form^  par  les  axea  de  mo. 
■anta  moyen  et  niaiBaBi  il  n*anakaattcUD  poiot,  aneun  Ken  g^o- 

B^trique  de  foyers  de  radiation  plana. 

2)  Dans  le  plan  principal  du  centre,  form^  par  les  axes  de  mo- 
ments  maximum  et  minimum,  il  existe  tuu)(>ürs  unc  hyperbole 
concentrique  uu  solide  dont  cbaque  point  est  uo  foyer  de  radialioo 

Slaae  normale  d*azea  pennanents:  c'k.  d.  que  cci  aziea  aant  tona 
iatribu^  dans  le  plan  normal  ou  plan  principal,  et  Hiend  avitant 
la  normale  k  la  section  conique  au  point  donn^. 

3)  Dana  le  plan  principal  furm^  par  les  axes  dea  moments  'ma- 
ziaiom  et  mojen  iL  exiata  tanjonra  ana  ellipse  oancaitriqna  an 
aolide,  dont  cbaque  point  eat  on  fbyer  de  radiation  fdaae  normale: 
c.  a.  (1.  que  tous  les  axes  permaneots  en  ce  point  sont  s\tu4»  dann 
un  plan,  normal  au  plan  principal  et  men^  suivant  la  normale  a  la 
aection  conique;  de  yiaa  la  tangente  en  ce  mdme  point  k  la  courbe 
eit  Taxe  peraianent  itold. 

Si  Pon  se  refiorte  snr  la  valeur  de  tang  rj,  00  Toit  qu'elle  est 
ind^termin^e  pour  le  cas  deyl'  =  0,  f=0;  c.  a.  d.  pour  «yZ'=  0, 
et  JUS^ C  —  y|  =  0,  ^quations  uux  quellea  on  peut  satisfaire  en 

prenant  7*1=0  et  €ette  circanalaaca  seable  an* 

noneer  qae  les  sommets  da  grand  aze  de  Vellipse  aoient  dea  foyera 
'da  radiation  abaolfte  et  na^ivers^lle:  aiai«  il  n*en  eatpasainsi,  parea- 

fn*ao  darlfont:  — ^e=— p?==,  on  obtient  tnngqsss^y^,  et 

l'hypotb^e  de  ^'==0,  7=0  donnant  ii'ssC^B,  il  en  rdanlto 

tang  17  =  =1=  |/^^-^  =  0,  ce  qui  est  conforme  ä  T^nonc^  g^n^ral» 

<^tnb1i  plus  baut.  Mais  pour  la  classe  de  solides,  (\u\  anraient  deux 
moments  dMnertie  ^gaux  C\  et  dont  le  troiaieme  A  aerait  le 
plus  grand,  la  quantitd  tang  17  devient  en  eflbt  inddteminde:  nioal 
ponr  cette  eapMO  de  lH>Hdes  |es  den«  porata  da  Taxa  dn  maziaani 

sitnda  a  la  dUtance  =p  V^~^~^~       ^^^^  foyera  de  ra- 

diation abaolus  et  universels  d'axes  permanents.  Cette  derniere  pro- 
pridtf,  et  Celles  relatives  aux  deux  aectiona  coniques  de  radiation  ont 
dtd  d^couvertea  ponf  la  premiere  fois  |Nir  M.  Biaet  (Janrn.  de  P£cole 
polytechn.).  Plus  tard  Ampere  y  est  parvenu  de  son  cdt^  (  Nou- 
reanx  Mdaoirea  de  l'loatitnt).  Noas  le«  avona  dgalcaieot  trouvdaa» 


IM 

mmni  que  d*avoir  »ris  une  coDDaistaace  approfondie  du  memoire  de 
'H.  BiiMt  QMBt  a  hl  proprio  de«  4mx  fowm  4e  vadialioa  •!»■#- 

Im  46non(r(^c,  son  aoalogue  se  tronire  aaVsi  d^nontr^  dsot  la 
Bote  p.  49i).  lere  edition  de  la  m^aniquo  de  Puisson:  mnis  nnns 
prioDS  le  lectenr  de  revoir  ce  passage  et  le  memoire  de  M.  Hiriet; 
il  pourra  se  convoincre  que  la  questioo  »*y  (rouve  eovisagee  soua 
n  ponit  de  vAa  diffifimt  de  ce  que  noa«  venona  de  pr^aeoter;  e'toal 
ce  qo*OD  concevrn  d'aitettt  micoz,  ti  Pon  a  (^gard  m  ce  qoe  oowi 
dirooa  aur  Je«  momeDla  d'inertie  ^enx  entr'eux. 

la 

Od  Yoit  per  Im  veleura  dei  coSflieieDla  ^, ,  Ü , ,  Cj ,  ^ ,  que  pour 
teoa  les  solides  ayaut  leors  moments  dMnertie'principaux  du  centre 

<^gaux  eotrVux,  les  racines  de  l'^quation  en  ^  restent  indi'termiix^es 
ou  ioconnOes:  otais  il  j  u  ici  ou  du  moins  il  peut  j  avoir  un  dögre 
d'ind^termiDation  plus  on  moins  coBiidtfnible  <^  aveot  que  de  neu 
pranaacer,  il  fauara  soumettre  eaeare  ce  caa  particolier  k  un  exa* 
men  special.  On  sait  deja  que  qunnd  lo8  niuments  principaux  du 
centre  sont  ogaux,  tous  les  iiioincnts  relutit's  a  des  lignes  rentrales 
qnelconques  du  solide  soot  eguux  eiitr'eux.  De  ia  il  est  ais«^  de 
coachire  qua  de  toas  lea  axea  ea  un  point  quelconque  ( O)  d*BD  tel 
lallde  la  ligne  droite  0/,  menee  du  point  dono^  par  Je  centre  d*!- 
nertie .  est  pour  le  point  (  O)  Taxe  du  moment  dMnertie  minimom; 
cette  droite  est  anasi  nianitesieuieot  uno  Tigne  d'inertie  centrale,  et 
de  plan  tont  lee  axes  en  (0)  nitnda  dant  na  plan  aorBai  k  Ol  ear- 
respondent  a  des  momeata  d*iacrtie  ^gaux.  Enfia  toas  lea  azea  en 
{O)  situi^s  en  dehors  de  ce  plan,  mais  distribu^s  sor  une  mdroe  sur- 
face  conique,  couccDtrique  a  OJt  ont  eocore  den  Momente  d'inertie 
^aux.  doot  iu  voleur  comnuine  est: 

A  d^signanl  la  amaast  central,  et  m  MaeltaaitaB  da  Ja  gln^ratrfce 
a  la  Hgye  0/,  cenalddr^e  comme  axe  coniaue.  De  Ik  att  est  con- 
doit  a  penser  que  si  pour  le  point  {0)  il  existe  une  multiplicitc^ 
d'axes  d'ef{uiIibratioo,  ils  doivent  au  moins  se  trouver  tous  daoK  im 
plan  normal  en  (6^)  a  OJ,  Or  cette  propriet^  peut  etre  en  efl'et  de- 
■aatrde  d*nae  aiaai^re  rigonreaie  k  raide  des  ^uations  de  condi- 
tion  g^o^rales  (F,  II',  IU',  No.  4.);  car  de  qnelque  mani^re  que  le 
point  fixe  (  se  trouve  plac^,  on  peut  dire  quM  est  place  sur  nn 
axe  principal  du  centre /r',  et  faire  en  coos^quence  T=0,  17=0! 
ce  qal  danne/'=0,  ^=0,  4ä=0,  partant: 

^ssO,  da'B^z=%  iui»^=0,  aa'(^— ^:=0  ....  {g) 

et  h  9mm  da  ^=sO,  il  rentaim  aiaipleMit: 

Ces  eonditions  sont  satjsfaites  1)  par  a"  =  0,  o'  =  0  a  la  fois  -  ce 

qui  dottne  a==I,  et  lait  voir  que  Tun  des  axea  eberches  coVnride 
avec  OJ  ou  a:'J\  ce  qui  est  (^vidi'nt.  Mais  elles  sont  encore  satis- 
£aites  par  o  =  0}  et  commc  ou  u  desiurs  a '  -i-u'  *  =  1,  il  s'ensuit 

TtaBT.  13  * 
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^ve  Im  MtMi  •ans  okibMi  tMil  diM  m  cb  ^)  ä 

•t  qilMs  s*y  tronvent  ea  nombre  infini,  puisque  leg  qMntit^s  o*,  oT,* 
quoique  H^es  par  la  relalion  a" +  =  restent  arbitraires  oa 
ittd^terffliB^ei.  —  Ainai  en  noounant  avec  £uler  iolidea  de  lere 
classe  ceox  de«  ielidee  qui  ont  levri  irok  noH«iili  principaaz  im 
ceetre  e^aux,  uoua  poavoDs  ^ablir  lugage.  qae  toat 

poiot  fixß  d'uu  solide  de  iere  classe  est  un  centre  de  radiatioo  plane 
bofmale  d'axes  permbneDts,  taudisque  le  cealre  d'ioeitie  est  uo  leyer 
de  radiatiou  absolue  et  uoiverseUe. 

ReM«r4|^ae.  Od  boim  objecten  peat-6tre  qae  netre  niMB' 
Dement  est  loiofliHiDt,  en  ce  que  qoos  addettOM  k  1b  fbit  les 
trois  ^qnations  •  •  •  •  (^)«  tandia  qa^ailleurs  nons  avons  remarqa^ 
que  l'une  d^entr  elles  n'est  qu'une  cons^quence  des  denx  antree. 
Haia  il  eemriast  d'obwrver  que  daot  le  cas  particulier  aetvel  Ib 
Ibre  conüition  a'a^R  =  0  est  satiafaite  d'eHe  -  mi^me  ä  cause  de 
j?'=:0;  si  donc  on  la  supprime  ou  qu'on  la  n^glige,  il  faudra  te- 
nir  compte  des  deux  autres  a  la  fois,  car  on  doit  daos  tous  les  cas 
exprimer  complctcment  la  nature  niecanique  de  la  question  qui  veut 
que  l*^ergie  totale  dea  foreae  ceBtrifogaa  k-  toomr  Teiaiett'  de  to- 
tatioB  do  solide  autour  de  deax  axes  aa  moiaa, 'aito^s  dans  an  plan 
normal,  soit  duUc.  Nofre  raisonnement  ne  noua  paraSt  donc  paar  la 
nomeat  suaceptible  d'aucuae  objection  fond^e. 

II. 

t)D  examioant  avec  quefqu'attcntioo  la  loi  de  composition  de» 
coSfiicients  A* yB\C^ de  T^quation  du  3eme  d^grö  en  on  re- 
coDBatt  qa*ilB  ae  cbaDgeot  paa  da  ▼alaors  qoaad  oa  ebaoga  k  la  fbli 
loa  aip^es  des  coordonn^es  8,  T,  L\  sans  älterer  laors  valenrs.  Daae 
OB  joignant  un  point  qnelcouque  {O)  de  Pee^ace  au  centre  d*ioertle 
d*aB  Systeme  rigide,  et  prolungeant  la  droite  Ol  d'une  qnantit^ 
IC^^IOf  OB  oatioBt  an  point  pouc  lequel  les  axei peraiaBOBla 
de  rotatioB  da  solide  sont  respectivemenC  paralleles  a  caoz  da  poiat 
{Oy  Cette  propriet^  a  6ii  aussi  reconnQe  par  Mr.BiaiO^»  OiaiaparBa 
marcbe  plus  «avaate  et  plua  laboriaase, 

12. 

Les  racines  de  requatioa  du  Seme  d^gre  ea  ^  ne  sauraient  de- 
vanir  ind^ternün^ea  oue  qaaod  oa  suppose  ä  la  Cois^)=0»^,=0» 
Ci  =0,  jO,  Si  iMM  OB  aa  reporte  de  aouveaa  a  la  ddcoa- 
poiitloB  de  ces  co9flicieBta,^  ob  sTappaEcait  qaa  dans  des  aolidea 
quelconques  il  ne  saurait  exister  aucun  fovcr  de  radiatiou,  qui  ne 
soit  situe  dans  Tuo  des  trois  plans  principaux  du  centre  du  solide, 
et  comme  ces  plans  oc  renfexment  que  de»  caatrea  de  radiatkni  plane 
Bomala,  il  a'aaiait  que  les  aolidea  ob  ^MnH  B^adBattOBl  aacaa 
centre  de  rayonnement  aUsolu  et  WHntnA  I4B  COa  asoapliiMl  )^ 
cafc  ^ard  a  ^  aigaald  plus  baut. 

Ponr  d^termioer  les  axes  pemanents  de  rotation  d'un  Systeme 
mat^iel  plan,  reiatit's  a  un  point  fixe  {O)  da  plan,  on  fera  pusser 
par  ce  point  denx  axes  rectaagles  (  Oat^  Oy)  paralleles  aox  axes  prin- 
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dpaux  (  /:r',  if^)^  tt  en  d^ifruant  par  9  l'angle  inconnn  de  Taxe 
cbercb^  avec  Oa:^  et  par  Ä',  7*  les  coordouo^es  de  {0)  relatives  k 
la:'^  /y,  ou  ce  qui  revieot  an  n^me  ici,  cellea  de  /  relatives  ä  Oa:, 
Oyt  OB  tmi ' 

.Ponr  avoir  taDg29  =  ^,  il  fkudra  dooc  poter  &  la  foig:  ^ 
Suit  A'^ßt  et  posoDfl  ea  cona^queucc  7=0;  d'oü  l'on  tire: 


II  a^Dfiiit  de  Ik  aoe  ponr  tovt  syit^B«  Materie!  pltn  il  ex)ate  .tur 
l'axe  du  nomeiit  d  inertie  maximum  central  du  plan  deux  foyers  de 
ndiation  plaoe  conjilgu^  11  est  bien  eoteddu  que  le  3ei|)e  axe 
permaneDt  est  uuique  ou  isol^  et  normal  au  plan.  L'exemple  de  la 
aurface  elliptique  homog^oe  est  bieo  remarqueble  ioi.  En  efi'et  Bom- 
■Mit  ^  w  deuitf ,  er,  4  lee  deBi-ezee  principan  da  ceiitre,  6b 
oktieiit: 


9 

M  ifA  4Moe: 

Ainsi  les  foyers  m^caniques,  oo  l*s  centres  de  radiation  plane 
de  la  surface  elliptique,  se  trouvent  plac^s  sur  le  petit  axe  de  la 
ftgiire,  de  la  wl^m%  muaXhn  dont  lee  fbyera  gdometriquea  on  op« 
tiques  de  la  conrbe  snnt  rang^s  sur  le  grand  axe. 

On  peut  encore  d6moutrer  facilement  que  pour  un  point  fixe 
pris  sur  l'un  des  deux  axes  d'iuertie  d'noe  surface  lUane  nia- 
tdnelte  lee  troie  azee  penaaBeste  eoBt  eoBitBaiBraBt  pafallelei  k  eax 
mdmes  et  k  cmbb  dB  «entre ;  qu^euiin  le  lieo  des  centret  de  faral- 
IdUaae  d'axee  penMuieBts  dana  le  plan  eit  bbb  hjrperbole. 

U. 

Sur  le  plan  d'inertie  central,  comprenant  les  axea  des  moments 
■azifliBM  et  ■oyen,  ,ddcrifMe  rellipse,  lieB  deefbyen  de  radiation: 

et  conöevjons  en  un  pohlt  qdeleonqQe  du  perim^tre  curviligne  na 
ayst^me  d*axes  rectang^uinires,  Tun  ba:  taagent  a  la  courbe,  Pautre 
Off  Bonaal,  et  le  3^me  0%  parallele  a  /s'.  t>i  Too  df^nrttc  par  a, 
0  lei'  trob  aaglea  #aBa  dtillB  ftaleevfqne  OK  avec  ccs  nxes 
eeaidiBBla  tt  per  /t^*dm  ftitS,w^  h  nonent  dMnertie  du  so- 
par  lappart  h  OK,  ob  aar»  «b  BOBMBt      iT,,  C\  lee  tfBta 

18*  * 
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müments  d'inertie  du  solide,  relatifs  «uz  «zea  permaDents  Ox^ 

2 .  M>p' =      cos' •  4- ir,  coa' ^ -ft- C',  cot*  c. 
Si  Vqm  ■ppdl«  9*  l'ngle  da  Vtau  Ojt  «tte  on  wmt 

«t  li  9  exprim  Tangle  d«  ki  Mraale  <^  a?e«  /v',  U  ticat: 


Or  en  coocevant  par  le  centre  /  deux  «xes  /«,  /r  paralleles  a 
Ojp,  Oy,  reapectiveneot,  on  anra  le  moment  d'inertie  relatif  a  Im 
dg«l  k: 

utf  cot'  fi'-i'B  eoa'  17,  car  coa(ai/a)  =  0; 
«I  «tili  relatff  )i  /r  dgalk: 

^  C05*  1^ -i- sin* 
«t  pur  nÜMtitiiäoa  eta  ^müMi  datieidiMits 

 ponr  Ah 

Pour  obtenir  maintenant  lea  valeura  de  A\ ,  B ^ ,  on  n^a  qu'a 
•Jovter  anx  pr^Mentea  le  prodvit  de  I»  aasae  par  le  qaarrd  de  la 
diatance  p  entre  /ai,  Ow^  el  par  celni  de  la  oiateee  ^  eatre  !• 
et  Oy,  Maia  ob 

dr'oil  ron  tire: 

« 

et  1*011  MIO  oiunito  poor  C\  t 


n  ny  aura  plna  4pi*k  mbatituer  eeiTalenre  de  A'^^Bf^^tT^  deoaPd- 
qootion  premiire  pour  avoir  le  mooient  2,mp^. 

Si  ron  tieat  coapte  de  la  relatioa  eatre  S  et  7,  aa  treavera 
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^ I  —  ■  "'jt  \  '* 

de  la  00  coodvt  miai: 

^,  +      H-  C',  s:  r+^4r«  H-  T»), 

ce  qui  exprime  uoc  propri^t^  facUe  a  ^Doocer  en  laDgage  ordU 

Pour  avoir  le  noMettt  d'iBertie,  relatif  k  niie  drohe  MT,  iho^ 
daoa  le  plan  de  rajoaiiMieBt  nomal  a  la  cooiqne»  oo  fera: 

eoa«s=cot^.coBi7,  cos^aseoi^.iia^,  eoaessain^, 

ce  qui  donoe: 

cos  «=  cos  ^  .  l/j^^^,  cos  ^=  cos  ^  .  ^ 


S.mp^zsz (^',^ + Ä',^  J^^H-.g', .  sin» 


Donc  Ic  momeüt  d'incrtie  rclutif  a  cettc  positioii  particulierc  de 
OJC  change  avec  soa  ioclinaisoD  sur  le  pluu  principal  (or'y),  et 
cependant  tontes  les  ligaes  en  {O)  sitn^s  dau  leplao  Domalsoot 
des  azes  pcrmanents  de  rotatioo.  11  n'est  donc  Jkaa  exact  de  suppo- 
ser,  comme  od  le  fait  dans  la  tb^orie  urdiaaire,  que  les  li^nes 
droites,  pour  dtre  axes  permaDenta  de  rotaiion  eo  uo  point  quel- 
conque,  ootveat  corretpoodre  k  deraodievti  d*iMrtie  4gm  owtr'lwg. 
L*kjpothiM  r^lprooue  serait  ^galemeot  erromde»  paÜNpie  l'on  a  d^ja 
recoDnti  plus  baut  des  axes  k  moaMats  dgau  qid  m  soat  point  dea 
azes  permanents. 

Si  Tod  cootid^re  l'on  des  aommets  du  grand  axe  de  la  courbe, 
OB  aara:  MS*z=sA^  T=0,  ^  =  0,  B*=:C'^B;  partant 
A''^B'=C—B,  etJ\  =  /f-{-A—C,  B\'=.A, 
ce  qui  est  evident  aussi  par  la  traosformation  directe,  parcequ'alors 
Oy  coincide  avec  Ix.  l'ar  rapport  a  la  droite  eo  ce  sommet,  aitu^ 
daas  la  plan       s'),  le  aioaevt  dMaertio  dofioat: 


ai^i*  s  ^  H- (/f  —  ^  OOS*  ^. 

t 

Ab  coBiraire  paar  bbo  -droila  aa  ea  soaaMki  dirigee  d'aaa  auioikre 
qBaleoBqBo»  ob  doit  avoir: 

J.ai|»'=(Ä-i--r^— ^^jcos'a+^cü»'^^  cos^c=^-|-(/?— C)«aa««. 
AiBst  toBtes  les  gdadrairicaa  d'BBa  sorlace  coaiqBO  eoBeaalnfM  k 


im 

la  tangeote  a  la  coitrbe  parallele  k  fy\  et  ay^nt  sod  lommet  a  Van 
den  sommets  du  graod  axe  r^poodent  k  des  nonents  d'inertie  ^g^ux; 
et  cependaiit  mciwe  de  ces  g^o^ratriew  n'ett  doni%  4e  Ui  proprio 
d*nn  axe  peittMent  Ponr  ciiqoe  lomet  dn  petit  «ze  4«  ia  covHbe 
OD 

ce  qui  r^pend  k  proprio  aoalagoe.  Pottr  lai  tavfaataa  aax 
quatre  somnett  la^aleur  commuue  du  momeot  d'iaertia  aera  ^+ ^ 

—  C.  Ou  pourra  r^p^ter  les  culculg  prdc^dents  pour  Thyperbole  de 
radiation,  et  pour  tout  axe  de  l'espace,  passaat  par  na  tomaet  de 
la  courbe,  oo  trouvera: 

ce  ^ui  iiuppoae  le  platt  daa  axaa  ai»zfii«a  at  aiiBinna  dasa 

celui  des  (^r'y),  Oe  Iii  on  dddait  aacora  raaalogua  d'oaa  condnaiap 
d^a  diablia. 

15. 

SnpposoBji  que  le  point  fixe  (O)  soit  situ^  d^une  maniere  ouel-  • 
conque  aar  Tuu  des  troia  axaa  priaai^aiix  du  caatre,  aar  Jar  par 
exempie.   Od  aura  doac: 

aa'(  J .  ai^  —    .  a^* )  =s  0 ; 

et  couimc  pour  des  formes  quelcon(|üPs  de  solides  on  n'n  pas  e((alit^ 
eutre  Icä  quuutUes  2i.mjf'*,  ^.«iV,  ou  devru  puser  simple- 

■eot: 

W  as  0,      CS  0,  d'flT  3s  0. 

Ces  ^uatioDs  <le  c<»adikian  ne  aauraient  ^tre  remplies  que  par  Thr- 
potbeae  de  l'efii^aUte  k  x^ro  de  deux  quatcoaqttea  des  troia  quautite« 
a,  a\  Oo  coooUt  de  la,  cooforM^aat  a  ea  qoa  Poisaoa  a  re- 
eoann  par  uae  autre  voie,  que  pour  tout  poiat  altaa  aor  I'hd  dea 
Crois  axea  d^ioertio  d'ua  solide,  Tuu  des  Irois  axea  panaanents  coiu- 
cide  toujoors  avee  eet  axe  uieine.  Mais  coDtratremeDt  a  sou  asser»  , 
lioo»  lea  deux  autrcs  axe«  permaoents  eo  ce  point  aoat  paralleies 
aaipaQlivaaMDt  mn  daaz  aalraa  axaa  d'iaarftia,  aar  ea  dirigaaDt 
Taxe  Ojc  auuraHC  M  fM  raafaraia  (0),  et  faisaut  0^^  ÜM  paral- 
leles a  ///,  /s,  OD  nur«  paar  aa  poiat  oiateriel  quelconquc  y=.y\ 
.  et  x=:x':  partant  ^\  =:^.iity'x'  =  0;  et  comme  ort  a  d^ja  Oa: 
pannaDent,  il  s^enauit  a  U  foiaJI?.afya=:0,^'.«i^x=sO,  i^.ma:y=:0; 
«*aat  ce  qa*oa  ponrrait  aaaai  ddmoatrar  eacara  par  d*aaUaa  aiayaBS. 

16. 

• 

Otoatiaoaaa  a  plaeer  le  poiat  fixe  {O)  aar  Paa  dea  troia  axea 

«riuertic,  aar  /.r  par  excmple»  et  adaiettons  (|ue  le  solide  soit  de 
rtfralttÜMi,  partaat  qa'il  ait  aaa  dMX  aiaaiaau  d'iaeflia,  raUtiHa  «ax 
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axes  Iy\  I%\  ^(^ux  entr'eax:  deslort  tous  les  axes  dang  ic  plao 
(yy«')  scroBl  des  «XM  d'ioertie.    Uon«  paisque  les  dcax  ligDe« 

0m  ptraHMw  ü  am  loit  perwmMNitt,  et  qn  daos  le  plan 
{ylx)  cbaque  axe  dMnertie  Ii/  reste  arfaitraire  de  dindioii,  ii  eo 
est  de  mdmc  de  lu  direction  de  Ot/,  O»  d.ins  ie  plaa  (y,  Ou 
coDclut  de  ia,  que  quand  uu  bolide  a  deux  inoincDts  d'ioertie  prin- 
cipaux  du  ceotre  ^aux,  un  point  uueloonque  de  Taxe  d^ioertie 
är  MMrt  k^gal  ast  fojer  de  Moialiaa  plaae  d'azat  pstoMneats, 
Covs  situ^  dans  ud  plan  normal  en  ce  point  a  Taxe,  pa  fOlir  !• 
dire  plus  abr^riativement,  c'est  un  foyer  de  radiation  plauc  normale 
d'axes  paraaBeots.  €ette  proprietc  reproduit  cell«  du  No.  10.  relu- 
tif«  MX  MÜdea  Am  fnmSktm  «Imm. 

Raaarque.  Noiit  MMNoarons  cette  disserteliMi,  en  a»p|»ri> 
mant  quelques  developpeoients  et  details  qai  ne  nous  parnisscnt  pus 
d'un  int^rdt  capital;  naais  il  nous  teste  a  faire  une  derniere  Obser- 
vation, et  ^  rj^parer  uoe  ooiissiuo.  Les  doux  somoiets  de  rdlipbc 
im  radurtimi,  Mlative  m»  exti^ait^  Am  mm  f^rfend  aac,  son  aitnte 
sur  Taxe  dir  BOMot  4*latrtift  naxMiiHii»  «n  diatanota  da  aaatra 


^  \  mtM  oe  mAmm  malt  reoferme  lea  deax  lOMiMte  de  l'by* 

r«M*.  Littel,  im  ±1/^^'»  i-  *^  «- 

tr^aitds  do  petit  axe  de  Pelllpse  ae  troovent  an  coatraire  sur  Taxe 
du  moment  moyen.  Concluons  de  la  que  dans  tont  solide  Taxe 
central  du  inorocnt  d^inertie  maximuui  rciifermc  dcux  cuiiplcs  de. 
foyers  cunjuguea  de  radiutiun  plunu  normale,  exprimea  par  les  di- 

staM«B  dsszzt:^^^,  d'ssdb^^^,  taodUque  l  axe  aioyea 

ne  renferme  qa'oD  ayateme  uoique  de  foyara  caojugu^i,  dooed  par. 
la  diatance: 


-c 


17. 

Notice  liistorique.  Segner  a  le  prcuiier  recuuuu  i'existeuca 
das  axes  priocipaux  al  dea  axea  permaarots  da  rotatio»,  qai  lai  eo- 
■aita  ddnaalrfc  ^ar  riamMirtal  Enier.  Sa  demonstratiou  analyti^e  ae- 
trauve  reproduite  avec  plus  oii  iiiuina  de  modilicatiotis  par  len  g^o- 
Bittres  inecaniciens  plus  receutH,  Luplace,  l*ruuv,  Poiäsoii,  i'lc.  Lu 
Bi^ode  de  Laplace  nous  parait  idaa  rigoureuse  que  celie  de  Pois- 
saa,  ea  ce  qa'ii  fait  Tair  d*abafd  raxisteaee  dea  trab  axea  ptiaei- 
paux,  pour  eo  conclure  cnsuite  la  realitd  des  trois  raciaes  de  Vi" 

3aatiun  du  3eroe  d^gre;  tuodisque  Puisson  admet  pur  uoe  cspcco 
e  reductioo  ä  Tabaurde  la  reulite  des  trois  raciuea  pour  en  conciure 
Pexisteaea  dea  axea  priocipaux,  ea  qui  nans  seaible  laiiaer  ^nelqua 
cbaaa  «  d^irar.  Ü'aillean  cette  deruiere  maniira  de  proeddar  u^est 
pas  entierement  cooforme  a  Tcsprit  de  Paiialyae,  en  ce  que  Ton 
admet  d'abord  Texislence  de  res  a\fs,  pour  la  verilier  ensuitc  par 
le  calcul;  eusuite  eile  uQ'rc  riuconveoiüut  de  rendre  solidaircs  cn- 
Ir'eax  cea  troia  axes  et  de  ae  puuvair  lea  d^finir  que  par  les  ex> 
prcMioBS  analytiquea^,atary=0,  2'.iw:r»  =  0,  ^.myx  =  0.  D'un 
aatra  catd  no,ai  laiiaBi  cantre  cette  mciliode  uaa.  objeclioo  quo 
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noos  reproduisoDt  ici ,  saui  pr^toodre  toutefois  qu^elle  soit  fond^. 
II  D0U8  parait  que  2a  riaXiU  des  troit  racioes  de  l'^uaüon  da  i}«aie 
•l^re  k  la  fMUe  «o  {wrtint  dMM  tootat  Im  mAImm  €tl  iafossU 
Ut  a  pffMivar;  0I  II  se  peut  mime  daoa  de  certaiDS  caa  qu'il  n'jr 
ait  qu^uoc  rocine  reelle.  I^n  eiTet  les  coüt'ficieDts  des  termes  de  Pe* 
quation  d^peodeDt:  des  constaiites       b  ^  h  les  qaelles  d^- 

pendeut  elles-mdmes  des  dimensioos,  de  la  forme  et  de  la  nasse  du 
syttöM  €t  de  la  dispotitioB  d«>  azes  caonlaiiaAi  fixaa  aax  quela  - 
il  est  rappori^:  il  se  peat  doac  que  ces  axes  se  trouvent  dispos^ 
de  fagon  que  l\4|uatioD  de  condition  eatre  constantes  qui  doit  etre 
remplie  pour  reodre  deux  racines  imagiaaires  soit  en  efiet  satisfaite, 
■aia  d^ors  ob  aarait  aa  aze  priacipal  walaaieat,  ca  qni  daaa  1» 
d^BiHoD  parmaat  aaal^tiqaa  ait  absoluoieat  dtfpoarva  da  ligaifi« 
catioD.  Dans  sa  m^aoique  nnalytique  Lngrange  traite  aussi  la 
qoestiuu  des  axes  priocipaux;  mais  luiu  de  les  reodre  sulidaires  eo> 
tr'eux  il  d^moutre  d'abord  par  ses  forBiiles  g^n^rales  du  mouvemeot 
da  rotatioD  des  solides  rcxisfceacä  d*aa  axa  de  Ubia  rvtatfaa,  et 
ddduit  ensuile  facilemeot  les  deux  autres  de  la  ai^aie  analyse. 

Dans  nn  nK^'moire  iosdr^  dans  le  juuroal  de  IVcole  polytechnique 
H.  Bioet  traite  la  questioo  par  uoe  mdthode  fort  g^^rale  doot  ooaa 
aa  aaarioBf  ici  doBaar  Hdee;  et  1e  preoiier  il  a  ddeoavert  cette 
balle  propri^^  de  Pellipse  et  de  rbyperbole  de  radiation  qoe  Toa 
a  stabile  ci  •  dessos.    Plus  tard  Ampere  s'est  occup^  de  la  memr 


m^thodc  est  plus  g^ndftriqBe,  aiaie  rdooaed  des  propri^^s  qu^il 
^tablit  devient  embarrassaDt  et  quclquc  fois  nii^me  fort  diflicile  a 
bien  saisir.  De  plus  aucuu  de  ces  illustres  maitres  ne  s^etait  occupd 
de  la  detenvioatioo  des  axes  permauents  par  rapport  aux  axes  prio- 
dpaaz  dd{ä  eeofdt  cobbbs.  Aiosi  dooe  daas  aotre  naal^re  de  voir 
il  y  avait  eocore  des  diflicult^s  a  vaiocre  et  des  coDGlusions  nou- 
veiles  R  ^lablir,  conclusions  qui  dcvaient  rdsultcr  de  cette  d^tcrmi- 
oation.  En  cummengant  notre  täche  nous  uvioos  puur  but  de  faire 
ttae  tb^orie  generale  complete  des  axes  prlocipaux  et  permancnts, 
aae  tbdorie  laiceptible  de  eonprendre  toaCet  les  propridtdi  coaaaaa 
et  Douvclies  de  ces  axes,  et  de  figurcr  en  m^me  temps  dani  l'ea* 
seignement  ordioairc  de  la  m^canique.  Nous  allious  oublier  de  par- 
ier de  JH.  Caocby  qui  a  traitd  la  question  des  axes  principaux  par 
aae  aidibode  geoiaeftriqae  reaiarqaable  de  einplieita  et  qae  daas 
raaeeigaeaient  on  pourrait  prdütrer  a  toata  aatra  MawAa,  qaand  od 
aurait  peu  de  teiops  a  consacrer  ä  ccttc  mati^re:  en  outre  plus  rd- 
ceuiment  dans  le  Journal  niatli(<m.  de  .M.  Liuuville,  M.  Gascbeau  a 
jnoDtrd  le  moyen  de  duduirc  de  1h  les  deux  sectious  couiques  de  ra- 
dia^ioa;  de  eorte  qu^il  seralt  maiateBaat  faeile  de  faire  aa  eela  ob 
taot  bien  bomogene  qui  suppose  toutefois  rexistence  dea-diaaiAtrea 
conjugu^s  rectungles  des  surtaces  du  sccnnd  ordre.  Nsis  nous  ne 
croyous  pas  que  uutie  truvail  de\ieone  par  la  ioutile,  et  c'est  ce 
qoi  bow  a  ddcidd  a  le  livrer  a  la  pablicild. 
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XII. 

Ueber  Baler*«  Prindp  der  fMlTereiizlBlrechnang, 
eiil  Zusatz  zu  des  Uerru  Dr.  Gerhardt  Aufsatz 
im  II.  Band,  2.  Heft  des  Archivs  für, 
Mathematik  und  Physik. 

Von 

Herrn  Doctor  Ludwig  Felix  Offerdinger 

SU  Tübingen. 


Die  DerivatioDs«  Methode  fand  bei  den  Deutacbeo  solcIieD  Ao- 
kl«iff>  d«M  lie  in  fast  allan  Ij^lirbilchera  4er  DifferMiialradiiittBg 

zu  Grande  gelegt  wurde,  und  gilt  jetzt  oocb  bei  manchen  Matbe<* 
mntiker  als  die  wahre  Grundlage  des  höheren  Caicula.  Ea  ist  diea 
um  so  aufi'ai lender,  als  £uler  *)  echon  vor  Jahren  geseigt  bait,  wie 
jeiiee  PHeeip  sieht  die  flfvidlage  eliei  wiaenebaralebe«  laebMee 
Min  Icaen,  als  ferner  i^agrange  aelbat  in  seiner  M^caniaue  analj« 
tiqoe  jenes  Princip  nicht  weiter  anwenden  wollte,  als  endlich  Cau- 
chy  das  wahre  PriDcip  mit  einer  Wissenschaftlicbkeit  und  bleganz 
aufstellte,  weicLe  ihm  den  Beifall  aller  wiasenscbaftlicben  Mathe- 
matiker veraebefle.  Be  war  daber  ton  Herrn  Dr.  Gerhardt  sehr 
verdienstlich,  dass  er  die  Sache  in  dem  Archiv  filr  Mathematik  und 
l'hysik  (II.  2.  200.)  zur  Sprache  p^cbracht  bat  und  das  wahre,  ein- 
sig wisse uBcbaftiiche  Princip  der  Üiü'erensialrechnung  klar  ans  ein- 
ander aelnte**);  «ber  ebetf  wegen  der  Wiohligkeit  der  Snebe  «Mie 
ce  erhebt  eein,  einen  Verwnrf  nn  beaeitigen,  weleber  eineA  4er 


*)  Elller  iiistitutioncs  calciili  differentinlis. 

")  An  der  Tübinger  Universität  wurde  noch  im  Jahre  1842  folgende  Preisr 
aufgäbe  gegeben:  „die  Brfafarnng  labrt,  dass  die  Metbode  des  Ün- 
eritllic  likleinen,  splbst.ständig  vorgetragen,  für  den  Anfänger  etwas  seh- 
Mysteriöses  hat,  und  dass  ihm,  wenn  auch  dieses  durch  Gründung 
derselben  auf  die  Ableitongsmetbode  vermieden  wird,  die  Sieberhett  der 
Anwendung  in  allen  Pällen  xweifelhafc  erscheint,  in  welchen  er  nicht 
im  Stande  ist,  die  Ableitungsmethode  der  Methode  des  Unendlicbklei* 
nen  zu  i^ubstituireu.  Da  nun  die  letztere,  ihrer  Kürze  wegen,  in  den 
Schriften  -  über  angevnmdta  Mathematik  die  herrschend«  ist,  ihre  Ueber- 
tragiing  in  die  Ableitung.sniethudo  aber  noch  in  ntaiirlicn  Fällen  Schwie- 
rigkeiten darbietet,  würde  die  Beseitigung  dieser  Scliwierig- 
kaltan  ein  Tsnlienstliches  Werk  sein.  Die  Fakultät  macht  daher  das- 
.Nclhe  zur  Aufgabe  mit  dein  Wunsche,  dass  bei  Lü.sung  derselben  das 
Lehrbuch  der  Mechanik  vou  Puisaou  besonders  berücksichtigt  werde." 

Diaae  Aufgabe,  in  «iaar  Stadt  gegaben,  in  der  L'Huilicr  seine  prin- 
cipioram  caleuii  diffaraatialia  et  integralia  axpositio  ele* 
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grdssten  Matbeaatikw  mBicbl  wiml.  Herr  Dr.  Gerhardt  Murt 

lieh  pag.  202:  — o  . 

„ünDgeacbtefc  dieter  Vorgäof  e  entbehrte  doch  noch  da«  un  diese 
,.Zeit  in  Jabr«  1755  ab^efasste  Lehrgebäude  der  Dii(Br«uialreefc- 
„nnog  onser«  vaaterblichen  Boler  die  feste  Begrioduig  direh 

,,dle  ureozmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Üeberzeugung,  dass  vor 
„ttlleo  Diogeo  die  so  Tagen  uneDdlich  kleioen  Grossen  aas  der  Dsf- 
„fereiiaMlveebMnR  «olfierBt  werden  nBfiteii,  aitHittiiMektbaea 
,,GewaItatreic ues  dieselben  =0  und  legte  diesen  Nnllen  eine« 

intensiven  Werth  bei.  Nach  seiner  Meinung-  müsse  man  auf  ihre 
,,£ntstehun||p  Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem 
,,aie  ans  einer  grössern  oder  kleinem  Grösse  entstanden  wäreo, 
,^inen  verschiedenen  Werth  nnter  einander  haken,  obgleieli 
,,sie  durch  dasselbe  Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme 
„veranlasste  aber  bei  dcc  Hosfimmting  der  Differenziale  vielfache 

Schwierigkeiten,  zumal  da  Kuler  durch  die  Differeozeorech- 
„nnng  und  mittelst  der  Botwickelung  der  Fnnetienen  in  Reihen 
„dabin  gelangen  wollte,  und  in  der  That  ist  die  Dunkelheit  und 
,,(Jn v erstän d lichke i t,  die  in  den  erstpti  Capitoln  der  Kuler^schen 
„Üifferenzialrecbnung  herrscht,  eine  merkwürdige  Erschei- 
,,nuBg  für  jeden,  der  mit  der  äusserst  lichtvollen  Darstellung 
„Knien  vertrant  ist.^> 

Ks  ist  diese  Ansicht  über  Eulers  Differenzialrechnung  nicht  neu, 
denn  schon  im  Jahre  1786  hat  sich  W.  J.  G.  Karsten  in  seinen 
mathematischen  A bhaudlaagen.  Ualle  1786.  paa.  92  seq.  ver- 
anleast  gesehen,  gegen  dieeeihe  mn  lehreihen.  Wäre  daa  Werk  ven 
Karsten  der  jetzigen  f>eneration  ae  hekannt  alt  das  Arehiv,  so 
könnte  man  einfach  darauf  verweisen,  so  aber  wird  es  nicht  unnü- 
thig  sein,  an  der  Hand  des  i^uler'sckea  Werkes  das  Irrige  ehiger 
Behauptung  zu  zeigen. 

Kniet  erMhet  die  Verrede  mit  der  Frage:  quid  sit  ealcnkiadif» 
ferentinlis,  atqne  in  genere  analysis  infinitorum^  Er  beantwortet 
diese  Frage  dahin:  dass  eine  Antwort  nicht  möglich  sei,  so  lange 
nicht  bestimmte  Begriffe  vorher  festgestellt  seien,  daher  er  auerai 
die  Begriffe  ven  Pnnetien  ans  einender  aetst  Ferner- aei  J^ssjp*» 
nnd  ae  wnehae  nm  oi,  ae  mss  y  um  %  wachsen,  nnd  ea  iat  alae 
Ä  =  2:rw  +  ,  also  s  :  Oi  =  2^-+-a» :  1.  Ebenso  kann  man  in 
allen  andern  Fällen  beide  Incrcmentc  vergleichen,  ja  sogar, 
wenn  Wj  also  auch  x  wieder  verschwinden,  wo  ;s:i^'  =  2ir:l  »ich 
verhalte.  Jeist  erst  gab  Knier  eine  Antwort  auf  obige  Frage;  er 
sagt, 'die  Differenzialrechnung,  qui  est  metbodus  determinandi  ra- 
tionem  incremeutorum  cvanescentium,  quae  functiones  quaccunque 
a^cipiunt,  dum  quantitati  variabili,  cujus  sunt  functiones,  incremeo- 
tnni  evaneacena  trihnitnr.  Calcnlna  igitnr  difietentialia  nen  tna 
in  hia  ipaia  iaetemeatia  evaneaeentihna,  ^ni|>pe  qnae  anat  nnlla, 
exqairendis,  quam  in  eorum  ratione  ac  prnportiono  mutua  scrutanda 
occupatur;  et  cum  hae  ratiooea  fiaitis  quantitatibus  expriaantur,  etiam 


inentaris  vor4*JJahrrn  und  Hohiipnberger seine  Anfangsgrunde  der 
höheren  Anal>&i.s  vor  33  Jahren  geschrieben  bst,  und  welche  deq 
jetdgen  Sund  der  Wisscn^ichaft  'vilNg  ignoriit,  daher  vor  30  Jahren, 
aber  nicht  jetzt,  an  der  Zeit  gewesen  wSro,  konnte  naturlich  keine  be- 
friedigende Lösung  erhalten,  und  der  Verf.,  der  sich  mit  der  Lusung  dieiier 
Aufgane  abmühte,  konnte  nicht  einaal  eines  Lobes  theUkaftig  weideo. 
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hlc  calcttlug  circa  qoeoHtatet  finita«  versari  est  censeDdaB.  Quam  vis 
eoim  praecepta,  uti  vMigo  tradi  soleot,  ad  isia  iacreaiaDta  evanesceatia 
MiiraBd»  fidcaiitiir  Moomoitata;  naaquaai  tsMa»  ex  iis  Abaolate  spe- 
atttis,sed  poliussemimrMEeartttiratioDecoBcluaioBesdeducuntttr*).  Die 
verschwiDdeoden  locremente,  fährt  Euler  fort>  heiasen  Differenziale, 
auch  unendlicb  kleine  Gröaseu,  die  der  Natur  der  Sache  nach  gloicki 
0  gaaatzt  wejrdeu  müss^D,  was  io  einem  Beispiel  geseilt  wird,  wobei 
Mar  B«i«r  kaavkt,  4aM  aian  Ja  nicht  glaubaa  ■iwa,  4ia  Dilfof«Mial<« 
reehnaag  gebe  Regeln,  die  DiffereuKiale  so  finden,  Bondern  nur  ihre 
Verbältnisse,  welche  endliche  Grössen  seien.  Cum  autem  hoc  modo,  * 
<|uj  aoltts.eat  ratioai  oonaentaueus,  prioGipia  calculi  differentialia 
rtaUHaatsv,  aaiBta  ohtractatiopaa,  ^«i*.«oitra  taue  «akaYoM  pr»* 
farri  luat  toUtae,  a|ionte  carraunl^  ^inm  tan»  rini*^in  vim  retina* 
rent,  si  differentinlia  aeu  infinite  parva  non  plane  anniliilarentur. 
Pluribus  autem,  qui  calculi  difi'erentialis  praecepta  tradidere,  visum 
est  differentialia  a  nihilo  absoluto  secernere,  pecuiiareaique  uxdinaoi 
tpaBtitatam  infinite  parraniai,  qnaa  dob  paaltus  evanescant,  aed 
^oantitatem  quandam,  quae  quidem  esset  omni  assignnbili  minor,  rih 
tinennt,  constituere:  bis  igitur  jure  est  objectum,  rifii^orem  geome- 
iricum  negligi  et  conclusiones  inde  deductas,  propterea  quod  hu- 
jnsaodi  iraaite  parfa  negligerentur,  aierito  aua  anapactas:  qaan-  • 
taiBTia  enim  azigna  haec  infinite  parva  concipiantiir,  tarnen  non 
solum  singulis,  sed  etiam  pluribus  atque  adeo  innumerabilibus  simul 
rejiciendis,  errorem  taodem  iode  enormem  resultare  posse"').  Es 
zeigt  nun  Euler,  dass  der  Sache  durchaus  nicht  geholfen  sei,  wenn 
aian  die  DeberaiMtianong  der  Resultate  mit  daaan  anfiihra,  waldia 
darch  scharfe  geonetriache  Schlüsse  gefunden  worden  seien,  denn 
ein  Irrthum  könne  den  andern  nicht  aufheben,  vielmehr  werde  die 
Sache  nur  noch  verdächtiger.  Wenn  die  Differenzial-  oder  unend- 
licb klaiaan  Gtöstan  wirkucba  NalleB^  aaian,  lo  eatitaha  allardiaga 
die  Praga,  wie  sie  mit  eiaander  Targliehen  werdaa  kfoneo,  worfibar 
Euler  sagt:  incrementum  quantitatis  ^,  quod  in  genere  iDdicavimus 
per  <tf,  ad  increncntum  quadrati  jc* ,  t^uod  est  2a:ui -f- ü>',  rationem 
feabat  Bt  1  ad  2^  +  (ü,  quae  sempter  differt  a  ratione  1  ad2ar,  nisi 
tat  ai=0;  at  ai  itatBaMus  essa  «»=0,  tum  demum  vera  affiraiara 
possnmus  banc  rationem  fieri  exacte  ut  1  ad  'la:.  Interim  tarnen  per- 
spicitur,  quo  minus  illud  incrementum  oj  accipiiitur ,  eo  propius  ad 
hanc  rationem  accedi^  uude  uuu  solum  licet,  sed  etiam  uaturae  rei 
caBfcait,  baae  ineraaiaBte  priaiBM  at  finita  eansiderara,  a(i|tta  atiaa« 
in  figaris,  li  quibus  opus  est  ad  rem  illustraDdaia,  finita  rapraataa- 
tare;  deind^  vero  haec  incrementa  cogitatione  continuo  minora  fieri 
coocipiantur,  sieque  eorum  ratio  continuo  nuigis  ad  certum  queadani 
limitaai  appropinquare  reperietur,  (juem  autem  tnar  damam  atängaut, 
cum  plaaa  in  nibilnm  abiarint.  Uie  autem  Ümaa,  qui  quaai  ra- 
tionem ultimum  incrementorum  illurum  constituit,  verum 
est  objectum  calculi  d  i  t  fe  re  n  ti  al  is;  cujus  igitur  primu  funda- 
wenta  is  jccit>)>e  existimaudus  est  cui  primuro  in  raentem  veuit,  bas 
rationes  nltia^at,  ad  qnaa  qaantitatam  variabilivm  iaeremaata,  dorn 
Continus  magis  dimiouuntvr,  appropinquaat,  at  CUM  efaaeicunt,  tum 
deaam  attiagunt,  coBlemplari 

-)  Fag.  Vlll.  und  IX.  ' 
••)  Pag.  XI. 
"*^>  Png.  XIV. 
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Ditse  Sätze,  welche  Buler  oodi  weiter  aiufiikrt,  sind  .ebenso 
Ikdilfoll  geiebrieben  «I«  »IIm  ««der«,  was  mk  der  Balo^Nhra  Fe- 
der geloaeeii  ist;  sie  geben  dem  III.  Cap.  der  inst  celevl  diff.  eio 

EMS  anderes  Aussehen,  als  es  ohne  dieselben  hat;  denn  wenn  jetzt 
vier  die  Differentiale  =0  setzt,  wenn  er  denselben  verschiedene 
Werthe  beilegt,  so  hat  er  deutlich  gesagt,  auf  welche  Art  diess  xm 
verelebeii  sei,  nirgeede  itt  ein  „Oeweltstreieli**;  die  DonkeU 
heiten  und  Unverständlich k ei ten  in  dem  ersten  Capitel  des 
Bulerschcn  Werkes  verschwinden,  so  wie  die  Vorrede  genau  stn- 
dirt  ist.  Oer  einzige  Vorwurf  nöchte  Euler  gemacht  werden  kön- 
nen,  daaa  er  dna,  was  er  in  der  Vorrede  gesagt  hat,  nicht  ab 
den  Anfang  des  III.  Cap.  gesetzt  bat;  denn  die  Vevrede  wird  Mtafig 
entweder  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  gelesen,  und  deswegen 
wurde  Buler  von  so  vielen  missverstanden  und  manches  für  dunkel 
und  unverständlich  gehalten,  was  klar  ist,  so  wie  man  die  in  der 
Verrede  erklirfea  Begrüla  mtbfiagt. 

XUL 

lieber  einige  merl^würdige  bestimmte  Integrale. 

Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlö milch, 

Privatdoceiitcn  an  der  Universität  zu  Jena. 


Von  des  'berilkniteB  Ponrier^selieB  Tbeoreae: 

(mduf^f(t)  cos  «CdSr  =  \f{a) ,  a  ^  0  ( l) 

lässt  sich  hnkanotiich  eine  wiclilig'c  Anwendung  zur  Entdeckung 
bestiminfcr  Iiitcc^rale  machen.  Wählt  man  n.iinhch  die  Fuuction /" 
so,  daüs  sich  die  jedesmalige  erste  Integration  nach  nämlich 

J  ^  Af)  cos  nitU   oder  J  ^  f(l)  9\um$dt, 

in  wefeber  m  all  Comlante  fignrirt,  ausfuhren  lässt,  so  Ueibt  aech 

eine  zweite  Intep^ration  übrig,  für  welche  a  als  constant,  u  als  ver- 
ändeHicb  angeaeben  wird.  Diese  läaat  sich  lebr  oft  nickt  bewerk- 
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stelligen,  aber  mau  kennt  stJion  ihren  Wertb,  nSnltcb  -^/(a),  und 

auf  diese  Weise  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmteD  In« 
tegrales,  das  man  nicht  leicht  ouf  anderem  Wege  finden  würde. 
Eine  der  einfacbstcu  und  bekanntesten  Annaboien  dieser  Art  isl 


— » 


die:  /ia)=se  .  Man  hat  dann 

/(<)  cos  midi  =       e  cos  mtdt=. 


u 


y^/W  sin  mtdt=:f^f sin  utdiz=z  j^.i 


m4  4mh  SolMtitatioB  \m  dia  Gleiebiuigao  (1)  nnd  (^i 

'cos  im  ,  »— «       >A  M\ 
sin  an  .  »— «      ^  « 


and  waM  aan  «i^  IBr  «  aalst  bwI  Biaat: 


y'*  C( 
0 

0  ^» 


cos  aar  ,  «— 


sin      ,         w  — oiä 


a^O  (5) 


So  leicht  man  hier  zn  diesen  wichtigen  Integralen  gelangt  Ist,  ao 
ichwar  tchian  aa,  dia  Warthe  der  ähnlich  gebildeten  Integrale 

y"*«  cos  au  ,        .  sin  <m  , 

aufxnfinden,  wenigstens  ist  dieses  Problem  bisher  ungelöst  geblie- 
ben. 9a  koaimt  offenbar  bloM  daraaf  in,  eine  FinetioB/u  fin- 
dea,  wetehe  die  BigeBsehaft  hat,  daat 


BigeBsehaft 
y^/(/)ceam#iA  = 


y;/)(0«B  (8) 

ist,  wobei  A:  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Dergleichen  Fanc- 
tionen  nun  sind  folgende: 


■ad 


/(^sserM|i(a^)-|-#-^K(#*^  fir  fiWehBBg  (7) 

«-«li(rw),  Ar  GleiekMg  (8) 


wobei  das  Zeichen  /i  den  Integrallogaritfamus  bezeichnen  soll.  Da 
die  Definition  dieser  TranMcendenten  selbst  durch  ein  bestimmtea 
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Integral  g«g«ben  iat,  so  werden  obige  Sabstitutionen  Cür/^e)  in  den 
Gleichungen  (7)  und  (S)  eine  dupjtelfe  Intetj^ratiou  nötliipf  machcu. 
Diese  würde  nntpr  Auwenduag  der  gewöhnlichen  Formel  für  den 
IntegTallocarithmus  besondere  Schwierigkeiten  darbieten^  die  licb 
aber  gändieb  weMg»  Imm,  man  mut  den  lilagraHogafiftbMM 
in  «De  andere  Foim  bringt 


I. 

Die  DefioitioB  dea  Ipti^imUognritbaaa  li^  bekanntlicb  in  der 

Gleichung: 

Nimmt  man  hier  a:  =  ffy,  so  wird  y  —  ^y  y=:0,  wenn  :t:=p 
und  jc  =  0  geworden  ist.    Ferner  ist  dann  äxsszpäjf,  = 
-hia:,  folglidi' 

Für  ^  =  7*  wird  ferner  3  =  0  und  s^sqp,  aobald  y  die  Werthe  1 
und  0  angenomneD  bat«  mithin 

Für  pss^r^t  pssse*-*  wird  hieran 

Setit  MB  endlieh  «ssidr,  ao  iat 

e-iaCe^^^H-/*'^^*  (10). 


Mit  Hülfe  dieaer  Parmela  woUea  wuT  aai  aaa  aa  die  Uateraaebaag 

der  Integrale 

aad 

/'*le+' /iCe-O  —  ^   /i(e^}J  »in 
e 
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u. 

Aus  Formel  (9)  folgt  durch  Mnltiplicatioo  mit  eot  nnd 
iBiegratioii  iwiadi«ii  de»  Giüaseii  #  =  0,  /ssop: 

/^er^Ke-O  cos  utäl^-yJcoB  V^'lTi*^' 

IHi  es  aber  in  dne«  ImilMliB  ltop|MliatefKnile  «it'swei  Vwitt» 

derlicben  gleichgültig  ist,  nftch  welcher  Veränderlichen  zuerst  inte- 
l^rirt  wird 4  so  können  wir  im  vorliegenden  Falle  die  lnti>^rationen 
in  umgekehrter  ürdouog  Terricbten  und  xoeret  nach  $  integrireo. 
Es  wird  dann 

Die  noch  übrige  lutegratioii  oack  JP  bat  'nie|i^  die  auadeite  Sebwie* 
rigkait.   Bs  iet  oäaiUcb 

1  .f 


»     r  l  1.     ^      ^  1 


folgiicb 


^rh?  l-  ^1 H-  -I-  i/(t»»  4fO  +  •  Arctaa  4-  Conet. 
Beawrkt  aan,  dan 


iit,  folglich  fär  ;zr  =  oo:  , 
■ad 

Arctan  = 

wird,  80  ergiebt  licb  für  a:  =  oo,  ;r  =  0: 

aad  die  Sabirtkotian  in  die  Gtoichuig  (11) 
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Etwas  AeJinlicbes  erhält  man  ous  Fornel  (10)  durch  Multtplicatioo 
ait  CO!  mtäi  md  IntegratiM  twii^D  doo  GrlmeB  #s:  0,  <  =:  od, 
■iaKeh 

Et  iat  aber 


_     1     r   1  X  -1 

1 4- Li  — «  »•-H««J» 

folglich 

Die  tnte  Integration  ist  noch  nicht  aasgefuhrt,  weil  sie  wmvk  vcr* 
•ehiadeDe  Werthe  gieht.  £§  wird  aftalich  lür  1 

« 

« folg^lich 

/'  4x  X 

QBd  für  dr<Cl 
folgUck 

Der  ante«  Forai  MieMB  wir  m  für  ap=oo,  der  iweitoa  fib  4r 
ssO.  Wb  bekouieB  dan« 
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aoe 

y-*  dx  X    I      /       iL     /  . 

MgiM  4w«li  SdMtaiUa  ia  dia  SIeickn«  (U)i  ■ 

Durch  Addition  uod  Subtr«ctioB  4«r  GleicboDgwi  (12)  und  (14)  «r< 

giebt  sieb  |eut: 

»  • 

f^\^^K^')'--^'Ji^^^)U^^^dt^'¥^^*  (16) 
NiMt  BM  jcttt  in  der  Gteiebvog  (1) 

/(#)=:e+'Ä(#-0^-i:-^Ä(r^)  . 

«ad  Meb 

vnd  mbctitnirt  die  iDtemle  (l^)  und  (16),  lo  erbält  aaD  auf  der 
Stalles 

y'»*  u  cos  au  ,  .  _  ^ 

,  T:f:ir*=-M^Ä(«-«)H-r-/#(e^)J  (17) 

III. 

Durch  Multiplicntiun  der  Gleicbung  (9)  »t  lia  mtd$  and  liite- 
g^tioa  swisebeo  den  Gräosen  #=sO  ned  #=;ee  eq|iebt  sicli 

e  THir^/e  ^^^^ 

El  iit  aber 

I   

I  H- ar  *  t#»  -f-  or*  , 

■ithlD 


dx  I 


-^-x  '  «•  -I-  ' 


—  TTiT»  Wl+*)-W** -I- *•)•+- V  f»+ 


woran  ticii  für  4P=:ae^  leMit  fiodeti 

y"*    Ate  1  1        f  71        1     .     ,  , 

folglich  aus  Oleichong  (19) 

/.VUC«-)«.«»*— ^.j:^-!^..  (20) 

GleidMnK  (10)  fblst  feracr  dwdi  HdiiflicalkB  ait 


Am  der 
■in  «f  dir  aid 


Bi  iit  ober 

1  1 


1  — «  • 

Mitbia  dnrch  Intogralioo: 

y-  dx   1_  

=  C- AI -l-«')H-^  AfCUo  -^J,  forvr<1. 

Bedient  nra  sich  der  ersten  Forael  für  jrrsoo,  der  sweiteo  fiir 
ar  =  0,  so  erhält  inaD  leicht 

•  1^  *si  'ä""" 

BÜhb  noch  Gloiclinng  (21) 

Durch  Subtraction  und  Addition  der  GleiebBBgon  (30)  und  (22)  er- 
geben sich  jetst  folgende  Integrale: 
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yf|r«Ä(r-*)-#-r-'/i(r^)J.wtrfÄ=:-|^.  (U) 
Nehmen  wir  nao  io  der  Gleicboag  (2)  eiaael 

••4  4aBB 

■0  erhäll  nao  auf  der  Stelle: 

I 

IKeee  Fonieln  eatspreebeB  jr*BS  den  unter  (17)  nnd  (18)  darge- 
stellten. Man  kann  auch  (17)  aui  (25)  dadurch  ableiten,  dass  man* 
die  letztere  Glelcbunfr  partiell  nach  a  diflferenaiirt  nnd  auf  gleiche 
Weise  die  Formel  (2d)  aus  der  io  (18). 

Setzt  man  mma  Im  de.n  Integralen  (17)  und  (20)  ais-^  mmI 

a^hreiht  «i^  für     an  ergeben  aieh  die  feigenden: 

Dn  maa  Hr  den  Integmlloriihmus  TafiBln  heaitxt,  wie  für  die  Lu- 

garithmeo  und  trigonometriscbco  Functionen,  so  siud  jetzt  die  ehi« 
gen  Integrale  als  veUig  entwickelt  und  bekannt  anzusehen. 

NiaMt  MB  «Wh  in  den  Gleiehnngen  (18)  and  (26)  wss 

aetst  uß  für  a  und  bemerkt,  dass  /— = I.t — //?  ist,  so  crbült  man 
unter  Anwendung  der  Formeln  (5)  und  (0)  die  folgenden  Ausdrücke« 

y«*lar.4M>s«j?  . 

14* 


xlx .  sin  cur 


welche  chi>nso  wtttig  -bekaoot  M  leia  lebeaMD,  «Ii  die  Fomela 

QU)  und 


XIV. 

€reod^tiscke  Aufgabe. 

■ 

dem  Ueramsgeber. 


Wenn  man  in  drei  ibrer  Lage  nach  gegebenen  Pnok« 
ten  A.A^.A^  die  180**  nicht  ü  bcrs  tei  cccn  d  e  n  Winkel  ge- 
messen bat,  welche  die  von  den  Punkten  nach 
dem  seiner  Lage  nacb  unbekannten  Punkte  Af  gezoge- 
nen Gesichtslinien  ^itf,  iV,  A^M  mit  drei  tob  o«b 
Punkten  A ,  aus  nncb  derselben  Seife  hin  gezo- 

genen einander  parallelen  Linien")  e  i  n  s  c  b  i  i  ess  e  ti :  so 
.soll  mau  die  Lage  dieser  Parallelen  und  die  Lage  des 
Punktes  M  bestinnieo. 

Man  bezeicbne  die  bekannfen  recbtwinkligeD  Coordinaten  der 
Punkte  -•/,  Ay,  A^  respective  durch  a.h\  a,  ,  ;  «r,,  ;  die  ge- 
suchten rechtwinktigeo  Ciiordinaten  des  Punktes  M  durch  x,  y\ 
und  tetxe  der  KSrse  wegen  AM-s^^q^  A^M^Q^,  =  q^. 
Ferner  beceichne  man  die  von  den  Ltnicn  AM^  A^M^  A^M  und 
Ton  den  ans  den  Punkten  A^A^^A^  gezoi^enen  Parallelen  mit  der 
Richtung  der  positiven  ersten  Conrdinaten  eingeschlossenen  Win- 
kel, indem  man  -diese  Winkel  von  der  Richtung  der  positiven  er- 
iten  Coordinaten  an  durch  den  Goordimitanwinkel  bindnrch  ven  0 
bis  360°  zählt,  respective  durch  9,,  aod  ftf;  io  bat  aan 
fenbar  die  folgenden  Gleiebungea: 

4r=«H-(  cu  9«  '  ein  9; 

*=5«,H-^,  eoa  9„  ys^.-Hf,  sm  f^i 


Etwa  ui(  der  eben  Hallte  dce  augactiadiea  Jletidiaat. 
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vod  kann,  wie  Kogleich  erhellen  wird,  die  Wertbe  der  DifTerenteli 
—  uiy      —  (tf,  9>, — itf  imaier  leicbt  am  deo  gemetieneo  Winkeln 
ndeo-,  wetkftlb  mmn  diese  INfltereiisen  «It  bekeint  tu  betnebten 
berechtigt  ist.    Bezeichnen  wir  nun  die  am  den  gemessenen  Win- 
keln sich  ergebenden   Werthe  der  Differenzen  (p  —     ,  y,  — u), 
—  w  durch       o,,  a,,  und  nehmen  on,  doss  diese  Werthe,  wie 
dies  II.  A.  bei  Metinngen  «it  der  Bonsaole  der  Pell  leie  ktteete^ 
•äMmtlieb  nit  einem  und  demselben  con&tuDten  Fehler  0  behaftet 
'  sind,  so  das<  näiulicli  u-ir&,  u,-\-0,  a,-4-0  die  licbligtB  Wer- 
tbe dei  in  Rede  stehenden  Ülffereozen  sind;  so  ist 


felglicb  nach  dem  Obigen 

=s  er -*-^eos(«-|- yss^-^-^dBCa-l-iii-l-^)} 

-f-^,  cosCa,  y=^,  -+-^,  sinCa,  +e»-|-9); 

a:  =  «,  -1-^,  co»Ca,  +  w -h 0),  y  =  ^, +  ^^»»(0» +«»  +  0)1 

WMmai  iicb 


t»ng(o-i-w-i-0)  =53:^ 

•rgiebt  Diese  Gieicbmgvn.  bringt  mn  aber  leicbt  enf  die  Form 

or  sin(a-4-a> -|- 0)     — y  cos(tt -f- w  +  0) 
r=  a  ain(a  -f-  a>     0)     —  ^  co8(a      o)  +  0), 

« siD(a,  -i-    +  0)  — •  y  co8(a|  +  w  -t-  0) 
=«,  8in(a«4-a»-f:0)  —  ^i.coaCaa -ft^»  +  0)». 
•  «aio(a»+tf-|-9)  —  |f€OB(a,,-He-|-0) 
ser^  «iBC««+A'  +  9)~^»co«(«»-l-<»4-9){ 

nnd  erhält  ms  desselben  dorcb  Eliaisstion  von  «  und  y  die  CUel- 

cbnog : 


€baiBisCa,HH»-|-e)eosCa»H-«M-d)— €os(ai4-<H-^i^^^ 

-t.|siBCa«HHkM-^«<<H-iM-6)-ees(is,H-a^^ 

X  {a|Sin(o,H-üH-0)— Ä,cosCa,+<iH-0)j 

-+-  j  Bin(a-Ho+0)cos(a  i  -t-w-hö)  — cos(a-Hw-|-0)8iD(a|-i-fcH-0}  | 
X  isr,sin(a,-»-ciH-0)— ^,cos(o,-H«>-h0)li 
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Setzt  BOA  der  Kürze  wegen 

K=s    tioC«,  —  d,)  («  giB  a  ^  4  CM  a) 

+  «0(0,  —  a)  («,  UD  «,  —    cof  a,)  # 
•+-  liiiCtt    «i)  («t  tili     —    cos  tt,), 

s     siDCtti  —  a,)  (a  cos  a  -|-  ^  sin  a} 
+  «oCci, — o)(«i  cos«,  sina,) 
+  ünCa — aa)      cm    +        «0*  ' 
■o  iat,  wie  toglefeh  «tfcetlMi  wM: 

^^cosCoi  +     + X  aiii(o» +.0) = 0, 

•lio 

Berechnet  man  die  Hülfsgrössea  f*,  /*|,  ;  1«^,  it,  auf  bekannte 
Waiie  mitteilt  der  Fornein 

wo  iit  . 

*  « 

H-/*,  siii(o  —  o,>inCo,  —  a,,), 
Z s    |i  ilDCtti  ^  O  eoe(«  <—  A)  ' 

niUeUt  welcher  Fonnelo  die  Grötten  jK  nad  jL  ohne  Schwierigkeit 
berechnet  werden  können. 

Zwilchen  f  muA  ^,  hat  man  oaeh  itm  Ohigen  die  Cleichnnf^en 

Q  cosCo  -H  <w  -h  0) — cobC«!  H-  w  4-  0)  =  »i  —  «, 

Ml  d«M  lieh 

»  — ■  («t  ^djeinCc^  ^<ü         —  (^1  —  ^)  co8(a.  H-at  ^  jg) 
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SI5 

oder,  w«M  Man  die^HülftgröMeB  Ar  ood  •  mittelst  der  Fornelo 


ergiebt»  Hat  mao  aber  auf  diese  Weise  (f  gefuuden,  so  erliält  man 
di«  CoordinateB  op  unA  y  letehc  aittdat  der  Fomelk 

■nd  dran     nod  ^»  aittelat  der  FohmIb 


CO« (a,  H-    +  ^)    ,  sin(a|  -f.  o)  Hh  6)' 


Aacb  hat  naa  nach  dem  Obigen  «ir  Bestimmung  von  jp  and  ^  die 

Gleichungen 

jpiinCaH-i*+^}—yMiC«+«*+4}  A-t-M-l-^)» 

drainCa,  H-ei-f-©) — yco8(a,  «■(«» 
ana  denen  aich  u.  A, 

^__/i«in(c— A-H»^e)cog(g,  I M  I  #)--y,sin(4»|— A,4^a>^#)toe(<  i  u\0\ 
^^ß^Hm     I  »  I  «1  e)-/«,tin(g,—A^-HH-e)aüi(«i  |  «  j  ' 

Mgiefat. 

Da  Q  immer  eioe  positive  Crosse  sein  muss,  so  kann,  wie  leicht 
erhellen  wird,  nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  man  den  Winkel  ut 
-1-^  SB  nehmen  hat,  wenn       denaelben  mütolil  der  rmel 

berecbnet.  Weitere  Bemerkungen  über  die  obige  AdflSenog  kdnnen 
wir  fdgUcb  dem  Leaer  übeiJeasen. 


• « 
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XV. 

Remarques  faites  u  Toccasion  du  No.  XllL 
T.  IV.  p.  lia»  de  ce  Journal. 

Monsieur  Ubbo  II.  Meyer 

de  GroDuigue. 


Dan  PaiÜcI«  tH4  M.  le  fÜMtmt  ».cMMMolqa^  uae  ^aaftUa 

S:^n^rale  de  tf.  Bertraad  qoi  seit  a  trouver  la  valaar  4«  l*iatdgrale 

Cette'dqnatioB  «st  la  nüraato 

daaa  laqeelle  ^(«O.aigailie  ea  qaa  datiaat /C.r.a>)  loriqa'oa  derit 
je  ao  lian  da  ai,  at  9t(ai^  ea  qua  davieot     ^^-^-^^d»  aa  aiat- 

taat  op  aa  licu  da  m  apres  lä  diflaraatiatiaa  at  natd^ratioa.  Saaa 
ca  laag  avartissemeot  la  formüle  0)  n'a  aucooe  Bigaificatioo  et  ce 
seralt  donc  un  grave  inconv^nient  si  cette  ^quntioo  ne  poorrait 
s*exprimer  d'uoe  maai^re  plus  simple.  Or  on  verra  avec  peu  d'at- 
taatioa  <l«'eKa  a*aat  aatra  clias«  «ye'vB  eaa  paiiiaaliar  da  ptiadpa 
da  la  difl'ereotiatioB  saus  le  siffDe  lotegral. 

En  aflht,  soiarit  m      ö  aas  foortions  da  je  at  aa  ddsigaaat 

paar  ptas  da  caaBoditd  la  ddrivdt  '^^  ^  d^aa  feaetiaB  qaaleaaqna 
F(je)  par  4gFC»),  an  a  aa  gdadral 

d'oii  Toa  tifa  ea  partiealiar,  aa  faiaaat  6  =  je  9t  m  iad^adaal 

de  jet 

Haiatenaat  ai  Taa  fiiit 

^/(a»,jr)r=:/(ai,a?; 
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» 

et 

X 

Mais  M  foit  itu  peine  qoe  Pum 

cn  atlnettaDt  que  le  demier  membre  signifie  qu*il  faut  cbaoj^er  ui 
II  «Hit  danc  de  (5)  et'r«) 

ou  d'apres  (4) 

ce  qn^  chaoge  (3)  ea 

Or  cat  le  m^na  qM  aa  qa^aa  a  axpriaid  far         daaa  la 

faraala  (1)«!  Q/^'^ä^/C*» ^  I«  qw  y«C«) 

daoa  calt«  fornale.  Doae  d*aprte  cttta  ualatUia  la  fanaala  (4)  ai 
aa  rddait  ä  ' 

at  aa  iotegraot  par  rüppuit  a  catra  laa  ti^^laa  4rs=sap  et  JC=x 
il  a^Biait 

///(a»^)A»  -y"/A»#)f«  s=y^%(*)rfar  +y]'y  ,(*>te, 
aa  falmiw^J/(ia,m)dtt  tt  dfidasBaat  ^gal  ä  lani 

•  * 

n  adMUa  da  ce  ^ui  pr^cede  qoa  P^ualiaa  da  M.  Sertraad  a'eat 
qa*Bn  aaa  parliaalier  de  Pintdgrale  de  la  formule  qoi  lert  a  diffd- 
rentier  sooi  le  sign«  iDtdgral  let  int^ffralei  d^finies  par  rapport  a 
une  variable  dont  lei  limitea  loot  des  tonctioni,  et  que  par  consd- 
qaeat  toolat ,  lea  conidqneBoei  que  Tod  en  peut  faira  la  ddd«il^»Bt 
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•atsi  de  U  foraisle  ^uivaleote  (3)  et  •  fortiori  de  la  formole  g6-~ 
nMe  (2). 


AiDsi  poiir  trouver  la  valeor  de  Tiat^grale  defioie 
Toii  dilKretttie  par  rapport  k  4P,  et  1«  ISinrale  (3)  dottne 
■aii  OB'S 


d*oii  • 

a><lw 


Bb  nkilitaMt  eette  valear  dans  (9)  ob  ebtteot 

/(l  -h  J')  2x.arctan.j; 


4qnlieD.      l'oB  feit  derire  ao«  Ib  fema 

td[ry  =  /(l  arctan  .  ^  +  arctao .  xdjl,  (l  -f  -  x») 

s  </jr(4^  -H      .  arctan .  x\ 
et  es  iBtdgrtBt  pnr  npport  k  ^r: 

2y  =  /(l  +  o:»)  .  arctao .  ;rH-  C. 

La  qoantit^  C  iaddpeadaate  da  »  eit.  d'apr^  (8)  dgsie  Ii  adra, 
DoBC  00  a 


<|Mal  k  la  btml* 

3ue  Ton  a  d^dnite  de  r^oation  (1)  et  la  ifoelle  offre  une  exteotio« 
n  principe  de  IMnt^ration  par  pttrtie,  eile  8*obtient  do  mAme  dp  V& 
quatiofi  (3),  Baia  P^aatioo  (2)  neaa  doua«  la  fonauie  plas  gdodrale: 
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(10)  f^fp(jx)flm^dx^il^v)f^Fi^^^ 

m  tt  V  üesigDant  des  fonctioos  quelconques  de  et  //  unc  con- 
staote*  Cepeadaot  on  D*a  paa  beaoio  de  traocformer  ^l)  |)<>ur  obte- 
■ir  Is  fbrnole  pr^cMenlv,  pareeqa'oD  y  parvieodra  UBaMiateneot 
M  aoyeo  de  la  fornnte  coaiine:  * 

Gar  «a  iat^ant  aatre  laa  liautat  »  at  v  par  rappart  a  jr,  aa  aara 

*  * 

aiaia 

d'oü 

Paaona 
aa  aara 

par  eoailqaanl 

En  renvcrsant  les  termea  od  obtieot  la  furmule  (10),  par  laquelle 
l'oB  integTe  par  paräaa  aalra      liaütet  qaelcM^ai. 
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XVI. 

Uebmigsaiifgabea.  Ar  Schüler. 


Anffraben  aus  des  Cambridge  problems,  propased  hj  tfce 
Moderators  to  tbe  candidates  for  matbematical  honoro 
'   at  tbe  geoeral  ezamioation  1842  —  43  und  1843. 


9 

Mao  soll  beweisen,  dntt  die  Summe  einen  Bracht  nnd 

rcciproken  Wertbs  immer  g^rösser  als  2  ist. 
'  Man  soll  bewpiseo ,  dass,  wenu  0  den  von  den  Diai^oDalen 
etoeä  Parellelograroms,  iiesseo  Seiten  a,  b  unter  dem  Winkel  a  ge» 
Kcn  einnoder  geneigt  tind,  eiogeechloiteiitB  Winkel  beseichBCt» 
jedeneit 

^     2ml  dn  «         Smft  ein  a 

itt 

Wenn 

cos  et  _  cos  er,     tanpf  B         tang  « 


cot  /I'  •        CO»  /I  *  ung  ©,  umg 

itt|  ao  itt  iniaer 

tang  io  taug       =  tang  i/J. 

Wenn  ^  nnd  F  die  Punkte  beseichoen,  Intdonto  die  Seiten 

AC  und  Alt  eines  Dreiecks  von  den  auf  sie  von  den  g^etfenüberste- 
benden  Spitzen  B  und  V  gefällten  Perpendikeln  getroffen  werden, 
80  ist  immer 

Wenn  e  die  Seiten  und  A,  B,  C  die  ffegenfiberttokcndon 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  sind,  und  r  den  Halbmeaser  det  Ut 
dieaea  Dreieck  beackriebenen  Kreitea  beaeichnetj  ao  Mt  imiMr 

m  eoa  j^-f-^  «oa  B-^e  coa  C^4r  m  AI  t&n  S  mm  C, 

Wenn  die  Sinns  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  eine  aritb- 
metiscbe  Progression  bilden,  so  bilden  aucb  jederzeit  die  Cotan7 
genten  der  hniben  Winkel  dietea  Dreieckt  eine  nritbmetitcke  Piro*' 
gression. 

Wenn  A,  C  und  A' .  By  C  Punkte  in  der  Peripherie  eines 
Kreise«,  und  die  Linien  ABy  AC  den  Linien  A*B'.  A'C  bezie- 
bungsweise  parallel  sind,  so  sind  aucb  jederxett  die  Linien  BC 
Und  B^C  einander  parallel. 

Ein  recbtwinkliffes  Dreieck  durch  olno  wf  toiur  Bjpoteoilto 
tenkrecbt  atekende  Linie  an  kaibiren. 
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Weon  xwei  Kreite,  deren  Halbnevier  0  und  6  sind,  sich  vob 
Aussen  berühren,  nnd  (9  den  von  iwnl  raMlnBilMiftlich%n  Berüh- 
TCBgtlinien  dinaor  Mm  Knisi.fUigencUMimen  Wiaktl  bMeich- 
mCi  no  iit  iaanr 

Wenn  die  Zahl  n  sich  In  f/  (Itiadrnte  zerlegen  lässt,  eo  IümI 
die  Zahl       —  l)t$  sich  imner  in  ^(^  —  1)  Quadrate  zerlegen. 

Die  atereogrsphiadie  Projeetioa  einna  C«baa  nnf  einer  anf  sei* 
ner  Diagonale  aenKrecbt  stellenden  Ebene  ist,  wenn  dae  Ange  sich 
In  der  verlängerten  Diagonale  betitidet,  ein  gleicliseiligcs  Socliseck. 
Befindet  sich  das  Auge  in  einer  der  Diagonale  triciolien  ^  l^nlfer- 
BUBg^  von  dem  Cubus,  so  verhalten  sich  die  Sinus  zweier  einander  « 
beancbkarten  Winkel  dieetf  Sechseelie  wie  8 : 5  lo  eionader. 

Ein  leuchtender  Punkt  befindet  sich  in  der  groiaen  Axe  «inttr 
Ellipse  in  der  Entfernung  t#  vom  Mittelpunkte;  man  soll  beweisen, 
dass  die  Entfernung  des  Bildes  nach  der  xteo  Reflexion  vom 
MiAtelpnBkte  dareh  die  Gleiehaag 


ae  —  (—  lyux   /'idzf  ae  ^  u 


gefiiadfa  wird. 


SAtze  TOB  den  KegelschmUeiif  welehe««  beweiBe»  siihL 

Von  Uerrn  Fr.  Sejdewitz,  Oberlehrer  am  Gjnnasinm 

in  HeiligensCadt. 

Nennt  man  eine  jede  Seime  eines  Kegelschnittes,  welche  durch 
einen  Brennpunkt  geht,  eine  Breansehoe,  und  Je  zwei  solche  au 
«innnder  reentwinklige  Sehnen  swei  zugeordnete  Brennsebneo  dem- 
selben, so  lidt  man  Ou>  Sätze; 

1.  In  jeder  Ellipse  und  Pnrabel  ist  die  Summe,  und 
in  jeder  Hyperbel  ist  die  Summe  oder  der  Unterscliied 
der  reciprukenWerthe  der  Stücke,  in  welche  eine  Brenn- 
aebne  dareb  dett  Brennpviikt  zerlegt  wird,  jeonehdem 
letztere  innerhalb  oder  ausserbalb  der  Hyperbel  liegt, 
constant,  und  zwar  vieranl  ao  grofi  nis  der  recifirok« 
Werth  des  Parameters,* 

.  %  Iii  jeder  Pnrnbel  iit  di«  Sosinie  der  reeiproken 
Wertbe  je  zweier  zu  geordneter  Brennsehoen  gleich  deai 
reci  prokenWerthcdesParameter  8,  injedejr  Ellipsegleich 
der  Summe  der  reeiproken  Werthe  des  Parameters  und 
der  Uauptachse,  und  in  jeder  Hyperbel  ist,  wenn  beide 
Brenaanbann  Ina^rbnlb  adnr  beide  aassdrbnib  doraelbea 
liegen,  die  Summe;  dagegen,  wenn  die  eine  innerbalby 
die  aadara  aajaarbalb^  li^gt,  dar  Uataraebied  ibtar  ra* 
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ciprokeo  Wertke  gleich  den  Doteriekiede  der  recipro* 
k*n  Wertfce  d«t  Psraaietari  wind  der  Batipttcbse. 

3.  lo  jeder  Parab«!  ist  die  Summe  der  reci|ir«k*S 

Wertlie  der  Rechtecke  xwischeD  den  durch  den  Urenti- 
puokt  bestimmteD  AbschoitteD  je  zweier  zugeordneter 
Brcnnseboen  dem  reeiprokea  Wertbe  des  Quadrates  dea 
balbea  Paraaietara,  ia  jadar  Ellipac  dar  Svaiaia  der  r«* 
cipfoken  Werthe  der  Quadrate  des  halben  Parnmetera 
und  der  halben  Nebenach se,  und  in  jeder  Hyperbel  ist, 
wenn  beide  BreDasebneD  innerhalb  oder  beide  ausser- 
fcalk  liegen,  die  Suai««;  dage^eq,  iraiie  die  eine  inner- 
halb,  die  andere  ausserhalb  liegt,  der  ITnterscbied  je« 
Ber  reciproken  Werthe  dem  Unterschiede  de r  reciproken 
Werthe  der  Quadrate  des  balbea  Parametera  und  der 
halben  Nebenaohse  gleich. 

4.  Ia  jeder  gleichseitigen  Hyperbel  aiad  je  swel 
angeordnete  Brennsebnen  von  gleicher  LXage,  und  die 
Rechtecke  zwischen  ihren  durch  den  Brennpoakt  ke* 
Btiuimteh  Abschnitten  von  gleichem  Inhalte.' 

5.  Die  Soaiaie  der  reeiprekea  Wertbe  der  Qvadrate 
6ber  den  vier  Akacbnittea,  in  welebe  je  zwei  zugeord» 
nete  ßrennsehncn  im  Brennpunkte  {*-ctlj<*iit  werden,  ist 
für  die  Parabel  24nial  so  gross  als  der  reciproke  Werth 
des  Quadrates  des  Parameters,  und  für  die  Ellipse  oder 
Hyperbel  S4Mal  ta  greaa  ala  der  reciprake  Werth  dea 
llaadrates  des  Parameters,  weniger  oder  laekr  den  Oep» 
pelten  des  Quadrates  der  halben  Nebenaohse. 

d.  In  jeder  Ellipse  ist  die  Sumi^e,  und  in  jeder  Hj- 
nerkcl  lit  der  Coteraekied  der  Rechtecke  iwiaekeo  awel 
Paar  Zugliniea,  weleke  ?ob  keiden  Brennpnoktea  tfack 
den  Endpunkten  zweier  zugeordneter  Du  rcbmeaser  ge- 
zogen werden,  von  unveränderlichem  Inhalt^  und  zwor 
der  Summe  oder  den  Ünterscbiede  der  Quadrate  der  bal« 
ken  Achaea  gleick. 


xvu. 

Miscellen. 


In  Schumachers  astronomiscben  Nachrichlen  No.  491.  S.  171. 
hat  Herr  Professor  Anger  aa  Händig  die  folgende  iateressaata 
Bemerkung  mitget heilt. 

Weaa  laao  «aler  dem  Hikendreieek  eines  Dreiecke  daa  Dreie<4 
renCekt,  welches  durch  Verbindung  der  Fusspooktr  der  drei  Höhen 
dea  ^dgtkmtm  Drmeeka  dnrdi  gerade  Liaiaa  eatalekt»  aa  giabt  es 
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swiflcben  den  RaiÜbb  des  na  dat  ffegeb«ne  Dreieck  bescbriebcocB 
ILraiaM,  d««  Radhii  d«t  im  dMael^e  bMeluMeMii  Kreises,  den 
ftedioa  des  in  das  B^l^adreieck  bescliriebenea  Kreises»  und  des 

drpi  Winkeln  des  gegpelienen  Dreiecks  ein»  merkwürdige  Rrlarion. 
Uezeicboet  man  näsiHcb  den  Radius  des  um  ein  Dreieck  bcschrie- 
aea  kreises  durch  Jt^  dea  Radius  des  in  Uasi»elLe  itesckrieitenea 
Kfmum  4mnk  des  AtfdiM  dea  I»  aeiB  Hölieadreieek  enprescbri» 
beaea  Rreiata  dnreb  Qt  so  ergeben  sieb  die  Cosinusse  der  drei 
Winkel  des  gegebenen  Dfcieckf  dorcb  die  Alf  14siyig  der  lalgeiide# 
cubiocbea  Glaicbung: 

.     COS*  a  — (l-i-j^j  C08«  a+ —   ^cososz:^. 

• 

Herr  Preluser  Anger  beiAerkt  neeli,  data  aicb  viele  iotereManie 
trigoaeoictriache  Sätxe  aus  dieser  Gleichung  abliiten  lasten |  die 
wpgen  ihrer  eiafiickea  Fora  einige  AnÜnerksasikeit  an  verdienen 
acheine.  G. 


Eine  Rechnaiigsgpielerd 

xttr  S^roehe  gekpftclit  too  Borr«  Professor  Hetael 

im  Horburg. 

Bei  der  bekaanten  Aufgabe,  nach  welcher  nao  die  Zahlen 
1  Un  9  on  in  ein  OOS  9  PeUem  kostelioodea  y^ünfheo  T&M. 

eben  wie  ]  f/ef\  einschreiben  soll,  dass  die  Snvaieo  «  +  ^  + 

imi 

#-1-^1  e-H^+ir  gl«>€k  gross  werden,  ist#=5^  s.  B.  [. 

(2761 

Man  ändere  ovo  vorstehende  Aufgabe  dabin  ab,  dass  gefordert 
wird,  es  soll  «+4+^=5^-1- + 
aas^-^tf  «Hii833«-4^/-t-i«s3  «  +         aber  .venskisden  von 
€-^0'hgf  ood  0  eine  ton    versohiodeno  Zohl  soio. 


Avstng  aus  oloo«  Briefe  dos  Horm  G.  D.  B.  Weyar^ 
Assistenten  nn  der  Sternwarte  sn  Hnsiharg,  nn 

den  Uerantgeher. 

Die  von  Gerling,  Hansen,  Clausen,  so  wie  von  Euer  etc* 
selbst  bearbeitete  geodätische  Aufgabe  gehört  nach  meiner  Meinung 
zu  den  einfachen  und  nüulichen  Problemen«  die  beim  ersten  An- 
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blick  die  Auflösung  zu  fliehen  sctieinen.  So  findet  sich  die  leich- 
tere angekehrte  Au^abe  z.  II.  fast  in  allen  Navigationsböchero, 
MUireml  ih  gegenwuüg»  wobi  mH  danlbctt  Bmm»  timem  Plalm 
darin  verdiente,  indem  die  nnsicliere  Mes^aog  cifear  Standlinie  §m€ 
dem  Wasser  dabei  wegfallt  und  zugleich  die  magnetische  Declin»- 
tion  des  Compasses  (mit  BinscbUias  der  Lokalattraction  1  bestimat 
wird,  leb  nehe  lolebe  A«%«beD  ferM  Ubtorlteb  MAchgewiesea. 
Hier  ist  ein  Beitrug  dazu  «us  Willltm  FayM*e  Rlentitt  of  Trigo- 
koaetrie,  London  1772: 

Ilaving  the  distance  of  two  ohjecfs  and  (Taf.  II.  Fig.  9.), 
with  the  angles  observed  Bt  the  stutiuns  C  and  Z>j  it  is  required 
to  find  tbe  diatanee  belweea  tbe  ttatiooa  Cttni  ü.— 'Comtmeti«». 
Upon  Aü  descritie  Segments  of  circles  that  will  contain  tbe  giveD 
angles  JCB,  JDB,  make  the  angle  ABE=zADC,  draw  AE, 
uuun  AE  describe  a  segment  of  a  circle  AFCE^  that  will  contain 
tbe  lupplenent  of  tbe  eogle  ACD,  eutting  tbe  eirele  ACB  ia 
draw  jaCD,  and  the  thing  is  evideotlj  done.  ~  Caicuiation. 
in  the  triangle  CDA  are  given  all  the  angles,  and  bj  tnkiog  CB 
et  pleaaure  (snppose  1000)  we  majr  find  CA  etc. 


Noch  einige  Au^abeu» 

1.  Wem  die  Mittelemkle  B,  C  dreier  Kreiia  ie  eieer  ge- 
reden  Linie  liegen,  nnd  die  Rreise  B  ned  C  den  Kreie  A  \9m 

Innen,  sich  selbst  von  Aussen  berühren,  so  ist  immer  der  ausser- 
halb der  Kreise  B  und  C  liegende  Theil  der  Area  des  Kreises  A 
der  Are«  des  über  der  die  beiden  Kreise  B  und  C  berührenden 
Sebee  dei  Kreiaee  A  besebriebeneD  Halbkreiiee  gleieb. 

2.  Die  Seiten  einea  ebenen  Dreiecke  aeieo  den  Wnneln  der 
Gleichung 

H-  ajr,  -H-Äor  -f-  c  =  0 

proportional:  man  toll  die  Soime  d«r  GoeiDM  der  WinKei  dieere 
vreiecke  fiedeii» 

.  9.  Aui  drei  gegebeoee  Pmktee  ele  Httelpinktea  drei  eicb 
gegenieitig  berttbraede  Kreiie  •«  beeebreibei. 
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XVIII. 

Theosle  der  invidiitoriscben  Gebilde  nebst 
Anweiidiuigea  auf  die  K^idMudtto. 

Hcvtn  Fr»  Seydewitz, 
tUcrithiw  am  Cijuiifan»  m  Haillgnttadt. 


{Fmtmauag  im  AnCuitxM  No.  XXX.  im  drittMi  H«fie  4m 

Tierten  Tbails.) 

Veber  das  Wesen  und  die  Eigenichaften  der  einem  Sj« 
«teme  V90  Kegelschnitten  gemeinscliaftlichen  Sekaatea 
und  Tangentendarchicbnitte. 

Zw«i  Im  eiiier  Bbeae  beliabig  Hegende  Kegelieknitte. 

Stebt  durch  unmittelbare  Aoscbanung  fest,  dass  eine  Ellipse 
und  irgend  ein  anderer  Kegelscbnilt,  welche  in  einer 
Bbtae  beliebig  liegen^  wcbb  lie  Pnkt  geaeis 

fcahQB,  «ha«  aieh  in  ihm  so  berfihreB»  natliwandig  eines 
sweiten,  und  wenn  einen  dritten,  notbwendig  einen 
Tierten  Punkt  gemein  haben  müssen,  so  zeigt  man  das  näm- 
liche von  zwei  beliebigen  Kegelschnitten,  indem  man  alle  ihre 
FHakto  mit  eisern  beliebigen  Punkte  des  Raumee  teeb  Gerede  ver« 
bindet  und  die  so  erhaltenen  Kegel  mit  einer  Ebene  schneidet,  wel« 
che  einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  und  einen  der 
Kegelschnitte  weder  schneidenden  noch  berührenden  Ebene  parellel 
ist.  Ued  bienae  ecblieatt  am  daaBt  daae  aw^  bdiebige  JEeml* 
acbailta»  welebe  eine  Taageate  gemein  haben,  ohae  «eb  aelbBt 
liags  denelboB  8B  beifibiea»  BetkiiaBdig  eiae  sweila     Bi  w.  ge« 
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mein  linbcri  müssen,  weil  die  Polar  -  Kegelschnitte  derselben  in  Be- 
zug auf  eiuea  beliebigen  dritten  *  j  eioen  Punkt  und  folglich  zwei 
Pnokte  geneiii  htben. 

Es  seien  nun  in  einer  Ebeoe  iwei  Ke^liehoitte  K,  Ki 
beliebiger  Gestult  und  Lno^e  gegeben;  es  sei  A  eine  beliebige  Ge- 
rade dieser  Kbene,  und  Zf,        die  harin.  Pole  von  A  für  AT,  K^. 
Ferner  seien  «r,  ^,     </....  und  a.,      c,,  </,  ....  der  Reibe  nadi 
und  beziehlich  die  härm.  Polaren  der  Punkte  a^b^  C,  von  A 

für  yr, ,  und  die  Punkte  ß,  ß^  mit  a,  d  b  . . . .  durch  die 
feitrablen  a\  ft\  c\  . ,  .  ,\  z»',,  c^, ,</,... .  verbunden;  so  sind 
je  zwei  Strahlen  a ,  a' \  ö,  ö'  . . . .  für  A^,  und  a^,  a\  \  .  •  • . 

für  Kx  sur.  baraonische  Polaren.  Man  bat  also  nach  §.  4.  1.  aai 
jeden  der  Punkte  ß^  ßy  zwei  involutorische,  a  potiori  also  projek- 
tivische  Strahlbüschel  ß  und  //',  und  von  denen  nberdieas 
ß'  und  ß\  perspektivisch  sind,  ninlicb: 

also  ist  auch 


1.  Die  harmoniaoben  Po- 
laren alier  Punkte  einer  be* 

Heiligen  tileradeD  in  Bezug 
auf  zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig    liegende  &egel- 


1.  Die*  Ikatmonischen  Pole 
aller  Strablen  eioes  balle» 

biegen  Punktet  in  Bezug  anf 

zwei  in  einer  Ebene  belie- 
big liegende  Kegelachnitte 


^d  nimlieb  JT,  zwei  beliebig» Kegelicfanitte,  J.jtj,a,ß,y,<f.... 
Tangenten  Ton  iT,,  und  ß,ßi  "o'ßo<  Yo»^»*-**'  <^>*  narmoniscbeo  Pole 
deriMbea  für  /C;  siiMi  ferner  a,  b>  c,  6.«..  und  a,^  h,f  (j,  Ii  die 
nurcbschoitupankto  von  ji  und  mit  a,/?|,y,(^....»  and  «,a,c,^.«- 
nnd  A,,  c^,  </,  ....  die  Strahlen,  welche  beaiebÜch  B  timl  ßy  mit 
/I^,  y«  d", verbinden,  so  sind  ä^c,  d ....  der  Reibe  nach  die 
barmonisenen  Polaren  Ten  a,  b,  c,  |....,  und  a,, i>,,c,,if,  ....'die  bar- 
.  moiiisihen  Polaren  von  a,,  C,^  b,  —  fiir  A^;  also  sind  die  Punkte 
a',  b'^C'.  b' .....  wo  A  die  a,  ^,  c, schneidet,  die  zugeordneten  har- 
monischen Pole  TOn  a,  b,  C,  b....,  nnd  tfte  Durchschnittspunfcce  o'n  ff^ 
C'i^b'j....  von  J.  mit  u^,b^,c^,d^  ....  sird  die  zug.  barm.  Pdp  Ten 
du  b|>C,)  Nan  aber  ist  nach  ^  'l.  I«  und  Binnifipng  tf* 

JIM|Jl4#...0s^Mfe^,r,b'^«a^b^i|b~)a»^»(e^A*«i>i-*-4 
wm  ^»ff  „  r„    V,)  ae  Ä,(#„  i„  r„  rf^....) ; 

ahä  aaeb  i9<a,Ä,«,^....)  aB^,(a,, d«  h.  die  barmoni. 
aebnn  Pol*  dar  Taogentea  >Mn  if,  iut  JE  liege»  auf  «raem  deitten 

gclscbnitte  M^»  Ist  nun  die  Tang-ente  in  ß^,  so  iat  e  üe  Yerbtiv 
duodsUnia  von  B  und  ü?,,  c  dar  gegeu«eUig«  DurcUkchnitt  von  A  aad 
Ci  der' Berührungspunkt  van  At^  also  «nd  auch  die  baemoaiaebea 
Polaren  aller  Punkte  von  Ä",  für  ßC  Tangenten  von  K,.  Hülben  nua 
zwei  Kegelschnitte  eine  Tangente  cemein,  so  ist  der  harnioniscbe  Pol 
derselben  fnr  JT  ehk  gemeinscbaftltdier  Ptonkt  ttnrer  Pofar-ffegefsebnitte 
Ar  JT,  nnd  die  beraraniaehen  Polaren  der  beiden  gemflnschaftlithen 
Panbta  der  lienma  aind  gwaeiiMiAift  liebe  Taagaate»  der 
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iirllftItC«  sehDeiflen  siel 
paarweise  auf  dem  Cmfauj^e 
eines  dritten  Kegelscbnit. 
tea,  walolrtfr  aack  4t«  fceiilev 
laf  BiiviBahen  Pol«  j«ifor 
€er»d«ii  «atkillL 


h'egen  paar«nala«  «af  den 
^riinprenten  eines  dritten 
Kegelschnitts,  welcherauch 
dl«  liefdatf  i«r»«iH««b«tf 
Pararen  J«««a  Ftttkt««  k«- 
fiikrc«> 


Ist  a,  der  geg^enseitip^e  Durcliecbnitt  der  liarmonischen  Polaren 
Too  a,  80  ist  aucli  a  der  gegenseitige  Durcbscbuitt  der  karmoni- 
•c&«B  Maren  voa  üi  filr  M^A^ ;  dahar  D«ant  Barr'PoBcelat  aal» 
«be  zwei  Punkte  a,  a,  reciproke  oder  Wacbselpunkta  ia  Bezog 
auf  Jkt  A", ,  und  Id  demselben  Sinne  sollen  zwei  Gorade,  deren  jede 
die  barmooiscbeD  Pole  der  anderen  in  Bezug  auf  Hl,  entnält, 
Wecbselstrablen;  ferner  soll  der  KegeUcboitt,  dessen  sämmtli« 
«b«  Fnnkta  mit  denen  ainer  Garaden  A  Puun  von  Weohaelpank» 
ten  bilden,  der  Wecbselpunkt- Kegelschnitt  dieser  Geraden^ 
und  jener,  dessen  sämmtliciie  Tangenten  mit  den  Strahlen  einet 
Punktes  Paare  von  Wecbselstrablen  bilden»  d«r  Wcchselstrah- 
lea*  KagelacliBitt  diaiaa  Pnaktaa  —  ip  Bezug  auf  JT,  JT,  — * 
halssen. 

Die  Wechsclpunkt- Kegelschnitte  zweier  verschiedenen  Geraden 
Af  A!  in  Bezug  auf  A",  A\  haben  nothwendiu^  eines  Punkt  <|,> 
nimlicb  den  Wecbselpunkt  ihres  Durchscbntites  \  gemein,  a)  Be- 
rubren sie  aich  Mii  nicht  in  diaaea  Punkte  a»»  so  haben  fie  noth* 
wendig  einen  zweiten  Punkt  p  gemein;  die  narmonisclien  Polaren 
dieses  Punktes  p  convergiien  sowubl  auf  A  als  «uf  .i'.  obne  durch 
q  zu  gehen}  uUo  fallen  sie  in  eine  einzige  Gerade  P  zusammen^ 
and  da  dieae  Gerade  nan  jede  Gerade  der  fibeae  in  einea  Punkt« 
ach  neidet,  dessen  harmonische  Polaren  für  JT,  durch  p  frabatty 
so  haben  die  Wechselpunkt- Kegelschnitte  aller  Geraden  twtK^  K^ 
den  Funkt  p  gemein,  b)  Berühren  sie  sieb  in  0,,  so  seien  JV 
dl«  harmonitenen  Pofaren  von  q»,  die  als«  dnrcn  %  gehen  aufscn^ 
ca  m!  der  harmonische  Pol  von  für  By  der  harmonische 
Pol  von  H  für  K^,  und  es  beisse  q,  als  harmonischer  Pol  von  Jt 
tür  K  und  von  JV  für  A',  hczichlich  B^B^.  Denkt  man  sich  nun 
die  Wecbselpunkt- kegelschaitte  von  H  und  Bl^  und  erwägt,  dass 
die  Gemden  BBf^  B^B^  die  bnrinoniacben  Polarea  von  q  für  JT, 
A",  sind,  nnd  das»  in  den  prajoktiviscben  Strahl büsch ein  B^  B^ 
{B\  B\)i  welche  den  Wechselpunkt- Kegelschnitt  von  B(B')  er- 
zeugen ,  die  Tairgeat«  rn  B(B\}  dem  gemeinschaftlichen  feitrahle 
B,B{B'B'^)  entapriebt,  so  iieb*  niito,  daia  di«  Gefaden  B^B  nnd 
B'Bx  jade  den  anderen  Kegelschnitt  in  berühren.  Bildeten 
sie  nun  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  so  hätte  der  Punkt  q  für 
K  und  A'i  einerlei  harmonische  Polare;  wo  aber  nicht,  so  hätte 
diese  neue  Paar  von  Wechselpunkt- Kegelschnitten  einen  zweiten 
Punkt  p  geaeia,  i««ldier  Ar  Jt  and  k[  einerlei  baraoniaeb«  Pa- 
lare haben  und  simaalieba«  WaihMlf wk** Kagalaibnltfa«  g«a«in* 
flcbaftlich  angehören  müsste. 

2.   Sind  in  einer  Ebene  zwei  Kegelschnitte  von  be- 


Dtf  die  betderseidgen  Betrachtungen  dem  Wesen  nach  allenul  eins  sind, 

as  imMI  nan  dia  ein«  Jadennal  gM«  erlaucfl» . 


15< 


liebi^er  Gestalt  um4  La^«  gegfbeat      githi  «•  i«'4i«sar 

Ebeoe  allemal 

•iaen  Punkt  I»,  deaaea  bar*  aia«  Gerade  P,  ier%m  hrnW" 

moniache  Polaren  in  Bezug  moniiche  Pole  io  Bezog  anf 

auf  beide  Kegelicbnitte  in  beide  Kegeltebnitle  aicb  io 

eioe  einzige  Gerade  P  zu-  eiDen  Pnokte  Tereinigea. 
••■■•■falleD. 

Dreier  Punkt  p  liegt  nun  entweder  1)  innerhalb  beider 
Kegelschnitte  K^K^y  oder  2)  innerhalb  des  einen  und  ans. 
•erbalb  des  aBdertn,  oder  8)  aaia«rb«lb  beider,  rad  di«» 
sen  Fällen  eotipreebend  wird  die  Gerade  P  eetweder  keinen  tob 
beiden,  oder  nur  einen,  oder  beide  durchschneiden.  IMe  lovolotio- 
nen  zug.  harmonischer  Polaren  des  Punktes  p  in  Bezug  tut  K  und 
JT,  bealeben  nach  f.  4.  1.  !■  Falle  1)  beide  aas  gletcbiie- 
geadea,  Ita  Falle  2)  die  eine  aus  gleichliegen dea«  die 
andere  aus  ungleichliegenden,  im  Falle  3)  beide  aus  no- 

fleic  Ii  liegenden  Gebilden;  daher  haben  sie  niich  9.  3.  5.  im 
alle  1^  und  2)  allemal  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  y*,,  /\  ge- 
aieia,  tai  Falle  3)  aber  aar  dann,  weaa  die  beldea  vaa  p  ansge- 
benden  Tangentenpaare  sich  "ein*  oder  ausschliessen.  Diese  Gera- 
den ,  Viabcn  die  Eigenschaft«  dass  eine  jede  die  harmonischen 
Pole  der  anderen  für  JC,  £f|  enthalt,  Pole,  weiche  übrigena  auch 
aaf  P  liegen  aiBaeeir;  aha  tefcaeidet  -  elae  jede  die  ^  ia  aiaea 
Paakte  ,  der  in  Bezug  auf  K  und  iT,  der  baraiealaelM  Fat 

der  anderen  (/*,  ,  /*, )  ist.  Von  den  beiden  Involutionen  xug.  har- 
monischer Pole,  welche  einer  dieser  Geraden«  z.  B.  P  angehören, 
aind  zwei  jener  drei  Punkte  PyPi^p^y  also  hier  pisp%^  ein  gem. 
sog.  Paar;  bedenkt  man  alaa,  aaaa  p^,  beide  aaaseHialb  eiaea 
Kegelschnittes  K{Ky)  liefen  müssen,  wenn  p  in  demselben,  und 
dass  der  eine  innerhalb,  uer  andere  ausserhalb,  wenn  p  ausserhalb 
deaaelben  lieg^,  so  ergeben  sich  als  die  einzigen  tragen,  deren  die 
Paakte  p,  p,t  P%  >■  geaaaatea  drei  Fillea  ftbig  aiad,  feU 
geade; 

liter  and  3ter  Fall. 

'    p  iawerbaib  JT  aad  laaeitelb  Jr,| 
Pt  aanerhalb  JT  aad  aasaerbalb  JT,  % 
aatiethalb  JT  aad  aainriiaft  y 

Her  aad  Her  Fall. 

p  innerhalb  K  und  aasaerbalb  AT, ; 
Pg  aaiierbalb  K  and  aanerbalb  ÜT. ; 
aaeaerbalb  K  aad  iaaerbalb  iT.  { 

wa  jeder  der  drei  Paekte  mit  den  anderen  verwecbielt  werdea 
kaan. 

OlTcnbor  aber  muss  von  zwei  beliebigen^ Kegelacbailtea  MC^M^ 
entweder  a)  der  eine  gaaa  iaaerbalb  dea  aadaraa  adarb)eiB 
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jeder  fc^oz  aatierhslb  det  anderen,  odfer  c)  zum  TbetI 
innerhalb,  zum  Tbeil  anaaerhalb  det  anderen  liegen.  Im 
Falle  a)  können  vod  deo  Mheren  drei  Fällen  nur  l)  und  3)  eia- 
trctear;  dean  li^  p-  iaiieriialb  4et  imaecaa  vad  aaaaarlialli  dea  ia- 
■aren  Regbhcbnittea,  so  würde  oder  pj  ausserhalb  des  äusseren 
«ad  innerbalb  des  inneren  liefen  müssen,  was  uiimng^licb  ist.  Tritt 
aber  der  Fall  3)  ein,  d.  1^.  hegt  der  einzelne  Punkt  p,  den  zwei 
•KegrdnebBltte  alleBal  baiiCMB,  avtiarhalb  4m  iaaaraa  vtt4  dea 
iusseren,  so  schneidet  dia  Ganida  P  beide  in  zwei  Paaklenpanren« 
welcbe  sich  einBcMiessen ;  also  ezistiren  die  Punkte  Pi^p^  im  Falle 
al  allemAl.  Im  Falle  b)  ist  der  Fall  1)  nicht  denkbar,  und  da  im 
Valfe  3)  die  Gerade  P  die  Kegelschnitte  in  zwei  Pnnktenpaaren 
schneidet,  die  iicb  ausschliessea ,  ao  eziatiren  auch  im  Falle  b)  die 
l^inkte  Pi,  Pt  unbedingt.  Im  Kalle  c)  endlich  haben  die  Kegel* 
aebnitte,  d»  Berührungspunkte  au8|;[^escbIossen  sind,  entweder  vier 
ader  nur  zwei  Punkte  gemein.  Ist  das  erstere,  so  bilden  die  vier 
Ptoakta  aia  TalMadigea  Viereck,  danea  Clageaeeitae  tieh  offenbar 
ia  drei  Panktao  p,  Pi,Pt  ecbaeiden.  Demnach  kann  der  Umstawl, 
dass  zwei  Kegelschnitte  nnr  einen  einzigen  Punkt  p  in  ihrer  Ebene 
besitzen,  einzig  nur  dann  statt  finden,  wenn  sie  blas»  zwei 
Paakte  gemein  haben.  Und  zwar  findet  er  dann  noth wendig' 
statt;  denn  sonst  kteate  man  eiaea  jieden  der  geneiaiebaftKebea 
Punkte  a,  6,  z.  B.  0,  mit  einem  der  Punkte  p^  z.  B.  mit 

Pf,  durch  eine  Gerade  ap,  verbinden,  welche  nicht  in  die  Rieb- 
tnng  a&  fiele,  und  die  folglich  jeden  der  Kegelschnitte  K,  Ki  in 
•iae»  sweitea  Nakfb  e,  e'^  eebaaido«  »Bieta}  daaa  aber  würda 
als  harmoniieba  Polare  toh  jy,  ftr  dT,  JT, ,  die  ap^  ia  aiaeai 
Punkte  schneiden,  welcher  sowohl  zu  ar,  Pi  als  zu  «r,  r,,  p^ 
der  vierte  harmonische,  dem  p^  zugeordnete  Punkt  wäre,  was  un* 
möglich  ist,  da  e  und      niniC  tnsammenfiillen  sollen. 

Ebeasa  aeigt  man,  den  swel  Kegelschnitte,  welche  nur  zwei 
Tangenten  gemein  haben,  auch  nur  eine  Gerade uod  feierlich 
aach  nur  einen  Punkt  p  besitzen.  Bierous  folgt  dann,  dass  sie 
allemal  und  nur  zwei  Punkte  gemein  haben,  und  umgekehrt: 
nabea  awei  Kegelscbnitta  anr  swei  P^akta  p^aia,  aa  haaea  Ibra 
Polar -Kegelschnitte  in  Beieg  anf  irgend  einen  drittea  nur  zwei 
Tangenten,  also  auch  nur  zwei  Punkte,  also  die  anfwiaglieboa 
allemal  und  nur  swei  Tangenten  gemein. 

3.  Hahea  iwei  in  aiaer  Ebeaa-  bolioMg  llagende  Ka- 
Kalaebaitta 


nur    zwei  Punkte  geraein, 

80    haben  sie  allemal  und 

aar  swai  Taag^ntaa  ge- 
■aia. 


nur  zwei  Tangenten  ge- 
mein, so  haben  sie  allemal 
and  aar  swai  Paakfto  ga« 
poin. 


4.  Zwei  in  einer  Ebene  beliebig  liegende  Kegel« 
aebaltta  babao  alieaal*  drei  sageordaete  bataioaiseha 
Pole  aad  drei  aappeordacta  baraiaalsche  Polaren  ge-. 
mein,  wenn  sie  einerseits  entweder  keinen  oder  vier 
Dur  ch  8  c  h  n  i  1 1  s  pun  k  te,  oder  wenn  sie  andererseits  ent- 
weder keine  oder  vier  Tangenten  gemein  haben,  und 
Bwar  a)  wena  eiaar  der  Kagelacbaitte  ganz  innerbalb 
daa  andoraa  litgt»  ao  liogaa  awai  jeaar  drei  Pole  aoaear« 


fcslbi  4«r  drjtU  innerlialb  bti4er,  and  iwti  jAner  4rci 

Polaren  sclineiden  bpide,  die  dritte  keioeo;  b)  weoo 
eio  jeder  k e ge I hcIi  n i  1 1  gaoz  ausseriiaJb  de«  andere^ 
lieart,  uo  liegt  einer  der  drei  Pole  Auss«rbaib  beider« 
«Bfl  in  j«dea  4er KegeIfchsJU«  liegt  eioer  4er  k^idtm 
anderen;  eine  der  drei  Pplares  a«DDeidet  beida^  «d4 
jede  der  beiden  anderen  «nreinen,  nämlich  denjemt^en, 
welebeo  die  »udere  nicht  schneidet;  und  c)  weua  Bi| 
aiab  ia  Tier  Puakten  darcbdria^ea.  ae  liegen  die  4ret 
Pole  und  Polarea  entweder  wie  lai  F^llt  a)  oder  wie  im 
falle  h).    Haben  sie  endlich  nur  zwei  Du  rc  Ii  Schnitts- 

£ unkte  oder  Tangenten  gemein,  so  gicbt  es  in  ihrer 
beae  nar  einen,  aber  allemal  eiaeaPuukt,  dessen  bar* 
seaieebe  Pelerev  in  Besog  anf  beide  snaamaieafelleaf 
und  dieser  Punkt  liegt  ausserhalb  beider. 

Man  sieht  leicht  voraus,  dass  die  Punkte  p,  und  die 

£eradep  JP^,  gaaa  eigeathürnJicbe  Eigeascbatteo  in  sich  ver- 
eiejgat  ipeideB«  Deaa  dieae  6era4ea  alleia  §184  es,  derea  Wecb* 
«alfOeltt-K^elicbiitte  sich  auf  eines  Punkt,  und  Jene  Punkte  al» 
•  Jaia  sind  es,  dema  Wecbaelalraidee - fU^^elsahalUe  ai«b  auf  eise 
Gerede  reducireo. 

fia  aei  ji  eia  beliebiger  IStrabl  eioes  dieser  Poukte,  i.  B.  p, 
ee  liamo  eeiaa  beiden  barpeaucbea  Pole  ß,  auf  uad  ait 
Al»eo  betrachteteo  projektiviscben  i!>trahlhüschel  /f,  ,  deren  ent- 
aprecbende  Strahl eoftaarc  /r,  //,  r,  //....;  r,,  r/,  ....  sieb  in 

den  Wecbseipuakfcn  von  ^  ficiueiden,  sind  jetzt  utfeubar  j^erspecti- 
viaeb,  ereil  die  barvonlaebau  Polaiao  too  4.  k  awai  entspra- 
^endc  Strahlen  von  B,  B^  in  eine  Gerade  BB^  zusammenfallen. 

Der  Wccbselpnnkt.KegcIschnift  von  A  geht  also  jetzt  in  ein 
Sjstem  xweier  Ceradeo  über,  dcreii  eine  (jP)  die  iiarmonischea  Pole 
MNi  4ia  aedere  4ia  Wacbedpuabte  voa  A  eatbWt;  »84  «war 
ist  letzlere  selbst  aia  Staabl  von  p,  weil  die  barmonisebaii  Polare» 
des  Durchschnittes  von  A  und  P  durch  p  gehea  müssen.  Aehnli- 
cber  Weise  gebt  der  \\ecb&eJiitrahlen- Kegelschnitt  eioes  l*unkiea 
von  P  'm  eia  Sjatem  zweier  Punkte  über,  deren  einer  (i/)  die  bar« 
peniseban  Peiaren  jene»  Pnabtee,  der  andere  die  Wecaaelatreblett 
4aaaalbea  enthält,  und  dieser  liegt  audi  auf  P. 

Zwei  Straliion  eines  Punktes  p,Pi^  p^,  darcn  Punkte  paar- 
iveiee  IVecbselpuuiile  sind,  «uUcn  zwei  Uecbselpuo ktstrab- 
lan,  nod  awei  Punkte  einer  Geradea  /*,     ,  P,,  aeuBB  Strablea 

Caarwaiae  Weckaelatfebian  bildbu  awai  Weebaelatreblaapankte 
eissen. 

Aua  dem  Vorigen  crgiebt  «ich  eine  lineare  Coostruktioo  dei 
Panktea  /»,  wena  Jf,  A",  und  ein  beliebiger  Mrahl  von  p  gegeben 
aind. 

Es  sei  jetzt  A  eine  brliebiire  Gerade,  und  B,  seien  ihre 
harmonischen  Pole  für  A,  A, ;  durch  p  seien  die  ^>it^uhlen  a,  ^,  r, 
«f....  gezogen,  welche  A  in  a,  b.c,b....  schneiden,  und  durch 
deneelben  Punkt  naeb  4eu  Wecbselpunkten  Ui,  b,,  c,,  ....  von 
e,b,  Cfb....  die  Strahlen  4V„  C|.  ;  endlich  werde  entwe- 
der B  oder  B^  mit  a,  b^  c,  b. .. .  und  a,,  b,,  c,,   durch  die 

Strahlen  e^,  b\  i^^d' und  a'i»  ^'i,  c'«,  . . . .  .verbunden;  ao  ist 
eiwuel 
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weil  die  StrableD|iaare  a\  a\  \  l^,  i\  ele  zugeordoete  barmo« 

Bi»chc  Polaren  für  JT,  eine  lovolotioo  Uldao;  eoalieli  iek 

^(«'»i  ^1%       ^ *  •••>.)  ....)» 

Vft^iA  ^e  Paaltl«'!»,       *i«  ^i«  <ii    WtdiMlpvilltt* 

KrcfcUcbBltte  Kcgeii.  doiBach  fat  ancli 

c,  ef....)asM«'»)  *n  «"i»  ''i  )•  * 

Aber  je  eii'ei  Slrabfen  a,«^  \  •>••  >iod  Wecbseipunktsfrablen ;  es 

Bilid  als«  oiebt  our  eio  l'nakt  a,  wo  «  die  uad  ein  Punkt  Oi, 
w«  <^  Weckadfmkt-Kefrelsclwitt  Mhnaldet^  tendera  aoeik 
eia  Punkt,  wo  «,  die  A^  and  ein  Punkt,  wo  m  deu  Wecliseipunkt- 
Ke^rbchnitt  schneidet,  sind  Werlisel|iunk(e  TOn  einender,  d.  k»  iIm 
Ditreklea     «,  aotspreekan  sieb  io  def  palte«  fiinae{  also  ist 

• 

d.  b.  die  Wecbselpunktstrahlen  eijpes  Punktes  p»PifP% 
iaf  A'i  bilden  eine  lovolntian  von  Strableni  uad  glet« 
cber  Weise  bilden  die  Wecbaalatfaklanpu.nkta  aiaer  (ße« 
r«den      /*,,  P,  eine  Involution  von  Punkten. 

Die  Uauptstralilen  einer  Involution  von  Wecbselpunktstralilea 
•U^en  Hauptwecbselpuaktstrablen,  und  die  Hauptpunkte  einer 
iBTolntioB  TOB  WtebielstniileBpBBktaB  aollen  Uauptwaekiel«  • 
atrableapnnkta  keissen.  la  jedem  der  frsteren  falleu  zwei  Wecb- 
aelpunktstraUen,  in  jedem  der  letzteren  zwei  WecLselstraülenpunkte 
BBsammen;  j  euer  besitzt  also  die  charakteristiscbe  Eigenf  - 
•  ebaft,  dasB  die  Wecbselpunkte  aller  sein  er' Punkte  an« 
ikm  selber  liegen;  dieser  die,  dais  alle  seine  St rablenibre 
WecbsclBtrablen  in  ibm  selber  schneiden.  Man  kann  da- 
ker  als  sekundäre  Definition  der  liauptwet  hselpnoktstralilen 
und  der  UauptwecbseUtcablenpuukte  aufstellen,  (iass  diu  zuj^eurd- 
MteB.kanaoniecban  Pole  der  einen,  nnd  die  zugeordneten  narmo- 
■MMskta  Polaren  der  anderen  in  Bezug  auf  den  einen  Kegelschnitt 
es  sngleicb  auch  ia  Bezug  auf  den  anderen  sind,  und  insofern 
köoB4e  man  einen  jeden  HauptiveckselpunktstrabI  eine  Gerade 
vereinigter  Paare  zugeordneter  barmoniscber  Pole  bei* 
der  Kegelaebnitte,  und  jaden  Baoptwtckneletraklanpnnkt  einen 
Slitelpunkt  vereinigter  Paare  zug^eordnetcr  harmoni« 
eober  Polaren  beider  Kegelschnitte  nennen.  Fitsst  man 
endlich  die  Uauptpunkte  der  Involution  jener  Pule,  und  die  Uaujit- 
alraklan  der  InvöliUioB  dicaer  Polaren  ins  Auge ,  lo  begreift  man, 
daia  die  harmoniseban  Polaren  eines  solchen  Hauptpunktes  (wenn 
er  exis(irt)  in  Bezusc  auf  K  und  Af,  durch  diesen  Punkt  selber 
geben,  und  das«  die  barmonischea  Pole  eines  solchen  Hauptstraliles 
auf  ibm  selber  liegen  müssen,  d.  Ii.  ersterer  ist  ein  Dnrcbscbnitts- 
pankt,  letzterer  eise  Tangente  beider  Kegelscbnitte.  Als 
tertiäre  Definition  der  Hauptwrchselpunktstrahlen  nnd  der 
BaHptwacbsebitraklenf unkte  argiebc  ekk  daker,  dau  jeae  gcuieiu- 
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tCBdorchschnitte  beider  Kegelschnitte  iiad;  rad  xwar  k«|W« 
«•reell  und  ideal,  jeniciid—  jw  H— ytpoakte  — d  Ha^ptKimfc» 

existireo,  oder  nichf. 

Zu  jeder  Involution  von  Wcdiielpuaktstrableo  gehören  nicbt 
Mr  sw«i  der  Geraden  P,,  P,,  leBdera  eoch  die  Imdea  burw- 
■iicben  Polaren       iV, ;  N*^  N\  eines  jeden  HanytwecfceelitnMe» 

Caktea  «,  f',  welcher  der  dritten  anp^ebört.  Denn  sind  «r,  swei 
liebifre  WecbaeUtrahlen  de«  Punktes  deren  jeder  also  die  bar^ 
■oniscIieB  Pole  des  Mderen  entbftli,  and  «cheeidet  m  die  IH  in  a, 
«,  die  iV,  in  a, ,  so  ist  Oi  der  harmonische  Pol  von  m  für  A*, , 
weil  dieser  Pol  auch  auf  der  harmonischen  Polare  iV,  von  »  für 
A',  lieg't;  und  ebenso  ist  a  der  harmonische  Pol  voo  ff,  für  A; 
also  schneiden  sich  die  harmonischen  Polaren  ¥on  a  für  A,  A",  iaa 
Pnnkte  nnd  eoMit  eiad  A,,  de  aie  nneb  swei  Weeheelf  nk 
tea  ffehen,  Weckielpaaktstrahlen  des  betreffenden  Punktes 

Gleicher  Weise  gehören  tu  jeder  Involution  von  Wechselstrab- 
leapunkten  einer  Gera«len       /\,       nicht  nor  nwei  der  Funkte 
P\y  Ptj  aaadera  aaek  dia  keUea  bannoniichea  Pale    », ;  m',  m', 
"eines  jeden  Baaptweekstipaaktelraklea      S^^  welcker  dem  drittaa 
angehört 

Jedes  Paar  Hanptwechselpanktstrahlen  eines  Puuktes  p,Pi,Pt 
*  beisst  ein  Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  ^lekanten, 
and  jedea  Ptar  BaaptweekeelaMileapaakte  elaer  Geradca 
i*,  beisst  ein  Paar  zugeordnete  geneinsebaftliehe  Taa« 
gentendnrcbscbnitte;  und  wieder  beisst  ein  Paar  der  er- 
ateren  einem  Paare  der  letzteren  zugeordnet,  wenn  jenen 
,  ciaeni  Paekla  aad  dieeen  eiae^  Gerndea  iP  sngekINt,  welehe  dia 
barmoniscbe  Polnre  von  |i  für      AT,  ist. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  zwei  Kegelschnitte  1)  jedesmal  ein 
Paar  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten  oder  Tangentendurch- 
schnitte,  und  2)  ob  auch  jedesmal  zwei  zugeordnete  Paare  zugeordnete 
geaeiaaekalUiebe  Sekaatea  and  Tangentendnreknebailte  MaMaeaf 

1)  Fasst  man  alle  Eigenschaften  eines  Punktes  zu- 
sammen, so  erweist  er  sich  als  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  von 
vier  Involutionen  von  Strahlen:  a)  der  zugeordneten  harmonischen 
Palaraa  ^ftr  K\  b)  der  zugeordaeCea  banaanieebea  Pataica  llr  AT,  | 
c)  der  Wechselpunktstrahlen  fnr  A",  A, ;  d)  derjenigen  Strabiea* 
paare,  welche  ni^ch  den  Wecbselstrahlenpunkten  der  entsprechenden 
Geraden  P,  Pg,  P^  gehen.  Zu  jeder  von  diesen  vier  Involutionen 
gehören  die  beiden  Geraden  Pt^  P^',  /\ ;  P^  P^  als  zugeordne- 
ten Paac  Da  aaa  mwai  Oefada^i,  nottwaadig  eziitirea,  waaa 
eine  oder  zwei  der  Involutioaea,  deaea  sie  angehSren,  gleichlie- 
gcnde  Gebilde  enthält,  und  nur  dann  möglicher  iVeise  nicht,  wenn 
alle  vier  Involutionen  aus  ungleichliegenden  Gebilden  bestehen;  und 
da  lie  ia  twei  KegelsebnitCen ,  welebe  nur  awei  Paakte  aad 
Tangenten  gemein  haben,  in  der  That  nicht  verfcaadea  sind,  aa 
miissen  in  diesem  Falle  alle  jene  vier  Involutionen  aus  ungleicblie» 

{(enden  Gebilden  bestehen,  und  demnach  eine  jede  ihre  Hauptstrah- 
eii  besitzen.  Solche  Kegelschnitte  haben  also  zwei  gemeinschaft- 
Hcbe  Sekaatea,  aad  aae  ftbaliebea  Griadea  awai'deaaelbea  aafe- 
ordnete  gemeinscbaftliebe  Tnngentendnrchscbnitte;  dodi  iit  aatar> 
lieh  die  eine  nnd  der  eine  reell,  die  anderen  ideal. 

Besitsen  die  Kegelschnitte  drei  Punkte  PtfimP^^  und  man 
aleltt  aifik  irgend  einen  innerbalb  den  Dreieeka  pPxP%  lie^caden 
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Vmkt  a  for,  §o  liegt  mid  Wecliselpunkt  a,  estweder  a)  rbeafolb 
ImmtM  teMibM,.  «^tr  Ml  b)  Wauftelb  «Im  aeimr  Wivkäi 
I«  Fall       CffUlt  MB  M  Paar  W«clMnt|niaktttralileB  pa,  fi§^% 

Piüy  PiCi,x  PfCLt  Pt^^t*  jedei  das  coocentrisehe  Ntralileopaar 

Pt  aoMckliefSt;  und  im  Falte  b)  scblieMt  alle- 
■mI  eiBM,  aber  aaeb  oar  eines  der  drei  erstereo  eiaes  der  drei 
lefvierea  aas.  Da  oaa  diese  ebeafalla  WeehselpooktstraUea  aiwi» 
ao  sind  im  Falle  a)  alle  drei  InvolutioneD  der  Wechselpaoktstrahlea 
ans  nngleicbliegpmfen  Gebilden  zusammeogesetzt,  und  en  gielit  aise 
«irei  Paar  angeordneter  gemeinschaftlicher  Sekaoten,  welche  sämait* 
Urb  rdeN  tiad,  Im  PaNa  b)  dagegen  giebt  aa  ans  deaMribaa  Groada 
m  lattal  ein  Paar  angeordneter  gemeinschaftlicher  Sekanten«  aber  nar 
«Ines;  und  da  dieser  Fall  nur  solche  Keg^elschnitle  betreffen  kann, 
welche  keinen  Punkt  gemeih  haben,  so  ist  jede  von  beiden  ideal 
und  gebt  aamit  durch  einen  ausserhalb  beider  Kegelaebnitte  gele- 
gaaca  Paabt  p. 

Ebenso  xeigt  man  mittels  einer  beliebigen  Geraden  a,  die  al^ 
Seiten  des  Dreiecks  ppiP^  ausserhalb  desselben  schneidet,  und  ihres 
Wechselstrahls  welcher  aotbwendig  entweder  alle  3  Seiten  oder 
Mir  aiaa  aaaaaibalb  daa  Draiaaba  aebaaida^  daaa  awai  baliabige  Ka> 
~  gelaebaitta  aatweder  drei  Paar  angeordneter  gemeiatebafkliebar  Tba- 
fiaatendnrchscfanitte,  welche  sXmmtlich  reell  sind,  oder  nur  ein  etn- 
siffaa  hesitsen,  dessen  Punkte  beide  ideal  aind  and  einer  beide  Ka« 
geiscbaitia  darcbaebaeidenden  Geraden  P  aogabltrea. 

f )  Maaa  Frage  betrifft  nnr  noch  den  Fall,  wenn  drei  Punkte 
P*  Ptf  Pi  ^^'^  Gerade  Py  -P«  vorhanden  sind.  Geht  durch 
p  eine  reelle  oder  ideale  gemeinschaftliche  Sekante  und  sind 
pm^pmi  die  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  JS  für  K^K^^ 
ao  ba^a  dia  Geraden  P^yP^^  waleba  abaafalls  su^eordaala  baraM» 
bische  Polaren  für  K  und  A',  sind,  a)  wenn  p  innerhalb  und 
fC,  liegt,  sowohl  zu  8  und  pn  als  zu  8  und  p»^  eine  abwechselnda 
Kage;  h)  wenn  p  ausaerhalb  K  und  liegt,  so  schliessen  /*g, 
J*^  sowonl  8  and  pn  alt  S  aad  pmi  aaa  adar  c^n;  c)  wenn  p  ia- 
aarfaalb  K  and  aaaaarbalb  JT,«  aa  liegen  P, ,  P^  xa  «9  und  pm  ab> 
wechselnd,  zu  8  und  pm^  aus-  oder  eioschlicssend.  In  den  beidea 
Pillen  a)  und  h)  müssen  also  die  Geraden  ,  /*,  die  Geraden  pm 
and  pH^,  und  folglich  nach  die  Funkte  p^^  p^  die  harmoniichen 
Pala  M,  taa  8  aaa-  adar  aiaaebKaaiaB,  iaFalla  a)  dagegea  He- 
lsen P,,  7\  aa  ^|Ni|,  «ad  aaBÜ  aacb  Pt^P*  '*><*i  abweeb* 
aelnd.  Aber  Pi^p%  and  m,  n^  sind  zwei  Paar  Wechselstrahlen- 
pnnkte  von  P\  also  giabt  es  in  den  Fällen  a)  und  h)  allemal,  und 
im  Falle  c)  nie  ein  aar  flakaata  8  zugeordaataa  Paar  gaMaiaaabaft* 
lieber  Tangentendurchschnitte. 

Hoben  nlsu  A'.  A',  vier  Punkte  gemein,  so  besitzen  sie  entwe- 
der  drei  Funr  zugeordnete  gemeinschaftliche  Tangentendurch- 
acbaitte  und  somit  vier  gemeiaschaftliche  Tangenten,  oder  nur  ein 
aalcbea  Paar  atod  fUtlieb  kaiaa  gaaMiaaebaMMbaa  Tbagaataa,  ja- 
■achdem  zwei  der  Funkte  p,  p^  ausserhalb  und  der  dritte  in- 
nerhalb beider  Kegelschnitte,  oder  nur  einer  ausserhalb  beider,  ein 
sweiter  nnr  innerhalb  K  und  ausaerhalb  A'i,  der  dritte  innerhalb 
JTj  and  ansaerbalb  K  liegt. 

Uabaa  sie  dagegen  keinen  Pank!  gemein,  so  besitsen  sie  nur 
swei  gemeinschaftliche  Sekanten,  deren  Durchschnitt  p  ausserhalb 
beider  Kegelschnitte  liegr ,  also  jedesmal  ein  diesen  Sekanten  zu- 
geordnetea  Paar  gemeinschaftlicher  Tangentendurchschnitte,  welcba» 
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 4i0  Ki«dM»itto  mmm  «iM««tr  lUm»  btUe  Meli, 

•litr.  4«r  «um  <Im  mi4«I>9ü^  «uiMUieMt,  b«iflfe  id««!  ■ein  müsseo. 

Audcrsrieit«  cr|ipebt  aicb,  dass  jeden  Paare  gerne! nschaftlicber 
T4iiigeptMMkircb8ch«itt#v  dereo  Verbioduagslioie  P  beide  KegeU 
fchaitte  4ttreliMhici4«t  «4«r  Mie  aMi  OraktekatiABt,  eio  Pmt 
geaiei4»«ehaftUekt  S^kuaten  zug-eordael  iii«d,  d«M  aker  lolche  oicbt 
exifttireo,  wenn  P  den  eioen  aclineidet,  deo  andcro  nicht;  da«s  da- 
her zwei  KcgeläcJiaitle  mit  vier  fremeinscbaftlicben  Tangeotea  ent« 
weder  drei  raar  reelle  geiuetuscbaftlicbe  Sekaot^n  oder  nur  eia 
PiMir  MmIc  kcsilMi,  jaMclidM  svei  dar  GeradM  JP,  /  .  beid« 
KsgB^boitte  dorchsetaeD  uad  die  dritte  keiMA,  »der  nur  eioe  bei- 
den  begegoet,  und  jede  der  beiden  aaderea  nur  eioen;  und  dass 
eadUeb  awai  ^egeiacbailte ,  welcbe  keine  geMeiaacbaftUcbe  Taa- 
feoto  hahiB,  «U«miI  wmipmmM  «ii  Paar  §:%mitiwtiAMUk9  Sek»»» 
tan  beaitKBB»  waJciia  solcbeD  geateiosdiaftiicbeo  Tangenteadurcb- 
schoitten  zugeordnet  lind,  dates  Varbiadangalioia  Nid«  üegtU 
acboitte  scijneidef. 

5.  ^iud  in  eiaar  Kbeoe  twei  KageUcbniU«  l»a« 
liebigar  6ea4»it  «BdLage  gag«b«B«     giaki     in  4i«a«r 


a)  aileaial  ««twexlar  drei 
o4«r     w«irigiteBi  aiDtn 

Paukt,  desaen  Strahlen 
panrweiae  Wechse  I  pun  k  t- 
strabien  bilden,  d.  b.  «olcbe 
6trabienpaare,  derea  jedes 
lavtef  WiavIiaelpaBkU  ant- 

h)  Diaaa  Wecbat Ipuakt- 
•traklaa  kildan  ajas  Iato- 
lution    voo   Strmkla»,  and 

diese  besteht,  wenn  sie  die 
einzige  ist,  alleraal  aus  uo<> 
gleicbliegeodea  Gebilden, 
«ad  weoB  ibrar  drai  vor- 
banden sind,  80  besteht 
entweder  eine  jede  derseU 
baa,  oder  our  eine,  deren 
H  Mtajaaakt  aaaaark«lli  kai. 
,  d«r  KafTilscbnitta  liagC, 
•B8  ialelaa  Gebildaa. 

c)  Dia  Hanytstrablen  einer 
f  olckan  iBvaJutiu  n  oderdie 

Baaptwechsel  pu  nk  tfitra  h- 
len  sind  zwei  (icrude,  von 
denen  eine  jede  lauter 
WackaalpBBktaanthftlt.  Da- 
kar  ist  ein  jeder  |j(aupt- 
wecbselpunktstrahl  eine 
Gerade  vereiaigtar  Paare 
sBgaar4Betar  kat^OBUckar 


a)  alleval  entwadar  drei, 
odar  waBigataaa  «Ib«  6a« 
rada,   deren  Punkte  paar» 

weise  WechKeistrahlen - 
punkte  bilden,  d.  h.  aolcbe 
Puaktenpaare,  deren  jede« 
laatar  Wa«k«aJatrakJ«B  aal» 
hält. 

b)  Diese.Wecfaseistrableo- 
puakta  kildaa  aiaa  lairala« 
tioo  vonPaaktan,  und  dieaa 

besteht,  wenn  sie  die  ein- 
zige ist,  allemal  nus  ua- 
gleichliegendaB  Gebilden, 
und  wenn  ibrar  drei  vor- 
hiioden  sind,  so  besteht 
entweder  eine  jede  dersel- 
ben oder  nur  eine,  deren 
Eicklnagallaia  kaida  Ka« 
galaabnitte  durcbscbaaida^ 
aaa  ««lakaa  Gakildaa*  • 

c)  Dia  Haaatpaokta  aiaar 
solckaa  lavaiation  oder  dia 

Hau  ptwec  Ii  sei  strahlen» 
punkte  sind  zwei  Punkte, 
vun  denen  ein  jeder  lauter 
Waektalatraklan  antk.ält. 
Daher  ist  ein  jeder  llaapt* 
wechselstrablenpunkt  ein 
Mittelpunkt  vereinigter 
Paare  sugeordnater  karmo- 
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jÜ^piscJic  Pole  in  iiezag  anf 
beide     KegeJficbnitte  eu* 

Si«icb  «iad.  EndJick  j«- 
•r  üiiiipipiiQki  M««r  Jd?«* 
latioD  vereinigUr  Psftre 
VBffcordneter  barmoa Ueber 
Pole  ein  beides  Ikege^« 
•eboittea  ffeBeiDiebaftli-: 
th»T  Dvrcli«»liiiittf  puekt, 
und  iosofern  ist  jeder 
Haoptwechs^lpunktitrahl, 
jeoecbdeB  er  eioem  der  Ke- 
gej«cboit|0  J>«fcg«et  oder 
pjcbt,  eine  reelle  oder 
adeaJe  gemeins«haftlicbe 
S^lifiote  derselben« 


d)  Einer  jeden  Inroliiti^ji 
von  WecbselpunktslräJiUB 
igt    eine    Inrolnlioii  ▼4»ji 

Wecbscistra  Ii  len  punkten 
Sligeordoet,  deren  Kich- 
twogglioie  die  baruioiiiscbe 
P«Ure  4«!  H%tf\po9kf9 
der  erftereo  ii  Bezug  #jif 
bei'de  IkegeUchnitte  j#t. 
P^eie  letsl^r«  beAtelit  •«« 

den,  Jie  erster« 

veder  aus  u  n^leichiaegeo - 
des  besteht,  aud  ibr  MitteJ. 
puokt  ionerbalb  od<er  atis- 
•er  halb  b«i4«r  Kt^j^cl- 
scbuitte  liegt;  oder  weaa 
die  erst  er  e  aus  glcirlilie- 
geodeo  besielit,  uad  iitr 
MitUlpiMkl  i^jierh«lb  4ti 
eiBCB  BSd  AVeaerbaib  des 
anderen  Kegelscboittes 
liegt;  in  jedem  aAderen 
F|iUe  dageg«|i  b^stebt  die 
letstere  aug  gJ«i<blif!g«p- 
dfp  lU«biid«o. 

e)  Zu  jeder  Involution 
T4IJI  W««JiielpuBklftrBbl0B 
gaböreo  als  zugeordoeta 
iitrablen  die  beiden  Gera- 
den, walcbf  in  Bezug  ouf 
htUt  K€g«lMlbBilU  avge- 


AWC^er  Polaren,  4.  h.  dcf« 
«BB  SlwmhlBm  paarweist  ib« 

geordnete  barmoDische  J'o« 
lareu  in  Beeog  an/  beide 
Kegelscbaitte  zugleicb 
tiad.  Eadliab  lu  jadar 
UaapUtrabl  einer  lii?ala« 
tion  vereinigter  Pnnre  zu- 
geordneter barmopiaober 
Polaraa  aiaa  baidaa  Kagai- 
scbnitt«B  ga»«iaa«bartlU 
cbeTangente,  und  insofern 
ist  jeder  Uaupt  wectisel- 
strablenpunk  t,  jenacbden 
er  ausserbalb  ada^r  iooar- 
bnlb  eines  der  Kegel8cbDitt# 
liegt,  ein  reeller  oder  idea» 
1er  gaaaeioBcbaf (lieber  Tan« 

gaBUBd«r«ha«bBUt 
aalJK»«. 

d)  Einer  jeden  InwolutiaB 
taa  WeabtaJstrableapniik* 
ten  ist  eine  Involution. vaw 
WecbselpuaktstraliJen  zu» 
geordnet,     deren  IVlittel- 

Sunkt  der  barnopifebe  Pol 
ar  AicbtBBifpaliiiia  dar  ar** 
Itaren  in  Beaii^  aaf  beid^ 
Kegelficbnitte  ist.  Diese 
letztere  bestebjt  aaa  un» 
gleiebU«gBBdeB  GablldaB» 
«BAB-  die  ersfcre  entvredar 
aus  un  gl  cicli  liefren  deo  be* 
stellt,  und  ihre  Kicbtuage- 
liaie  beide  Kegelscbnitta 
durcbachaeidai  -a^ar  Biabt 
durchschneidet,  oder  veno 
die   erstere   aue  gleicliiie- 

ß enden  beatebt,  und  ihre 
IcblaaffBÜBia  dBB  eiaaft 
Kegelschnitt  dareliscb n ei» 
det,  den  anderen  nicht;  in 
jeden  uaderen  Kalle  dage- 
gen baitabt  dia  letatejra 
aus  f|aicbli«gB«d«»  99^ 
biida«. 

a)  Zo  jader  ImpolutioB 
vaa  Wefbta|ftrablaa|iBBk« 

tea   geböroB   als  tngeord* 

oete  Punkte  die  beiden 
Ponkte,  weiche  in  Bezug 
auf    MidB  Eegelaebnitte 
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«rdoete  haraoniiche  Pola- 
rea tiB^,  mm4  «uiserdeH  die 
beiden  li«rM»Bitcben  Pola- 
ren einet  jeden.Hsaptwech- 
«•litrahlenpanktea  der  der 
•rtter«!  tav^urdBete«  Ib- 
▼•Itttion  in  BtSBg  mmi  b«ide 
Kepretflcbaitte»  w«db  er 
cxUtirt. 

6.  Sind  in  einer  Eben«' 
liebiger  GeeuU  and  Lage 
■•Iben: 

■)  weaa  nie  vier  Paniile 
■resaia  baban,  drei  reelle 
Paare  sn^eordneter  ge- 
meittfcbaftliclier  Sekanten, 
and  entweder  drei  reelle 
Paare  Eageordnet er  gaaiaia- 

■  c  Ii  aftlicber  Tangenten- 
durchscbnitte,  oder  nur  ein 
•  olcbeg  und  iwar  ideales 
Paar,  welebea  deaijeaigen 
der  drei  ereCaraa  tngeord- 
net  iit,  dessen  gegenseitj. 

fer  Darcbscbnitt  ausser- 
aib  beider  Kafteliebaitte 
lla'gt;  b)  waaa  sie  blpsi 
zwei  Punkte  gemein  haben, 

■  o  besitzen  sie  allemal  nur 
ein  einsiges  Paar  gemein- 
■abaftiiebar  SekaBtea,  wo« 
▼  on  die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist,  und  nur  ein 
einsiges  und  swar  ein  dem 


zugeordnete  harMoniacbe 
Pole  sind,  nnd  aaiserdea 
die  beiden  barnioniscben 
Pole  eines  jeden  Hanpt- 
wecbaelpunktstrables  der 
dar'ernterea  sapr^^r^aataa 
Involution  in  Besag  aaf 
beide  Kegelaebaitta,  waaa 
er  existirt 

awai  Kegeliebnitte  vaa  ba« 
gagabaa,  aa  baeitaaa  die* 


a)  waaa  lia  vier  Taagaa» 
ten  gemaia  babaa,  drei  ra» 
eile  Paare  sugeordneter 
gemeinsebaftlicber  Tan- 
gentendnrebscbnitke,  and 
aatweder  drei  raalla  Paare 
zugeordDetergemeinscbaft- 
licher  Sekanten,  oder  nur 
ein  soicbes  und  swar  idea* 
larPaar,  welebes  derajeni* 
gea  der  drei  ersta'raa  sa« 
geordnet  ist,  dessen  Ver- 
bindungslinie beide  Kegel- 
tcbaitta  darebicbaeidat;  b) 
weaa  aia  bloss  zwei  Taa* 
genten  gemein  haben,  so 
besitzen  sie  allema^  nur  ein 
einsigesPaargemeinscbaft- 
lieber,  Taageatae^areb* 
schnitte,  wevon  der  eine 
reell,  der  andere  ideal  ist, 
und  nur  ein  einsigea  bb4 


Bgeord 
geBieinsebartlicher  Taa- 

gentendurchschn  itte,  wo- 
von der  eine  reell,  der  an- 
dere  ideal  ist;  c)  wenn  sie 
kaiaaa  P.aakt  gemaia  ba- 
beo,  so  besitaea  sie  nur  ein 
einsiges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinsebaftlicber 
Sekaatea,  aad  aatweder 
drei  reelle  Paare  gCBiain- 
schaftlicber  Tangenten- 
durchschnitte oder  nur  ein 
■  olcbea  und  swar  ideales 
Paar,  w^lebaa  dam  ersterea 
sageordnet  ist,  und  dessen 
Verbindungslinie  beide  Ke- 
gelscbaitte  durcbschneidet, 


geordnetes    Paar  gaa^ia* 

schaftlicher  Sekanten,  wo- 
von die  eine  reell,  die  an- 
dere ideal  ist;  c)  wenn  sie 
kaiaa  Taagaata  gamain  ba- 
baa, so  besitsea  aia  aareia 
einziges  und  zwar  ideales 
Paar  gemeinsebaftlicber 
TaBgaateadurebaebaltta, 
und  aatweder  drei  reella 
Paare  ^  gemeinschaftlicher 
Sekanten,  oder  nur  ein  sol- 
ches und  swar  ideales  Paar, 
walcbee  dem  eriteraa  aa* 
geordnet  ist,  und  dataaa 
gegenseitiger  Durch  schnitt 
auaaerbalb    beider  Kegel- 
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jeDaehden  die  Kegel-  scbDitte  liegl,  jenschdeni 
scboitte  völlig  «usterein-  die  KegelseliDiUe  lich 
•B4«r  «der  in^iaaBder  lit-  dsfckdringeo  oder  aMli 

• 

'  Hit  Hitfe  der  gegebeoen  SilM  wird  mn  wuk  leicht  4ie  Aaf* 
liSttOg  folgender  Aufgabe  finden. 

7.  Mittels  des  Lineals  und  eines  festen  Kreises  die 
geneinschaftlichen  Sekanten  nnd  Tangenteodurcb- 
•cimitte  zweier  Kegelschnitte,  roo  desad  ein  jeder 
darch  fünf  Punkte  oder  fünf  Tangenten  beli«lil|f  im 
«.iaer  fibeae  gegeben  iat,  an  finden«  wenn 

a)  irgend  eine  der  Gera- 
den /*,  P,,  b)  wenn  ir- 
gend ein  Panitt  aiaar  die- 
ser Geraden;  c)  wean  ir- 
gend ein  Strahl  eines  reel- 
len oder  idealen  genein- 
schaftlicben  Tangenten- 
dorebeebnittee,  der  abar 
keine  geneinschaftliebe 
Tangente  aeia  darf,  ba- 
,  kennt  ist 

« 

Csgekehrt  darf  man  behaupten,  daas  jede  Gerade,  deren  sämnt* 
liaba  Faakta  paarwalia  Waebaalpwüfila  in  iSeaag  nnf  swei  Kegel- 
aebaitte  bilden,  eine  reelle  oder  idaida  gemeiaaelMMicbe  Sekante 
^arselbeo,  und  dass  jeder  Punkt,  dessen  Strahlen  paarweise  Wech- 
lelatrahlen  bilden,  ein  reeller  oder  idealer  gemeinschaftlicher  Tan- 
geatendorcbschnitt  derselben  sei.  Denn  jene  Gerade  schneidel. 
awai  xngeordaata  gaawiBecbafflieba  Sekanten  van  JT,  JST^  eatwadar 
1a  Pankte  nnd  dann  fällt  sie,  ida  Vareioignng  sweier  Wechsel- 
pnnktstrablen,  nolhwendi^  mit  einer  von  beiden  xusammea,  oder 
nie  achneidet  jede  in  swei  besondero  Punkten,  nnd  dann  ist  jeder 
4ieaar  Ptokta  eia  geMaaebaMicbar  Oarabaebaitt  dar  Regeliebaitta, 
also  S'  eiae  gemeinscbafitlicbe  Sekaala;  edar  fiele  einer  dataalba« 
aicbt  aiit  seinem  Wechselpnakte  xosammen,  so  würde  letzterer  so- 
wabl  auf  1$*  als  auf  einer  gemeinschaftlichen  Sekante  liegen ,  also 
wiedema  JS'  mit  einer  gemeinscbaftlicben  Sekante  zusammenfallen» 


Baaaadere  Filte. 

Siad  je  swei  zugeordnete  DarebaeMer  eiaea  KegelMbaittaa 
deaea  eiaea  aadcrea  parallel,  was  offenbar  der  Fall  iet,  wenn  ea 
von  swei  Paaren  allein  gilt  (4.  1.  e),  so  ist  die  anendlich  •  ent- 
fernte Gerade  ihrer  Ebene  eine  Gerade  vereinigter  Paare  sngeoni- 
aeter  haraonischer  Pole,  also  eine  geaeinschaftlicbe  Sekante 
der  Kegelschnitte,  und  umgekehrt  Sind  aber  \  B^B^  zwei 

Paar  zugeordnete  Durcbmesserlrine^en  des  einen,  nnd  ar,  «, ;  by 
die  Lftagaa  dar  ihnen  paraUelea  üurcbaeaaer  dea  aaderea,  aa  ia^ 


a)irgfend  einer  der  Punkte 
PxfvPxS  h)  wenn  irgend  ein 
Slrabl  eiaea  ^leaer  Paakte; 
c)  wen«  irgettd  ein  Punkt 
einer  reellen  oder  idealen 

feaeinschaftlichen  Se- 
nnte,  der  aber  kein  Durch- 
aebaittapvakt   beider  Ke- 

feiscbnitte  aela  darf,  be- 
aaat  iet 


I 

krtft  f .  4.  •)  ^  j  ^^  =  a  :  «,  und  B  i  B ^  =:  d  :  if,,  also  airclk 
jt ,      :  a ,  \  iff .       :  ^ .     3=      :  ^%  asd  oarh  f.  4. 

Hl.  iü  jt,At  t  S.Sf  &sr#.tf,  j  ttti^  Atmtsis Biif:as€ie 

■.  0.  w.,  d.  b.  die  Kegelscbaitte  kbd  iholich'e  aod  iknlich-Kt* 
gende  Figuren;  und  umgekehrt. 

8.  Je  xwei  äkn  1  ich  e  '  ud  d  ähnlich  -  I  iegende  £1 1  ipseo 
oder  Bjperbeln  haben  besiehlicb  eine  unendlich  •  eoC> 
fernte  ideale  oder  reelle  Sekante  gemein. 

0.  Zwoi  in  eiuer  Ebene  beliebig  liegende  Kreiae  bt- 
bea  eine  unendlich-entfernte  ideale  Sekante  gemein. 

Sind  die  Achsen  zweier  Parabeln  i^arallel,  so  babea  sie  nicht 
irar  dCe  aBeBdlieb  *ent(bmle  TMgente,  «oDdern  aacb  dere»  fferfib* 
niBgspuukt  gemein;  da  nun  die  bamaBitche  Fofare  jedes  Punk- 
tes einer  Tangente  durch  dea  BerShrUBgBpiiakt  geht,  ao  Iblgt  aacb 
iar  diese  Art  Kegeiaehoitle : 

10«  Zwdi  iff  einer  Ebeve  beliebig,  abei  mit  paraUe- 
Ion  Aabaan  liegaaila  IParabalo  haben  eloe  aaeBdlieli« 
•  atferate  Sekante  gemein«  welake  Mgloicb  deraa  ge« 
aiai  nscb  aft  I  iche  Tangreote  ist. 

Die  xugeordocten  barmuaischeji  Polarea  eiae»  BreaMOakiea 
aia4  a»  aiaairier  laabtwinfclig,  alao  biWet  jedea  Paar  damlbaa  i» 
awd  Kegt^lHchflittaBy  ivalaba  aban  Btmnpmkl  gaawb»  bähiü^  swaa 
Waehselsirahlen : 

11,  Fällt  ein  Breaapaakt  eines  Kegelschnittes  mit 
dem  ainaa  aodarB  siaaoiMtBy  ao  iat  ar  aia  Idealer  go- 
■ainaohaftlicbar  TaagaBtao-dBrcbaebBUt  daraalban. 


Ra  MSga  |etKt  oHm  bcHcMga  CMfa^i  A  sUmiI  baNabij^  Kiagat'* 
aabnitte  9,  9  tn  «len  Panktenpn.ircn  <r,  a,  ;  K  t*,  aird  cwei  irogermf- 
nefe  geinein!»rliafilirhe  Sekanten  *V,  *V,  derselben  in  den'  Punkte» 
d,  <|  scKeeiden;  ao  giebt  eSi  wenn  a,  C,  and  b,  b,  nicht  etwa  ab- 
Waebtelod  Iregoa,  almal  twcl  Paahte  g,  |,  d(a  «vnwbl  arif  a,  a, 
als  mit  6|  harmawiacb  sind.  Solche  zwei  Ponkti*  g,  ^  siad  vber 
Wefbsefpenklc  für  S3 ,  also  die  Ntrablen,  trelcbp  sie  mft  de« 
Darchscbuitte  p  van  iSf,  ferbindeif,  Wecbselpunktstrabkn;  wor- 
aus folgt,  dass  ^,  ^  auch  mit  d|  barmaniscb,  t'oIgKch  die  Ptoak« 
•Mipaore  a,  i, ;  b,  b, ;  d  i,  emo  hifotat^  vaap  secla  Ptaiktelr  lü- 
den. Itahea  9.  9  keinen  Pernkt  i*emeia,  s«  sdrlieMen  die  Kakte 
a,  ti ;  b,  I,  eiDaiider  ein  otter  srra,  and  da»  nämliche  grft  von  den 
Taogentea,  wekbe  foa  eioem  beliebigea  Punkte  gesogen  werdea. 


Denn  nacb  der  dortigw  Btfiefdartuig  fiC 

„    Äi      Übt  Eil  A^J*  ^/m  jy/g^,  Vm 

aha  fvaitf  «,  nr,  die  Winkel  sbi^  Welche  At,  Bi  mit  der  Achse  Jte  bfldea: 

A^niB*^aA«^^\'"  :  -^^^^^  aDaiaai..'aeao,&akim>eoaaimalB^a'iiHa» 

(afld  Aensn  ist  rechts  cng^.flr:tDg^.(i|  arJfa, :  Jfo).  NacbrderJlflti^anBl- 
atkbniBg  dtoa  n«  id«:^t :afei.tRmM»:«V 
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Pt9  FaH,  itasa  Xeie  Fnnkte  oitr  Tli»geuren  aWrcclMelbl  ttegmi, 
kann  nU»  nur  rfaßn  eiAtrete»,  «reM  "fl,  wkr  #iter  nw  iträl 
FMkte  geaeio  habe». 

•rhaftüth«  ftiAl»!  Airck  Ü  mi  eine  beliebfi^e  Gerade  gelegt,  wel- 
che  91.  !9  tarn  andernmal  to  Jf^,B,  tiehm:Wtt,  tind  4mch  die 
Utrablen  c,,      . . .     welcb«  §1  ra      b.      b  . . . .  und  10  io 

tt,,  b,,c.,b,....  BclHMi^e»;  endifcb  gelea  vcmb  //,  nach  a,b,c,^.... 
4ie  Strablea  ^»t  c«,  il, iia4  nm  JTg  oaab  «1,^,,  C|,t,.... 
^  Stvakk»  «t,  ....  $  4i«Mr  vofMMMlMt,  lo  iifr 


Aber  derjcoi§re  fitrabl       rm      ,  wetebar  aril  #iB,  snaatti 

fiillt,  aebneHlee  %  und  !B  in  zwet  Puabieo  r,  e,,  wek-b«  sieb  hl  A 
Teteinige«;  also  fallen  uurh  die  Strahlen  <>,.  «*,  mit  H^lt^  zuiaMM 
n.  Die  Sirablbiiscbel  ,  Z/,  «ind  aUo  |]«r8{>ekliviiicii,  d.  b.  ja 
i  StMblaa  ^,  ....  aalaaMa»  akb  aaf  claap  Cam» 

Ist  nuD  A  eine  befiebipre  f^erade,  ireleb«  %  m  B,^  a  oad  1^, 
in  b*,  i^*^,»  fieroer  BB^  oder     io  d  und  i?,a,  in      scbneidet)  so 
MMbn  dfa  ilrai  Ptanteteiipaare  fT,,  a;  4,,  ah  Davtb« 

aaftifitte  voo  mit  9  und  <tei»  Geganeeiien  4M  dta»Öawg«scbriai4 
Icnaa  Vkraob»  Mß^üiM^^  aiaa  naalaiiaa  Ya»  aaahp  taäleo'Jk 


Ist  nitniitb-  ein  bdifbiger  l^jnkt  in  der  Eben«  aia«  Kegdscbnittaa 
Ky  und  sind  {BSy  and  /T,  swti  beliebige  Panktc  -von  K;  sind  femet 

S**!*     ßt\t*Yt  \  ^*  d^i  *•>•  die  Durr-hscbBitte  non  IT  mit  beliebig*» 
•radea.  neloM  voa      anheben,  und  bibea  dieae  Punkte  mit  (M*) 

die  Stranlenpaare  «s,  o"»^,  r';  ^,  tt          und  insbesonders  die 

Punkte  fi%»  yit  ^  init  ifi  die  Strablea  m^,  ^i,  C|,  ge- 
aieb,  so  Bat  man  nach  9*     ^  und  Eml.  11. 

Wird  nun  eine  beliebige,  dureb        gebende  Gerade  (AA^)  Ton  «, 

«,  <f  ;  e,»  itf,  . . . .  beiiahlicb  io  a>  I»  C,  b  •»••^  <h>  ^a» 

bf...  gtscboiaan,  so  bat  man 

^  6b     b..*0«  ^•••••>> 

Aber  auf  A  entsirricbt  dem  Punkte  f,  welcher  mit  B  einerM  ist,  e(i» 
Paakt  f,  anf        welrber  der  Linie  BB^  angehört,  und  dem  Punkte 
auf  Af  wetcbcr  nik  U  tasammeiUtegc.,  emaiitidii  aui  A^  ein  min  f 
aaMamoaliegaatf«  IMit  9»i ;  abe  iti 

^(a,b|C,b....  au6iiCi»^i ••••)=  <<ä'i(«i>^»iC»^««'»»  Ät^^^**»»^ 

wormis  obiffer  Satz  »ch  sofort  ergieht.  Aber  nnch  mehr.  Siebt  man 
a.  B.  den  Punks  a.  als  der  ^  sugeböriff  an,  tirbc  B^x  «der  wel- 
obar  8«mU  M-'m^  aefaaaMa^  aofcet  &  teada  Jl,a»,  wai^  JT  wie. 
darina«.  MbMMN^  andMik  iaa  SmM  Ai^i  ate  ai%»  aa  ai*i 
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Aker  der  Punkt  4,  gehört  Mch  der  Geraden  S.  an,  welche  durch 
Drehung  der.  Geraden  B^ü  nnd  i^attt  die  Pnnkle  B^^  B^  er- 
sengt  wird;  und  oflTeDbar  lassen  siea  iaiMT  darch  swei  Gaöito 
A  so  legen,  dass  die  Punkte  a  und  d,  sich  ein-  oder  ans* 
scliliedsen,  uud  zugleich  die  Punkte  b",  b'',  existirea  —  es  braucht 
aur  i&,  innerhalb  9  xu  liegen  —  also  würden  für  diese  swei  Ge- 
ladaa  A  die  Paskta      sawahl  auf  S^^  als  aaf  dar  sagaardaal— 

Semeinschaftlichen  Sekante  von  BB^  -  liegaa  Mlsssa»  aad  dsMBarh 
ieae  letztere  mit  <S>,  identisch  sein. 

Ebenso  behandelt  man  andrerseits  den  Fall^  wenn  Sl,  9  vier 
ader  swei  Tangenten  geaieia  hsben;  and  was  deajeaiges  betri^ 
weaa  H«  8  vier  Pankle,  aber  keine  Tacgeote  gesNia  haben,  so 
überzeugt  mau  sich  leicht,  dass  die  swei  TaDgenteopaare ,  welche 
Ten  einem  beliebigeo  Punkte  an  solche  zwei  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  sich  ein*  oder  ausscbliessen  nttsseo.  Denn  denkt  man  sich 
daa  Palar*Kagalsekaitt  8.  ?aa  8  ia  Besag  aaf  9,  sa  ktasca  % 
'and  S3,  keinen  Pnnkt  gemein  babea,  weil  n  aad  8  keioe  g^mmm* 
scbaftliche  Tangente  besitzen,-  heissen  nun  jene  swei  Tangeoten- 
paare  «,  m,\  ^,  und  sind  a,  a,  ^  6,  derea  harmoniscbe  Pole 
für  9,  sa  liegea  diese  ia  aiaar  Garadea,  aad  swsr  a,  a.  auf  fi, 
h,  b|  auf"S9, ;  folglich  schliessen  sich  difsa  Punktenpaare  ein  odmt 
aas,  and  demnach  gilt  dasselbe  auch  von  «r,  a, ;  weil  die  har> 

mbnischen  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  für  Sl  eiaea  ait 
ser  Geraden  projekiivischen  2!»trahlbüschel  bilden. 


IS.  Die  drei  Pnnkten- 
paare,  in  welchen  swei  Re- 
aelschaitte  von  beliebi||;er 
Gestalt  aad  Lsge  aad  swei 
sageordnete  gemeinschaft- 
lich« Sekanten  derselben 
▼  on  einer  beliebigen  Gera- 
den geschnitten  werden, 
bildaa  aiaa  lavalatiaa  vaa 
aaaks  Paaktaa. 


12.  Die  drei  Straklam- 
paare,  welche  von  einen» 
beliebigen  Punkte  an  swei 
Kegalsckailta  vaa  ballabi- 
ger  Gastalt  aad  Laga»  ala 
Tangeatea,  und  nach  zwei 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Taagentendurch* 
sehaittaa  d^salbea  gaaa* 

Pen    werden,    bilden  eine 
nvolatiaa  tob  sechs  Strak- 
lea. 


Ick  flbargela  dia  Caiallara  dicsas  Satsat. 


13.  Haben  zwei  Kegel- 
schnitte zwei  Punkte  ge- 
nein,  nnd  man  legt  darcb 
jeden  dieser  Punste  eine 
beliebige  Gerade,  so  schnei- 
den sich  die  durch  diese 
Bwal  Garadaa  baatiasitaa 
Gakaaa  dar  Kagalsabaitta 


13.  Haben  swei  Kegel- 
schnitte iwei  Tangenten 
geniaia,  und  man  sient  rap 
einem  beliebigen  Punkte 
einer  jeden  an  jeden  Kegel- 
schnitt einenene  Tanaente, 
sa  liagaa  dia  gegeasaitigaa 
Dafabsabaitta    Ja  awaiar 


durch  den  Punkt  a  ^eben.  Die  Punkte  a,  ß,  a*,  a*t,  Bi,  «,  bilden 
ein  dem  K  eingeschriebenes  Sechseck  aBtt*a*^B^tt^,  desaaa  Hsnpt 
sich  paarweise  in  drei  Punkten  iP,,  a, 
nad  etabar  Ist  disMs  Secbisck  beUeUi. 
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auf  einer  gemeioacbaf  tl  i. 
chep  Sekaote  «lerielben, 
welche  der  durch  jene 
Punkte  gehaiden  Bng«or4- 
m%t  ist.  ' 


TaogenteD  deaselbeo  Re/> 
gelscbDitti  mit  eineia  ge» 
ineinscliaftlicbeu  Tangen- 
te d  d  u  rcbacb  ni  tte  derselben, 
welcher  dem  der  beiden  e  r- 
sten  Tangenten  zugeordnet 
ist»  in- gerader  Linie« 


f.«. 

CenitruGtion  und  Eigenseheften  eiiiea  Syateai  foe 

beliebig  vielen  K egel Rcbn itten  ,  welcbe  zwei  zngeord» 
nete  Sekanten  oder  Tangentendurchschnitte  gemein 
haben.  ,  System  der  zugebörigeo  Wecbselpunkt»  oder 
Weebselstrahlen- Kegelseh nitte.  DrerWeehseUSjsleeie* 
iron  Kegelschnitten  mit  zwei  sageordneten  gemeio- 
sehaftlicbaji  Seki(Bteii  oder  TangenteBdoreliscbniUeii. 


1.  Sind  in  einer  Ebene  ein 
Kegelschnitt,  swei  Gerade 

and  ein  Punkt  beliebig  ge- 
geben, einen  zweiten  kc- 
geiscbnitt  zu  finden,  wel- 
cher mit  den  ersteren  die 
heiden  Geraden  als  (reelle 
oder  ideale)  Sekanten  geroein 
habe  und  durch  den  gege- 
benen Punkt  gebe. 


1.  Sind  in  einer  Ebene  eia 
Kegelschnitt,  zwei  Punkte 
und  eine  Gerade  beliebig 
gegeben,  einen  zweiten  Ke< 
gelschnitt  zu  finden,  wel- 
cher mit' dem  ersteren  die 
beiden  Punkte  nie  ( reelle 
oder  <  ideale)  Tnngenten- 
durch schnitte  gemein  habe 
und  die  gegebene  Gerade 
I  berühre. 


Krste  Auflösung  (links).    Es  sei  S  der  gegebene  Kegel* 
bcbniit,  Ä\  S^  die  gegebeneu  Geraden,  a  d^r  gegebene  Punkt  des 
seaachteB  Kegelscbnittca  0.  Haa-  verbinde  dea  Darebschnitt  p  vou 
iSf,  mit  a  durch  eine  Gerade  0,  suche  die  harmoBieclie  Polare 
7*  von  //  für  35,  welcbe  die  a  in  p'  schneide,  und  zu  a  den 

vierten  harmonischen,  dem  a  zug.  Punkt  a, ;  suche  zu  S,  iV, ,  a  den 
.  viertes  barmoniscben,  dem  a  zugeordneten  Strahl  a\  und  noch  die 
harBoaisehea  Polarea  voa  a,  a,  f&r  9,  «reiche  a  in  a,  a,  schnei» 
den.  Jetzt  verbinde  man  die  Punkte  a  und  a,  a,  und  a,  durch  die 
Geraden  A^,  lege  durch  a  eine  beliebige  Gerade,  welche  ^  in 
b,  h,  und  S^S^  in  <J,  0,  schneide,  suche  einen  Punkt  a, ,  welcher 
aiit  a  aad  b,  0,;  4,  eine  Invelntioa  voa  sechs  Pookrea  bildet, 
■ad  Sache  einen  Kegelschnitt,  welcher  darch  die  Punkte  a,  a^,  <l* 
gehe  und  dio  GerBoe'tt  berühre;  se  ist  diesB  der  verlaogle 

fcegelacbnitt 

•Beweis.  Da  als  Tangente  in  a,  die  harmonische  Polare 
v«B  a  für  91  ist,-  aad  von  der  banaeaischea  Pdare  desselbea  Paak- 

teü  für  ^  in  cc  geschnitten  wird,  so  sind  ä,  und  aus  demselbctt 
Grunde  a,,  «,  Wechsel|»unkte  für  2i,  33,  und  dn  // .  //  harmonisch 
mit  a,  ai,  p'  auf  der  hurm.  Polare  von  p  für  ^  liegt,  so  sind 
p^p*  ebeafidto  Wecbselppakte  Är  9C,  9.  Ks  liegen  also  drei  Paar 
Wetohselpnnkte  a,  a;  0|,  a, ;  p^p*  auf  denselben  zwei  Geraden  «r,  a'-^ 
demnach  siad     •  awei  Weciwelpaaktstralilea  für  %  jO,  aad  p  ist 
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«ip  PaDkt,  dessen  harMMkehe  PoUren  für  $1,  »ich  f  ereinige».  Die 
Gnpftd«  aa,,  da  bm  Miekig  ist,  koutt  jadealblli  m  gtwttit  imt- 
4en,  -dass  die  PuaktcopMiff«  I,      wid     I,  «iaander  und  folfltdi 

auch  a,  a,  ein-  oder  autscklieaseD*,  also  giebt  e's  auf  ihr  zwei 
Punkte  0,  ^,  welche  sowohl  mit  a,  a,  aU  mit  b,  i>|  (und  4t)  kar» 
■oBiscb,  als«  Weohseliiuokte  für  3t,  sind.  Sonit  lind  aueb  die 
Strahlea  ü,  weloke  p  mit  (  verbinden,  WecliselpunkUtrahlen, 
und  da  nun  Si  sowohl  mit  /i,  a  als  mit  ff^/t  karmouisch  sind^ 
so  sind  sie  zwei  zugeordnete  gemeinscbafilicbe  Sekauteo  vun  S3. 

Zweite  Auflösung  (links).  Man.  lege  durch  deo  gegebenen 
Fonkt  a  beliebig  viele  Straklea  ar,,  .^.j  oad  saciie  auf  je- 

drm  deratlbeD,  «.  B.  auf  ajaaa  Paukt  weichet  aiit  a  und  den 
Puokten|»aBreB  b,  b,;  6,,  wo  a,  den  g«geben«n  Kegelschnitt  9 
lind  die  Geraden  JS,  acbneidet,  eine  Involution  von  sechs  Punk- 
tea  bildet;  so  gehören  alle  diese  Punkte  tti  a.  s.  €.  da«  verlaagtaa 
Ktffelaekaitte  $1  aa. 

Beweis.  Du  diircii  die  erste  Auflösung  bewiesen,  dass  der 
Kegelscboitt  %  existirt,  su  sind,  wenn  31  den  Strab)  /7,  zum  zwei« 
tenmal  in  ür,  schneidet,  sowohl  ü,a,,i  b,  b|;  iS,  d|  als  auch  a,  ttj; 
%t  Iii  4i  di  Wk  lavalaiioa,  alsa  aut«,  ideBtinok  a^  m  Za» 
jglaich  aiahjt  aMSf  da^  Mur  ala  alaaigar  Kagabakaitt  %  asialiit. 


2»  Wirdain  ebeoerStrahl- 
kisehel  TO«  einem  kaiiaki- 
gea  K  egelaakaitia  «ad  va» 

zwei  festen  Geraden  ge- 
Bclinitten,  so  gehören  alle  |  Tangen  teii 
Punkte,  welche  uiit  dem  gegebenen 
Mittelpaakta  daa  Strahlka-  ^ 
8  oll  eis,  als  tu  geordnetem 
Punkte,  und  mit  den  jedes* 
maligcn  zwei  Punktenpaa- 
tfea  daa  Kegelschnittes  and 
der  faatan  Geraden  Involu- 
tionen von  sechs  Punkten 
bilden,  dem  II  m  f  »  n  g  o  eines 
»weiten  Ke^gelschnittes  an, 
welcher  mit  eraiaram  die 
keiden  festen  Geraden  als 
reelle  oder  ideale  Sekanten 
.gemein  hat  und  durch  den 
Hittelpaakl  dea  ».traklbii- 
iakala  gakt. 

Aas  §•  5.  12^  folgt  aan  ohne  Weiterat: 


Z,  Alle  Geraden,  weicka 
aiit  aiaar  kcliekig  gegeba- 
aaa  CSaraden,  als  sngeord- 
netem  Strable,  mit  zwei 
eines  beliebig 
Kegelschnittes 
bb9  mit  awai  aaek^awai  fa«' 
sten  Punkten  geheadaa  Ga*' 
raden  Involutionen  voa 
se«bs  Strahlen  hildea,  am- 
hdllaa  eiaea  awaifaa  Ka» 
galaek»ilt,  waickar  mit  ar- 
stcrem  die  zwei  festen 
Punkte  als  reelle  oder 
ideale  Tangeatend  urch- 
•akailla  gamain  hmt  mmi  dea 
gagakeM  Clarada  k«f#kfft» 


.  8.  Bat  ai»a  Sakaar  Toa 
Kagalackaittea  mit  einem 
und  demselben  Kegel- 
tckaltta  dieselben  zwei  zu- 
«tardaaten  reellen  oder 
Tdealen  Sekanten  gemein, 
so  bilden  sämmtliclie  Punk- 
ten ^ajutfi»    ia  den-en  dJaaa 


t,  Bai  aiaa  Saka«v 

Kegelschnitten  mit  ara« 
uod  demselben  Kegel- 
schnitte dieselben  z-wei  su* 
p^eardnelen  reellen  adav 
idealaa  Taa  gamlaadorek* 
schnitte  gematn,  so  bilden 
itiiiake       Tange  ntaa«^ 
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'S «geliebnitte  nnd  Sekan- 
ten eine  beUebige  Gerade 
acbneiden,  eine  InTolalioii 
'wmn  Pairkten,  deren  flaap't» 
pankte  alleinal  sweicn  die 
Cierade  berühreoden  Kegel- 
acbnitten  angeböreni  nnd 
4ea«hnlfc  kat  jeder  Kegel- 
achnilt  dieser  Schaar  mit 
jeden  jene  swel  Sekeateo 
genein. 


panre,  welche  voa  einem 
beliebigen  Punkte  an  die- 
■elben,  nelkft  den  Geraden, 
welche  naeb  den  geveie- 
Bchaftlichen  Tnngenten« 
darcbicboitten  gehen,  eine 
Involution  von  Strahlen, 
deren  Heiptttrelilen  alle« 
mal  zwei  durch  jenen  Punkt 
flehende  K eg'elschnitte  be- 
rübreuj  und  desvhalb  bat 
jeder  Kegele^liBitt  dieser 
Schaar  mit  Jeden  jene  iwei 

Tangenteadiirekaelittitte 
ganeio« 

liek  eekr  lifekts 

4.  Die  harnoniscben  Pole 
einer  beliebigen  Geraden 
im  Be»«g  aiiK  eise  Sebaar 
von  Segeleebnitten,  wei- 
che mit  einander  dieselben 
zwei  zugei»rd  rieten  Tan- 
geateBdurchachni tte  ge* 
e^eln  kabee,  liegen  eile  mmt 
einer  und  derselbeii  Oere- 
den; und  daher  liegen  die 
Mittelpunkte  aller  dieser 
^  KegelsebBitte  im  einer  «od 
leBfee,ier€lieiDerle'lPeBkt.j  derselben  geraden  Linie. 

Ist  in  der  Ebene  der  (links)  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
Sl,  ^  •  •  •  •  und  IC  eine  Gerade  ^  beliebig  gegeben,  so  giebt 

es  nileaMd  nnsäkltge  nnter  Iknen,  weteke  diese  Oerede  le  ftnMen- 

pnnren  a,     ;  b,  o, ;  c,  c, ;  b,  b,  schneiden;  denn  jeder  Punkt 

von  j4  bestimmt  einen  solchen.  Es  werde  nun  1)  ebenfalls  von 
Jl  in  svrei  Punkten  f,  f,  geschnitten  (oder  in  einen  Punkte  he- 
rikrt);  ien  einen  keliebigen  Pnnkle  ^  des  JT  gekea  neck  «,  ai ; 
^  k|  . . . .  {«  f|  die  Stmkleapaare  a,  a, ;  ^,  ^,  . . . .  /r,  ^, ,  welche  JT 

sum  zweitenmal  in  a,  a, ;  ^,   f,  f,  schneiden;  so  bilden  diese 

Strahlenpaare  eine  Involution  vod  Strahlen;  folglich  gehen  säromt' 
liebe  Sehnen  aa^y  ßß^  ....  und  j4  durch  einerlei  Punkt  q  (§.3.4.). 
Hind^  nnn  lene  Punlttenpeere  nngleichliegend,  so  sekneidet  die  kar- 
■oaische  Polare  von  ^  fBr  A"  diesen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
t,  und  die  Strahlen  e,  /  dos  vStrahfbüschels  ü,  welche  nach 
•  geben,  sind  swei  Strahlen  0,  «1 ;  ^,  ^, also  auch  die 

PMlcte  e ,  f ,  wo  oieselkeB  der  A  bege^^nen ,  mit  je  awei  Punkten 
0.  a,  ;  b,  b,  . . . .  harmonisch,  d.  k.  f,  f  sind  zwei  Wechselpnokte  auf 
A  für  sammlliche  Kegelschnitte.    Wird  aber  2)  A  von  A  weder 

fescbnitten  noch  berührt,  so  sind  die  zugeordneten  liarmonischen 
die  von  A  für  notbwendig  p^leichliegcnd,  folglich  bat  die  In- 
filniien  dieser  Pole  nit  derjenigen  für  irgend  eineiL  andern  der 
Kegelieknlltn  8, 9»     D  v . . .  nHeael  nwel  sngeerdneto  Pinkte  e,  f 


Ans  diesen  Satne 


4.  Die  harnoniscben  Po- 
laren eines  beliebigen 
l^nnktet  In  Besng  nnf  eine 
Schaar  von  Kegelicknittea, 
welche  mit  einander  diesel- 
ben zwei  zugeordneten  Se- 
kanten gemein  haben, 
•ekneiden  elek  eile  In  ei- 
nen und  denselben  Pnnkte, 
und  daher  gehen  auch  alle 
Dorcbnetser  derselben,  de- 
angeordnete  parallel 
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.gemeio       3.  5.),  ud4  üie&e  sind  dann  swei  der  Gerftdeo  A 
hörige  WeehMlpoDkte  für  sjMimtlicbe  Kegelieboitte.  Deaipaeb  M\mi 
•och  jetzt  die  Strehlen  e,/,  welche      mit  e,  f  vetbindeu,  mit  je 
zwei  Stralilen  «r,  «r,  ;      ^,  .  .  .  .  Iinrnn»nisch ,  und  solort  »lie  (ieradc 
i<p  die  harmuDisclie  l'olare  eines  Puukieü  ^,  iu  weichem  sich  aucb 

.jetzt  die  Sebneo  cca, ,  ßß  icLoeid«o  oiüsseo.    Weil  aber  die 

Pookte  f  zwei  zugeorduete  bermoniecbe  Pole  von  A  Vkr  K  tkmA, 
so  ergiebt  sieb  durch  UmkeliiUDg  des  Satzes  (§•  4.  2.),  dtawi  ^  «Is 
harinuuisc  lier  Pol  von  t<p  auf  A  Iief;oiK  inuss. 

5.  Uut  eiue  j!»cbaar  voo  k egeUcbuitte o  dieselbee 
•swei  sogeordtfeteo.  reellen 'öder  ideele'n 

TuDj^euteDdurchscbnitfe 
gemein,  und  man  zieht  von 


Sekanten  gemein,  und  wer- 
den alle  oner  einTheil  der- 
selben von  einer  Geraden 
ge schoitten,  und  man  zieht 
voneinembeliebigen  Punkte 
einei  der  Kegel  ■e.hn  Ute 
Strabtenpaare  nach  je  swei 
D u  r  r Ii  s  r h  n  i  1 1  s  p u  n  k te n  ,  so 
gehen  die  Sehnen  dieses 
letzteren,  wvicbe  durch 
diese  Strahlenpaare  be- 
stimmt werden,  alle  durch 
einen  and  denselben  Piiakt, 
weicher  allemal  aof  jener 
Cleraden  Hegt,  ne  mag  nnn 
-diese  letztere  d iesen^  einen 
Keccelschnitt  durchschnei- 
den, berühren  oder  gänz- 
ausserhalb  desselben 
liegen. 


einem  b«-liebig<*n  Punkte  an 
alle  oder  einen  T  h  e  1 1  d  e  r  - 
selben  Tangeutenpaare  und 
ausierd'eii  an  einen  der  Ke* 
gelsehnitte  eine  beliebige 
Taiiffente,  endlich  wieder 
von  je  zwei  Durchschnitts- 
punkten  dieser  Tangente 
mit  jenen  Tangentenpaaren 
an  den  letzteren  zwei  neue 
Tangenten,  so  liegen  die 
Durchschnitte  dieser  letz- 
teren Ulle  anf  einer  and 
derselben  Geraden,  welche 
ullemal  darch  jenen  Punkt 
geht,  es  mag  nun  dieser 
Punkt  ansserbalb.  auf  oder 
innerhalb  dieses  einen  Kn> 


geltehnittes  liegen. 
Aus  |.  &  1.  nnd  f.  II.  4.  folgert  «ms 


>  '6i  9ie  haraoniaehen  Pole 
jeder  Geraden  ln*Besng  auf 

eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten, welche  dieselben 
zwei  zugeordneten  reellen 
«der  idealen  Sekanten  ge> 

mein  haben,  liegen  niit  dem 
UmfanG:e  eines  einzigen 
Kegelschnittes. 

7.  Die  Mittelpunkte  aller 
K  egelseh nitte,  welche  swei 
zugeordnete    reelle  oder 

ideale  Sekanten  gemein  ha- 
ben, lief{cn  auf  dem  Um- 
fange eines  eiuzigen  Ke» 
geltehnittes» 


6.  Die  hnrnonisefcen  Po» 
laren  eines  Joilen  Punktos 

in  Kezng  auf  eine  Schaar 
von  K e g e I H c h  n  i  1 1 (> n ,  wel- 
che dieselben  zwei  zuge- 
ordneten reellien  oiier-iaea- 
1  e  n  T  a  n  g  e  n  t  e  II  d  u  r  c  Ii  8  c  h  n  i  1 1  e 
gemein  haben,  umhüllen 
einen  einzigen  Kegel* 
ichnitt. 

7.  in  einer  Schaar  von 
Kegelschnitten,  wolcho 

zwei  zugeordnete  reell« 
oder  ideale  Tangenten- 
durchschnitte gemein  ha- 
ben, umhüllen  alle  Durch- 
messer, deren  sngeordnot« 
parullel  laufen,  einen  olv* 
sigen  Kegeischnitt.  ~ 
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Kine  bplirbigp  (Horndo  A  sclineidc  die  zugeordneten  pempio- 
scliaftlichen  Sfkjuilen  S^S^  von  21,  33,  (5,  2).-..,  welche  Icfztpre 
allemul  besitzen,  iu  den  Pankten  0, 


0,  Qj,  so  liefen  die  Weclisclpuukte 
,  4r, ,  ood  die  barvottlselieii  Pola- 


Jf,  H,  von  3,     ebenfallt  auf  i9 

rcn  <r,  von  g,  g,  in  Bezui^  aaf  irirend  einen  9  jener  Keofcl« 
schnitte  iielien ,  «lie  eine  a  durcli  //  und  den  liarmonisclicn  Pol  a 
roll  Ä',  die  andere  a^  durch  und  .den  harmonischen  Pol  u^  von 
ffir  H;  xoirleicli  aber  liegt  der  DvrcbteliBitt  a  von  <7,  V^i  all 
karwiBiBcher  Pol  von  A  für  auf  deai  Weehselpunkt  •  Regel- 
sehvitte  der  <>eraden  A.  Die  Punkte  a,  te,  und  alle  ähnliclieD 
ßi  ß\  \  (J,  welche  den  Kegelschnitten        S,  5).... 

eoisiirfchcu.  liegen  auf  der  (leradcn  und  jeiiem  Punkte  d  dieser 
t^eriideD,  ala  Imraionisalleo  Pal  von  S  oder  gedacht,  eataptiebC 
io  jeniBB  System  ein  Kegelschnitt  @  oder  ®, ,  in  Bezu^  auf  wel- 
chen er  es  itut.  Ist  nun  i  der  Durchschnitt  von  A  mit  P  und  zwar 
der  harmonische  Pol  von  S  für  so  ist  jB  der  harmonische  Pul 
▼OD  ^  für  @,  wril  die  barmottisclieo  Polaren  A\  «,  «,  von  (J,  Q.  ß, 
durch  einerlei  Punkt  6  gehen  mQssen,  der  aufy/,  liegt;  also  ist 
mit  ßßt,  und  .«  mit  i9d  identisch,  und  daher  ßii  Tangente  an'A, 
in  /y.  Denkt  innu  sich  dngegen  denselhen  Punkt  ß  als  harmoni- 
schen Pul  von  S\  für  so  ist  /f,  der  harmonische  Pol  von  A 
für  Si,  a|ao  jetzt  i!f,4  Taairente  an  in  Demnach  liegt 
der  harmonische  l'ol  6  von  iff^,  in  Bezug  auf  A ,  auf  der  (lera* 
den  P;  und  hieraus  folgt  nach  §.  4.  2.  wegen  der  dem  A ,  einge- 
schriebenen Dreiecke  HaBy ,  B%B ^  ....  B^B^ . . . «,  dass  die  Punk- 
teBpaaro  a,  a,;      /!^,;         ;  ••••  so^ordnete  barmonisclie 

Pole  der  iSernden  P  in  Bezog  anf  A\y  und  sofort,  weil  diese 
Punkte  nnr  von  51,  23,  S,  3D  . . .  •  abhängen  und  mit  sich  nicht 
ändern,  es  auch  in  Bezug  auf  alle  anderen  Wechselpunkt- Kegel- 
schnitte sein  müssen. 


8.  Hat  eine  Schaar  von 
Kes:elschnittcn  zwei  zugc- 
ortinete  reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein^  so  bilden 
a)  die  harmonischen  Pole 
«1  i  e s e r  zwei  Sekanten  in 
Bezug  aitl'je  einen  dieser 
Kegelschnitte  eine  Involo- 
li^.o^von  Punkten,  welch« 
nur  dann  aus  gleich)  i  egcu - 
d  e  n  G  e  h  i  I  »I  e  n  besteht,  wenn 
eine  der  gemeinschaftlichen 
Sekanten  reell,  die  andere 
ideal  ist;  h)  jedes  Paar  die- 
s  e  r  Pole  sind  zwei  z  u  e  o  r  d- 
n  e  t  e  harmonische  Pole  der 
Geraden  /'in  Bezug  auf  alle 
Weebaelpvnkt  Kegel- 
schnitte, welche  zu  jener 
Schaar  gehören,  und  daher 
Kaken  c)  alle  diese  Wecb- 
aelponkt  -  Kegelseknitle 
«naior  das  Ponkta 


Schar  von. 
zwei  zoge- 


st Hat  eine 
Kegcischnitteu 
ordnete  reelle  oder  ideale, 
'  TangcntOBdnrekacknitta 
gemein,  so  bilden  a).di6 
harmonischen  Polaren  die- 
ser zwei  Tungcntendurch- 
schnitte  in  Bezug  auf  je 
einen  dieser  Kegelschnitte 
eine  Involution  von  Strah- 
len,   welche    nur  dann  aus 

fleich  liegenden  Gebilden 
esteht,  weiiB  einer  der  ge- 
meinschaftlichen Tängeo« 
tend  u  rchscbnitte  reell ,  der 
andere  ideal  ist*,  h)  jedes 
Paar  dieser  Polaren  sind 
zwei  zugeordnete  harmo- 
nische Polaren  des  Put>k- 
tes  p  in  Bezug  auf  alle 
Wecbselstrahlen  -  Kegel- 
aehnitte,  welche  an  jener 
Sekaar  gekSran,  viid  aaker 


9M 


die  gemeinachaftlicUen  Se- 
kftBt«n  tich  ftjekBeidea,  n^eli 

die  ihm  eota prechende  Ge- 
rade /'als  reelle  oder  ideale 
Sekaute  gemein,  ieDaclidem 
ieiie  erstere  ScDaar  vier, 
seineo  oder  our  swei  gc-> 
BeinMchaftlirhe  Qareli- 
aoboiUe  lieeitat. 


babeu  c)  alle  dieee  Wccbael« 
ttrahlBii-KiLgeUehpitte  av«* 
ser  eioer  Taageote  wel- 
che die  gemeinschaftlichea 

Taageotendurchscknitte 
verbiadat«  aaeb  Äaa  4i«tar 
Geradaa  aatspracheadeB 
Punkt  //  als  reellen  oder 
idealeo  Tange  ote  o  d  u  rcb - 
schnitt  gemein,  ienacbdem 
jaaa  arttere  Scbaar  viar, 
keine  uder  nur  swei  ge* 
meinschaftlicba  TaagaaleB 
besitzt. 


Der  3te  SaU  veranlasst  jetst  zu  fragen:  Walabam  Geaetsa 

sind  die  Hauptpunkte  aller  Involutionen  von  Punkten, 
von  denen  dort  die  Rede  war,  unterworfen,  weoo  ihre 
Richtuugslinien  durch  einerlei  Punkt  geben?  und  äbnlicb 
aadfaneila»  Aber,  m  allgemein  geitelk,  läset  aicb  dieaa  Frafta 
aicbt  arledigen,  ohne  die  Betrachtung  auf  Cunren  von  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  auszudehnen.  Nur  in  einem  besonderen  Falle, 
wenn  nämlich  jene  Linien  von  einem  Punkte  einer  Kemeinschaftli- 
eben  Sekante  aosgaben,  enebeiat  Jaaaa  Geaalaia  dar  aialbabtiaa 
Gestalt  von  KegeUclinitten;  und  wir  stoaMa  hier  aaf  ataa  bficb# 
eigentbümliche  Wechselbeziehung^  zwischen  mehreren  Systemen  von 
Kegelschnitten,  welche  zwar  bereits  in  den  Eigenschaften  der  so- 

Senanoten  Orthog^onal  -  ÜLreise,  aber  noch  nicht  in  aUen  ihren 
laneaten  bervartrut. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  ^  der  Sekante  welche  eine 
Schaar  von  Kegelschnitten     S3,  .  nebst  einer  ihr  zugeord- 

neten S\  gemein  beben,  mögen  beliebig  viele  Gerade  ß,  C, 
/!....  gehen,  vralcha  der  Raiba  nacb  dia  Weebielanakte  o,  i 
^»b,;  c,c,;b*b|*>»«  entbaltaa.  Da  jede  dieser  Geraden  vaa 
zweien  jener  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  berührt 
wird,  HO  kann  man  allemal  vom  Punkte  0  an  einen  derselben, 
z.  B.  ^,  zwei  Tangenten  legen,  deren  Beriihrunffspuokte  if, 
baietea  mögen.  Man  denke  eieb  vaa  B  (oder  ß^)  naab  a,  ttg ; 
b, ;  C,  C, ;  b,     . . . .  die  Sirahlenpaare  a,  ^;     c';  dyif 

gezogen,  welche  21  in  a,  a, ;  ßyß\  \  Y^Yx'-i  ^>  ^  schneiden,  und 

sofort  diese  Punkte  mit  ß^  durch  die  Strahlen  a'i«  ^'i,  iii 
c^i»  d^xtf^i  verbnadaa.  Da  aaa  «.8.0,(11  mgeardaata  bairaia« 
niaeba  Pole  von  A  für  %  sind,  so  musa  dia  Sehne  au^  dareb  den 
barmonlRcIien  Pol  a'  von  A  für  %  geben,  welcher  übrigens  aucb 
auf  der  harmonischen  Polare  von       liegt;  also  ist  a  der 

Durchschnitt  von  a^^  so  wie  tti  der  von  a\.  Aus  demselben 
Ginada  vabt  ÜNiiar  aneb  dia  Gerade  ji  darab  daa  banaaaiaebaa 
Pal  9l*  aar  Sebaa  an,  für  %\  und  zieht  man  nun  ^a",  so  sind 
(noch  einem  Zusätze  zu  §.  3.  3.)  die  Strahlen  B^  adt  il% 
ßa^,  also  auch  die  Punkte  ^,  a'[  mit  a,  tti  harmoniscb. 

^  Naa  aber  alad  je  awai  Waebaelpankta  a,  Oi  ait  den,  den  ge. 
Maiaaeliairtlichen  Sekanten  Sy  aogekörigen  Punkten  jedesmal 
harmnoiscli;  also  Hegt  der  Punkt  a"  auf  S^,  und  auf  dereelben  Li- 
n^e  ebenen  aucb.  aU«  «baUcben  Punkte  b",  c"a  b*"  • .  • .  Demnacb 
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g^ticii  alte  . Seimen  ua^,  ßß^,  yy  ^^dd  durch  einen  feateo  Punkt, 

uimiich  den  karrauuiücben  Voi  a'«  von  tur  %\  aUu  biltieo  die- 
SlvaUMpMfftt- Mf\  6y  i/\  e,  c,;  </,  </| ....  «tei  iDtolaifoB  voa. 

in,  «i  ifl« 
•4er  vielatbr 

ß{4t^6f  Cy  </......  a', .. .)  =^|(a tj^^t^n^i  ••••    \t^\ * ^\ > ••••) i 

^   4iM  Mial:  »lle  Paukte  a,  a, ;       ;  c,  Ct ;  b,  b, ..  • . ..  MUBai 

ii^  iff,  auf  dem  UafiMge  eioe«  einsig^  Kegeltcbnittet  JC 

Da  die  Seboen  oa,, dd,  .....  durch  den  harmonischen 
Pol  a'o  der  f^emelnacbaftiicheii  iiiekaote  geben,  so  wird  «V,  von 
jeden  Sirablenpanre  a,  « ;  ia^swei  sageordneten  bnrmoni- 

Mbeii  Polen  fiir  S(  «iil  sugleicb  MMh  liir  8»  (E,  2) . . genclinicten ; 

aber  auch  die  Sehnen  aa,,  I>b,,  CC,,  bb,          von  K  gclion  durch 

einen  festen  Punkt  d,  und  dieser  ist  ofl'enbar  der  barmont8clie  Pol 
von       für        indem  je  zwei  Punkte  6|  d' \  0,       4}  c'^ . .. .  resp. 
mk  «• «,  I     bi  I  €«  €f . . ..  barMniMb  waA\  also,  wird  i9,  «lea- 
■elben  Strablenpaareti  0,  ar'|      ^1;  d^tf ...  aaeb  ia  Btaag 

aal      io  zugeordneten  harmonischen  Polen  ffescboitlen. 

WäbU  maa  nun  statt  d  irgend  einen  anoeren  Punkt  0,,  tf, .... 
der  geaieiaeebaflUcbea  Seliaaia  aa  eibilt  auM  atalt  JT  eiaaa  Kb»- 
Vcben  Ke^elscbaitt  Ki,  JT,  . . . in  Bezug  auf  welchen  daMangta 
ebenfalls  gilt;  also  ist  eine  Gerade  vereinigter  Paare  zug-eord* 
neter  hurinonisclicr  Pole  für  sämmtliche  Kegelschnitte  A,  A  ,  ,  A', 
d..b.  eine  genieioscliaftJicbe  Sekante  derselben,  und  zwar  haben  sie 
diaaalba  sugleicb  aiil  jaden  der  Kegeliebaitte  9,  9,  2)  .  •  •  • 
guMia. 

In  den  projektivischen  Strahlhüscheln  J7,  Bt  entsprechen  dem  ' 

Seneinscbafilicben  Strahle  Bß^  wechselseitig  die  Geraden  Bta\t 
Ta'oi  welebe  aaeb  dea»  barmeauebea  Pole  o^«  ^w  S,  für  fl  gehen, 
also  sind  dieae  Oeraden  Tangenten  an  A*,  und  es  ist  BB^  die  bar- 
monlsclie  Polare  von  o'o  für  A".  Aber  BB^  geht,  als  harmonische 
Polare  von  0  für  31,  durch  den  harmonischen  Pol  von  tS  für  9, 
welcher  mit  a'o  zugleicb  auf  der  den  Sekanten  S,  S.  zugeordneten 
Oaradaa  ^  liegt;  also  aiad  dieae  Pankte  ebeaaoiebr  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Pole  von  P  für  A',  als  für  sämmtliche  Wech- 
selpunkt-Kegelschnitte des  Systemes   (8);  und  da  ' 

diese  Punkte  nur  mit  %  sieb  ändern,  so  sind  sie  es  auch  für  A,, 
JTa«..»  Verlaaaebt  MB  aber  %  mit  9,^,2)....,  aa  arbSIt  mam 
Ibalieba  Punktenpaare  b«,  V«|  Co»  C'«»  b»» b'o •  •  •  •«  voa  welchen  m 
Besag  auf  A^  A',,  A,  . .. .,  welche  dieselben  geblieben  sind,  (ilei-  » 
eben  als  von  ttoi  d'o  gelten  muss;  also  ist  auch  Peine  Gerade  ver- 
eiaigler  Paare  zugeordneter  harmonischer  Pole  für  A,  A", ,  A,  .... 
d.  b.  eine  Sekante,  welche  sie  Udler  sich  und  mit  jedaai  der  Wceb* 
selpuakt.  KagabMbaitta  dea  SyfteMa  9,  9,  d,  2>  ••••  gMwia 
babaib 
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Du  endlich  liie  Funkte  d.  d,,  ••••  (^^r  Reihe  napb  die  har> 
■oniKchen  l'ule  von  S^  für  A,  A",,  A",  ....  sind,  ^V,  aber  eine  j^e« 
■eiDschutt liebe  Sek»Dte  dieser  Keg^elscbnitte  ist,  8o  spielt  4ie  Ge- 
rade S  für  diese  dieselbe  Rolle,  als  />  für  .  . .  Ub4 
da  je  zwei  zupreordnete  harmonische  Pole  von  S  für  21,  Wecb- 
selpunkte,  und  als  solche  die  üarchschoiUe  von  ü  mit;  ie  cioem  der 
Regelschoitte  JT,  A,,  A,  ....  sind,  so  tat  die  lofofatioa  dieaer 
Paare  von  DurchschnittspuDktfn  mit  der  Involution  der  TarvionKtM 

Poare  Zugeordneter  hnrmonisclicr  l*ole  von  ä  für  21,  35  foljT- 

Jich  auch  die  Huuptpuukte  der  ersteren,  d.  h.  die  Punkte  pi, 

fiir  A",  A'i,  A",  .  ,  mit  deoeo  der  letztereo,  d.  h.  den  gemeio- 

Bcbaftlichen  DurcbichDitteD  von  9,  S . . . .  ideatisch. 

.\immt  man  in  der  Kbrnc  von  21,  $  ... .  einen  Punkt  a  beliebige 
an  und  verbiniiet  ihn  mit  soitiem  Wechseipunkte  a,  durch  eine  Ge- 
rade welche  S  im  Punkte  ö  schneidet,  so  erzeugt  dieser  Punkt 
4  einen  Kegelaebnift  JE^,' wfleher  tnr  Üdmnr  von  A,,  A,  gehört 
und  durch  a  gvbt.  Alao  gefadren  alle  Ke^^ehchnitte ,  weiche  ait 
dies(M  Schnar  einerlei  gemeinschaftliche  Sekanten  kabeo,  auck  bin- 
sicbtlicli  der  iibri<(en  Eigenschaften  zu  derselben. 

iNimuit  man  endlich  die  Punkte  0,  d,,  statt  auf  S,  nof 
der  zugeordneten  geMeinaebaftlielien  Sekante  an,  so  erhält  mmm 
ein  von  dem  vorigen  verschiedenes,  nhcr  in  Bezug  auf  2(,^,(I,!D.... 
m^t  denselben  Kigeoschsfien  als  K,  A', ,  A,  ausgestattetes  Sj- 

slem  von  Kegelscbnitteu  A',  A'^,,  A',  ;  dieses  bat  mit 

die  Sekante  S  und  mit  dvren  Wecbaeipnekt- Kegelieknitten  die  Se- 
kante gemein.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  drei  Sy- 
steme von  he;^el«clir.itten  8J,  S5,  S  ;  A,  A,,  A,  ;  A',  A',, 

A'',  ....  diircli  (ö,.  @,  <B,  und  schreibt  statt  /*,  so  sind  der 
Reihe  nach  S  und  S^  und  S^,  und  S  zugeordnete  gemein- 
acbaftiicbe  Sekanten  dea  Sytteaea  @,  @, ;  jedes  dieaer  Systeme 
hat  mit  jedem  der  beiden  anderen        <B| ;  S,,  ^  eine 

Mekanfo  iV, ,  ,V;  *V,,  S^;  »V,  iV,  und  mit  desseu  Wechselpunkt- Ke- 
c^elt^chnttien  eine  Sekante  S,  «V, ;        iS  gemeio,  und  die 

.  Wecbselpunkt-Kegelaeknitte  eines  jeden  knben  die  Gerade  jSr,.i§f,^, 
zur  gcmeinschnftlichen  Sekante.  Zieht  man  von  einem  beliebigen 
Piitikte  ^  der  f7<  r;ideri  *S'  au  sammtliche  Kegelschnitte  des  Syste- 
nics  ©3  Tauifotit*  ri.  so  liey-f n  die  Berührungspunkte  «uf  einem  Ke- 

g:elschnitle  des  Sviiteuieci  und  die  Tangenten,  %%elche  von  einem 
eliebigen  Punkte  4,  der  iS^  an  die  Kegelsclroiite  ron  ©  gelegt 
werden,  herühren  sie  in  Pnnkften',  welebe  anf  einem  dea  SjttcBMn 
@,  licgea  u.  i.  w. 


9.    Hat  eine  Sehaar  von 

Regelsebnitten  swei  zuge- 
ordnete reelle  oder  ideale 
Sekanten  gemein,  s  o  1 1  e  g  e  n 
a|  die  BerühruogHjiunkte 
aller  Tanicenteo,  'die  von 
einem  beliebigen  Pnnkte 
e i n  «' r  dieser  Sekanten  an 
jene  Kegelschnitte  gelegt 
werden,  anf  dem  Unufange 
eines  neuen  Kegelsoknit- 
tes,  welcher  mit  ersteren' 


9.    Hat  eine  Schaar  too 

Kegelschnitten  zwei  zuge- 
o  r  d  «1  e  t  0    reelle   oder  i  <l  e  a  I  e 

'P  a  n  g  e  u  t  c  n  d  u  r  c  h  s  c  h  n  i  1 1  e 
gemein,  so  umhüllen  a)  alle 
T«ngnnten  derselben,  de- 
ren Berührungspunkte  mit 
einem  dieser  gemeinschaft- 
lichen Taugentendurcb« 
schnitte  in  gernder' Linie 
liegen,  eipcn  neuen  KegeU  • 
schnitt,  welcher  mit  erale* 
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die  aodere  Sekante  und  mit 
deren  Wecbselpunkt<ikegel- 
•ebnil^eB  4U  6era4«  :P 
Sekante  gemein  bat.  b)  Alle 
mittelsdereinzelnen  Punkte 
«iner  jener  gemeinicbattii- 
mhmm  Bckenten  ea  erteug- 
tea  Keff^elschnitte  bilden 
eine  zweite  Sc  Ii  aar,  welche 
ibrerseils  ebeofulls  zwei 
sogeordoete  reelle  oder 
i4««le  8ek»nteo  g-eaein  lia- 
hmn^  Dftniieh  die  eine,  wel- 
che sie  mit  jedem  derersteri 
Schaar,  und  die  andere, 
welche  eiif  ait  jeden  Weeh> 
seipank t-Keg«leebBitte  der 
ersten  Scbanr  gemein  ha- 
ben; und  ebenso  ha  heu  auch 
die .  Kegeiacbnitte  der  er- 
mt%n  Schaar  mit  den  Weeh- 
selpaakt^  -  KegelBcbnitten 
der  zweiten  jene  Sekante 
^enein,  mittels  deren  iett- 
tere  e.rzeugt  wurde. 

c)  Berücksichtigt  «an 
oacb  einander  beide  der  er- 
sten Schaar  e^em ei  tisch nft- 
liche  Sekanten,  su  erhält 
aiaa  im  Gaosea  drei  Sehaa- 
ren von  Kegelschaitten, 
welche  in  vollkommener 
Wechselbeziehung  zu  ein- 
aader  ■krben,  nämlich  je 
swai  dieaar  Sahaarea  bähen 
allemni  unter  sich  und  mit 
den  Wecbselpunkt  -  Keppel- 
schnitten  der  dritten  Schaar 
eiae  vaa  drei  heitimmten 
fieraden  zur  gemeinschaft- 
lichen Sekante;  j e d i* r  Ke- 
gelschnitt der  einen  schnei- 
det alle  Ke|;elscbnitte  der 
awaltea  ader  der  dritte« 
Schaar  in  den  Beröhrvngs- 
punkten  »olrher  Tangenten 
der  beiden  letzteren,  wel- 
ebe  ia  swei  Paaktea  der 
den  Wechseipnnkt  •  Regel • 
schnitten  der  ersten  Schaar 
gemeinschaitlichcu  Sekante 
eoorergiren;  und  es  kanu 
aiaa  aiaa  jede  diaaerdrei 
Sahaarea  alt  dfejaaig«  an* 


ren  den  anderen  Tangen- 
tendurchschnitt  und  mit  de- 
reo  Weebaelitrablaa  •  Ke- 
gelschnitten  den  Tangea* 
ten  durch  schnitt  p  gemein 
hat.  h)  Alle  mittels  der  ein- 
xelaea  Strahlen  eijies  jener 
gemaiaschaftlichea  Taa« 
gentendurchschnitte  so  er- 
zeugten Kegelschnitte  bil- 
den« eine  zweite  Schaar, 
walcba  ibreraeita  abeafalla 
zwei  angeordnete  realla 
Oller  ideale  Tangenten- 
durchschnitte  c^otnein  ha- 
ben, sämlicb  den  einen  mit 
jedem  Regelachaitte  der 
ersten  Schaar  und  den  an- 
deren mir  jedem  Wechsel- 
strablen-hLegelscbnitte  die» 
aar  Schaar  sagleicb;  aad 
ebenso  haben  aach  die  Ka« 
gelschniitedererstenScbaar 
mit  den  Wecbselstrablen- 
KegeUcbn itten  der  zweiten 
jenen  Taaf^eatendurch« 
schnitt  gemein,  mittelsdes« 
sen  Strahlen  letstarc  er- 
zeugt wurde. 

c)  Beriicklichtigt  man 
nacheinander  beide  der  er- 
sten Schaar  gemeinschaft* 
liehe  Taugen  ten  durch- 
schnitte, so  erhält  man  im 
Ganze'n  drei  Scbaarea  voii 
Kegelschnitten,  welche  Iii 
V  o  II  k  o  ui  m  e  n  ('  r  Wechselbe- 
ziehung zu  einander  stehen, 
nimlicli:  Je  awei  dieeer 
Schaaren  haben  allemal  un- 
ter sich  und  mit  den  W  e  c  h  - 
selstrablen-Kegelscbnittcn 
der  dritten  Schaar  einen 
Tan  drei  Heatimmten  Punk« 
ten  zum  gemeinschaftlichea 
Tangeutendurchschuitt;  je* 
der  Kegelschnitt  der  einen 
hat  mit  aammtltchea  Kegel- 
schnitten der  sweitaa  oder 
der  dritten  Schaar  solche 
Tangenten  gemein,  deren 
Berührungspunkte  auf  zwei 
Strahlen  dea  den  Wecbael- 
itrablea-Kaf  alacbaitteD  der 


geiehen  werden,  aui  wel-  ersten  8cb«»r  geoMiotebafl* 
«her  4ie  KeNea  »uiereii  lieben  Tn«fent«ndfif«fc« 
«ntepraogeil  find.  schnittet    liegen;    und  en 

kaoD  also  eine  jede  dieser 
drei  SchaAreo  aig  diejenige 
aogeeebea  werden,  aus  wet- 
eher  die-  beide«  saderev 
enteprsB^i  liad. 

Diese  drei  Scbnar  sollen  drei  Wecbsel -Systeme  vnn  i£e« 
ffetselittitc«B  mit  twei  logeordnetbe  geaeiBeebafftliebM 

^     .   .    J  11.   JB^« 


Sebenr 


iiekaoten  oder  Tangenteiidurebsch oitten,  und 
einzelne  ein  Weebtel-Systen  der  beiden  eBderea 

werden. 

Sind  die  KegeUcbnitte  der  obeo  zu  Grunde  gelegten 
(linkn)  äbniieb  vnd  ibnliebliegend,  so  hebee  nie  mit  < 

Bnd  mit  denen  der  Schaar  ®  (oder  @, )  eine  unendlich  entfernte 
Seknnte  i§^j  fifemein;  folglich  gehen  die  harnonischen  Polaren  eines 
beliebigen  Pnuktes  voo  für  sftmaitliebe  Kegelschnitte  von  &^ 
and  S,  d.  h.  alte  Dnrebnieieer  dererthen,  deia«  aagaevdaeta  aaeb 

jenem  Punkte  gerichtet  sind,  nach  einem  und  dealselbea  iweilea 

Punkte  von  «V,,  sind  also  unter  sich,  sowie  jene  unter  sich,  paral- 
lel. Oemnach  sind  auch  alle  Kegelschnitte  von  @  mit  einander 
and  mit  denen  von  äbulicb  und  ähniicbliegend  (f.  5.  8.  Cn- 
fcebraog). 

Die  dritte  Schaar  (5|  dagegen  beiitat  keine  solche  Sekante 
^1 ;  weil  aber  die  harmonischen  Pole  ihrer  gemeinschafiiichen  Se> 
Jinnten  S  nnd  in  Bezug  aut  alle  ihre  üeaeiscbnitte  der  unend- 
Ifeb-eatferataa  GiNadea  tf|  angeMifaB,  ea  «ad  S  aad  Daieb*^ 
nesser  aller  dieser  Kegelsebattta,  welobe  demacb  coaeeatiiieb 
nein  müssen. 

10.  Hat  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlicb>liege  n- 
der  K egeltcbnilte  ausser  der  unendlicb>entfernten  noch 
aiae  aweite  Sekaate  gemeia,  na  bantebt  daa  aiaa  ibrav 
Weehsel  •  Systeme  ebenfnils  aus  ähnlichen  aad  ibalich- 
liegendenKegelschnitten,  und  zwar  sind  sie  diess  nicht 
nur  unter  sich,  sondern  aacb  mit  ersteren  sngieicb;  da- 
gegen baatebt  daa  aadere  aai  laateraaaeaalriaebaa  Ka- 

gefaebaittea,  deren  geaieiaBekaftlleba  Safcaataa  awai 
nrch  messe r  sind. 

11.  Die  beiden  Wech sei  -  Systeme  einer  Schaar  von 
Kegelschnitten,  welche  zwei  Durchmesser  zu  zugeord- 
aetea  ffeaieiaaebaftlieheB  Sekaaten  babaa,  beatakaa  aia 

edea  fir  sieh  nnd  beide  unter  einander  aaa  laalar  Iba* 
leben  und  äbnlicb*liegenden  Kegelschnitten. 

Jenachdem  die  unendlich  -  entfernte  geaieinschaftlicbe  Sekante 
von  ®,  nnd  ®  reell  oder  ideal  lat,  m  es  aaeb-dia  der  Waeb» 
aeipnnkt. Kegelschnitte  vaa  Ci,,  and  es  besitzea  falglich  die  lei** 
teren  im  ersten  Falle  entweder  zwei  reelle  oder  zwei  ideale ,  im 
zweiten  aber  allemal  eine  reelle  und  eine  ideale  gemeinschaftliche 
Sekante  Besteht  also  (B,  und  folglich  auch  <B  aus  lauter 

niipsen ,  wa  ideal  aeia  MM,  aa  baatebt  ans  laater  Hyper- 
beln, indem  der  gemeinsebalHIcbe  Mittelpunkt  iefcst  ausserhalb  der 
Kegdicbaitto  vaa  0,  üegea  mum.  Da  aaa  jede  Geiada  ata  By* 


i 
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.  steB  TOD  KegelachnitteD  mit  xwei  zugeordneten  geneiDscliaftlichea 
tiekaoteo  in  tolchen  Punkteopaaren  scbaeidet,  welche  eine  IdvoIo* 
tiba  von  Punkten  bildeo,.  um  Umih  wicli  4ie  DofchsebDittinunkt« 
der  sfemeinschaftlicben  Sekanten  als  zuf^eordnete  geboren;  aa  fer- 
ner die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte 
p  an  ein  solches  System  gezogen  werden,  in  einer  Geraden  P  lie- 
scD,  «Im  ««ck  dlcee  Tangentenpaare  taaat  den  geneiofelMflHeliea 
BtlMirtea  eine  Involution  yon  Strahteii  bilden,  diese  Tangenten- 
paare  aber  in  Falle  des  Systeaea  (S.  die  Asymptoten  der  betref- 
fenden Kegelachnitte  sind,  so  bilden  die  Asvmptotenpaare  dieser 
Schaar  @,  eine  Involution  von  Strahlen,  und  xwar  besteht  diete 
Bothwendig  aus  gleidbUegenden  Gebilden,  wenn  es  keine  Gerad« 
/>,,  P,  giebt,  d.  b.  wenn  $a  MM  ff«eUe  u4  «im  idanle  f/mtim» 
ackaftliche  Sekante  besitzt. 

Besteht  nun  die  Schaar  (S«  aus  lauter  Kreisen,  so  stehen  S 
wU.  sevkrMlit  Mf  eiBaadAr  i  dm  ui  dieaea  Falle  iit  i9,  die 
ksiaoaiache  Polare  dea  imeBdlick  •  entfernten  Pnnkleli  ven  S  für 
alle  jene  Kreise,  und  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  eines  Krei* 
aea  aind  rechtTvinklig  «u  einander.    AJao  bilden  die  .Asymptoten-  - 

•  lAM«  der  KeffelsehBrate  Ton  @,  eine  Involetioa  der  rechtea 
Wlokel,  tedep  Miier  S  und  auch  neeh  die  Aehaee  dieier 
iBIPDintion  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

12.  Hat  eine  Schaar  von  Kreisen  ausser  der  anend- 
lich-entfernten noch  eine  zweite  Sekante  gemein,  so 
liegen  a)  die  Berihrengapaokte  aller  Tangente»»  weU 
•ke  vea  eieem  kelieMgee  Pnakte  dieaer  aweitea  Sekante 
an  dieselben  gezogen  werden,  auf  einem  neuen  Kreise» 
dessen  Mittelpunkt  jener  beliebige  Punkt  ist)  und  alle 
diese  Kreise,  welche  dea  veraehiadeaen  Parkten  der 
Bweitea  femeinschaftllekeoSekaete  eataprechen,  habe» 
die  Centrullinie  der  ersteren  zur  gemeinschaftlichen 
Sekante,  welche  reell  oder  ideal  ist,  jenachdem  die  der 
eraterea  ideal  oder  reell  ist,  und  sowie  eratere  von  je- 
4vi  der  letiterea,  ae  werden  aeck  letalere  von  jedeai 
der  eraterea  ia  dea  Berührungspunkten  solcher  Tange n- 
ten  geschnitten,  welche  im  Mittelpunkte  desselben  con- 
vergiren.  b)  Die  Berührvngspun kte  aller  Tangenten  je- 
aar  ersteren  Kreise,  welche  eine  und  dieselbe  parallele 
Richtung  hahe%  liegen  auf  einer  ffleichseitigen  Hyper* 
bei,  und  alle  diese  greicb8eitic:cn  Hyperbeln,  welche  den 
verschiedenen  Richtungen  der  Ebene  entsprechen,  sind 
coBcentrisch  und  haben  mit  jenen  Kreisen  die  zweite 
Sekante  aad  mit  der  aweitea  Sckmer  vea  Kreisen  die 
Gentrallinte  deV  eraterea  ela  Sekeate,.  aad  avrar  beide 
als  Durchmesser,  gemein,  c)  Diese  Schaar  gleichseiti- 
ger Hyperbeln  bleibt  dieselbe,  sie  mag  nun  aus  der  er- 
atea  oder  aas  der  zweiten  Schaar  von  Kreitea  abgeleitet 
werden  v.  a.  w. 
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eloei  Systemv  tod  Kegelschnitten,  welche  nnt  eise  Se- 
kante'nnd  nur  einen  ihr  zugeo  rd  n  of  e  n  TSDgeilteB- 
durchschnitt  gemein  hüben. 

•  * 

1.  Wenn  eine  Oerade  als  Richtungslinie  einer  In- 
volution von  Funkten,  und  ein  Punkt  als  Mittelpunkt 
einer  Involution  von  Strahlen  beliebig  gegeben  sind, 
einen  Kegeltehnitt  «u  finden,  für  welchen  die  eine  je- 
ner beiden  Involutionen  eine  Involution  zugeordneter 
linrnloniscber  Pole,  die  andere  eine  in  Voltttion  Ittgeord- 
neter  harsionischer  Polaren  sei, 


und  für  welchen  die  hnrno- 
nitche  Polnre  jenes  Punk- 
tet durch  einen  zweiten  be- 
liebig (gegebenen  Punkt 
gehe. 


nnd  fürwelehen  der  barme- 

sehe  Pol  jener  Geraden  naf 
einer  zweiten  beliebig -ge- 
gebenen Geraden  liege. 


Auflösung  (links).  Sind  auf  der  gegebenen  r»orf\dpn  S  die 
involutorischeo  Puoktenpnare  a,  fl,;  b,  b,  ,  und  um  deo  gege- 
benen Punkt  »  die  iovoluloriscben  Strahlenpaare  <ar,  a^  \  6,  .... 
beliebig  gegeben,  und  sebneiden  letatere  die  Gerade  S  in  den  Punk- 
ten o',  a'i ;  b',  b'i  so  suche  man  das  gemeinschafrliehe  Paar 
zugeordneter  Punkte  p.  q  der  Involutionen  von  a,  a, ;  b,  b,  .  .  .  .  und 
von  a',a',;  b',  b'i*.>.|  verbinde  einen  beliebigen  dieser  Punkte, 
V,  mit  dem  «weiten  gegebenen  Fiinitfe  f  derdb  eine  Gerade 
jV«  und  den  anderen,  y,  mit  a  dnrdi  eine  Gerade  P,  Jetzt  wlUe 
man  ein  lieliphiges  Piifir  der  Strahlen      //,  ;  z.B.  «,<»,, 

und  vrrltiniie  den  Punkt  wo  z.  B.  die  S  «choeidet,  mit  dem 
Punkte  ,  der  io  der  Involution  von  a,  Oj;  b,  b,....  dem  Dnrch- 
tcbnlHe  e*  von  a  ttml  B  angeordnet  iit,  dnreb  ^eine  Gemde  #„  wel- 
che /'  in  a  sclmciile. 

Besteht  nun  a )  die  gegebene  Involution  von  Strahlen  aus  an- 
gleicblieffenden  Gcitilden,  so  suche  man  deren  Uauptstrablen  ii, 
welche  «e  H  in  %  schneiden  mögen ;  rerbinde  einen  dieier  hmkf» 
0,  \^  s.  B.  0,  mit  a  durch  eine  Gerade,  welche  i9  in  d  lebneide, 
«uchc  zu  ö.  a,  ß  den  vierten  hnrmonisclien ,  dem  ziigeordneten 
Punkt  ß,  und  construire  ein^n  Kea:elsclinitt  51.  welcher  g  und  //  in 
0  und  \  berührt  und  durch  0,  geht;  so  iüit  %  der  gesuchte,  und 
«war  N  harmeniaebe  Polare  ron  •  fllr  9. 

Besteht  aber  b)  Jene  Involution  aus  gleichliegenden  Gebilden, 
so  suche  man,  wenn  jt,  der  Dnrclischnitt  von  /*  und  iV  ist,  zwei 
Punkte  ii^  welche  sowohl  mit      «|  als  mit      a  harmonisch 

ain  i,  nnd  verbinde  einen  jeden  derselben  mit  den  Ponkten paaren 
a,  a, :  b,  b,  • ...  dnreb  die  Strahlen  o',  a"  und  0^,,  a'\  \  b\  h"  nnd 

Ä',,  b'\  so  gehören  die  Punkte  und  die  Durchschnitte 

je  zweier  Strahlen  a'  und  n\  \  n"  und  a\\  L'  und  b'\\  //'  und 
h\  ....  dem  l'mi'unge  des  gesuehieo  kegelschoittes  %  an.  Liegen 
abwecbaelnd  zu  7,  o,  so  eziatiren  keine  Pnnkte  nnd 
kein  Kegelacbnitt  %. 

Bewein,  a)  Da  91  die     ii  in  g, )  berttbrt,  ao  iat  A'  barmo- 
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tische  Pu]are  vno  t,  und  da  ^,  A  die  Hauptstrahlcn  der  o^egele. 
nen  iDvolution  sind,  so  i^it  diese,  eine  Involution  zugeurdoeter  liur- 
«aofliielitr  Polwcii  BUr  %  Ptraer.itt,  weil  sp,  9q  ein  sngeordne^ 
tes  I'uar  dieser  luvplntioo,  P  die  karmouischc  Polare  voo  also  . 
aucli  p,  fj  zugeordnete  hiirmoDische  Pule  von  S.  Du  ferner  a 
mit  g,  g,  liarnooiscb»  so  geht  die  harmonische  Polare  vo«  6  durch 
«t;  durch  denselben  Pnnkt  geht  aber  ancfc  die  barnonliebe  ,Poiarn 
von  p\  also  ist  u  der  bnf«ouische  Pol  Ton  S.  Uemnach  gebt  auch 
die  liarmouisclie  Polare  von  a'  durch  a,  zugleich  aber  tiuch  durch 
den  harmonischco  Pul  (t^  von  or,  welcber  im  Durchschnitte  vun 
•und  iV,  liegen  muss,  fallt  also  mit  /.usummen.  Nun  sind  zwei 
sagnardnetn  Pnnfctnn)ianre  />,  q  and  ilf,  a«  der  gegebenen  Involutioo 
•«geordnete  harmoniscbe  Pol«  fon  8  fiir  9;  .niao  gilt  danmlli« 
von  allen  solchen  Pnaren. 

h)  («ieht  es  unter  den  jetzigen  Bedingungen  einen  tkegelscl^nitt 
$(,  so  geht  die  barmniaebe  Polnre  von  p  dnreb  ^,  abcrnieb  diireb' 
«Inn.lMirMmscIieu  Pol  ^on  »p^  welcber  «nf  tq  liegt,  lallt  also  mit 
P  xusammen.  Ferner  ^eht  die  harmunlsche  Pulare  von  a'  durch 
a, ,  aber  auch  durch  den  burmoniscben  Pol  von  a,  wc-lclier  iin 
Durchschnitte  von  «,  und  A  liegt,  —  denn  die  harmouisclie  Po«  ' 
kHrn  von  s  gdit  dnreb  t  nnd  p  —  W\t  also  mit  snsaaaien. 
Folglicb  iat  a  der  bnnnonischc  Pol  von  ^V.  und  da  nun  a,  q  und 
*,  zugeordnete  harmonisrhe  Pule  von  J*  sind,  und  die  (i»'rade  P 
den  kegelschoiti  durchschneiden  muss,  weil  die  gegebene  lovulu- 
tion  voo  Strahlen  ans  gleiehliegenden  Gebilden  besteht,  fulglich  # 
annerhalh  Sl  liegt,  so  gieht  es  nutbwendi^  awei  Punkte  ß^. 
Giebt  es  also  keine  Punkte  //,  Ii ^  ,  so  giebt  es  auch  keinen  Ke- 
gelscbuilt  %,  Doch  siebt  man  in  diesem  Falle,  wo  «,  «,  mit  a 
obwechselu,  du«»  dies  uicht  stuttfiodeu  würde,  weou  man  nur  den 
Punkt  i  nnf  die  andere  Seite  von  S  verlegte. 

Da  Bvn         ^,  c',  <f . . . .  tf",  Ä",  o'\  d" . . . .)  =  ^(a,  b,  c.  b .  j^. . 
ö,,  b,,  c,,  b,  — )  =  Ä'(a,,  b,,  €it  ^1  —     b,  c.  b  ....)  = 
^"i,  c", ,</",... .  «',,      t',,  ^/'i  . . . .)»  8«  ist       ,//,  f .  o\ 
U\  c^,  </'..,.)  =  ,      ,  c"„  f/',  ,  b\ ,  c  , ,  <r,  .  ..),  also 

liegen  die  Duicbs(  hnitte  von  und  B^M%  auf  einem  Re< 

gelschnitte,  und  da  auch  //,  ^  zu  0,  a, ;  b,  b,  . . . .  gehören,  so  sind 

B ^p  Tangenten  des.ielben,  und  P  harmoniscbe  Pulare  von  p. 
Daher  geht  die  harmonische  Pulure  von  a  durch  p  und,  weil  «,  9^ 
mit  Bf  barmooiacb,  avcb  dnreb  ftUlt  also  mit  nusainmea, 
Ebenau  (leht  dio  barmoaische  Polare  von  u  durch  p  nnd«  weil  a 
mit  /f,  harmonisch,  durch  q,  fällt  alno  mit  .S'  zusammen.  Und 
du  nun  BB^  durch  den  harmuoiseben  Pol  voo  J>i  ^ebt,  so  schnei- 
den je  swei  Strahlen  af^  a'\  \   die  S  in  .zugeordnete» 

bormuiiisckon  Polen. 

Die  harmonische  Polare  von  a'  geht  also  durrli  a,  und  auch 
durch  den  harmoniücben  Pol  u  von  fällt  also  mit  <'/,  zusammen; 
sie  geht  aber  auch  durch  den  harmouiscben  Pol  vuu  der  uuf 
liegt;  also  ist  «i  diaser  Pol,  on(|  «r,  zugeordnete  barinoniaetie  Po» 
)arc  von  «r.  -Kn  baben  also  die  gegebene  Involution  von  Stnbkm 
und  die  der  zugeordneten  harmonischen  Polaren  von  »  zwei  zage» 
ordnete  Paare  a,  «r«  und  *Pi  *q  gemein,  sind  also  identisch (  w« 
s.  b.  w. 

Man  denke  sieb  mm  die  Involntionen  nnf  8  und  um  «  mittela 
twae.  boüabigpn  EafeMmtua  gogobon,  doo  Ppnkt  t  ^bor  vorln-. 
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derlicb,  oDd  zwar  jedesmal  sowohl  mit  g  »!•  mit  p  TcrboBden,  mm 
IHbmMgt  «fett  fleh  |{»at  itreng  von  foigendrai  mlM? 

2.  Ist  ein  Kegelschnitt,  eine  Gerade  und  ein  Pankt 
beliebig  gegeben,  so  gif>bt  es  nllemal  unzählige  Kegel- 
schnitte, welche  mit  ersterem  jene  Gerade  als  Sekante 
end  diesen  Penkt  als  Tangentendurchschnitt  geaein 
kebee;' ea  bildee  aber  diese  Kegelsefcttitte  mwel  beae«* 
dereGroppen,  welche  sieb  dadurch  von  einander  unter- 
acheiden,  dass  die  harmonischen  Polaren  des  gemein- 
achaftlicben  Tangentendurchschnittea  in  Besig  auf  die 
Kegelaebeitte  4%t  eieeo€ruppe  Id  efee«  «•!  deaaelbett 
Punkte  der  geMeiBtcbeftlichen  Sekante,  nad  die  harme- 
nischen  Polaren  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  der 
enderen  Gruppe  in  einem  anderen  Punkte  d ieser  Sek a ate 
convergiren,  und  dass  an  gleicher  Zeit  die  haraiooi- 
ecken  Pol«  der  geMeieaebeftlichen  Sekeete  im  Beevf^ 
auf  die  der  eriten  oder  zweiten  Gruppe  zwei  verscbie» 
denen  Geraden  angehören,  welche  dco  gemeinschaftli- 
chen Tangentendurchschoitt  besiehlich  mit  dem  swei- 
ten  oder  eraten  feeer  Poekte  verbittdea» 

Denkt  man  sich  zur  ConstrucdeB  dieser  Kegdatbaitte  H,  8^ 
immer  (lasselbe  StralilonpnRr  «r,  <r,  gebraucht,  so  bleiben 
ausser  dem  Punkte  ;/  auch  noch  die  Punkte  a'  und  a,  unverioden, 
ond  es  erscheint  «,  als  der  perspektivische  Durcbacbaitt  cweier 
StrahlbUschel,  dcrea  elaer  vea  den  beraieniacbeB  Pelerea  €7, 
D,...  des  PnakCea  a,  der  andere  von  den  harmonischen  Polarea 

f'ti  c,,  </,... .  des  Punktes  a'  für  S(,  SB>  ^  . . . .  gebildet  wird. 
Nun  aber  gehen  ar,,  ....  durch  die  harmoniichen  Pole  a, 

ßtf^S....  vea  8t  aad  dieae  liegea  la  eiaer  Ceradea- F%  alee  Waat 
nCh  behaupten: 

3.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eineSekanie 
und  einen  ihr  zugeordneten  Tangentendurchschnitt  ge- 
mein, so  bilden  in  Bezug  auf  alle  diese  Ikegelachaitte 
die  bermoniaeben  Polarea  dieeee  Paaktes  and  die  bar* 
monischen  Pole  jener  Geraden  zwei  projektivische  Ge- 
bilde, in  welchen  allemal  zwei  demsellieo  Kegelschnitte 
zugehörige  Elemente  sich  entsprechen,  und  insbeson- 
dere eatspriebt  der  geaieiaiebartliehea  Sekeate  eia  aaf 
ihr  selbst  enthaltener  Punkt,  und  dem  gremei nscbaftli* 
eben  Tangentendarebeebaitt  eia  aaeb  ib«  eelbat  ge» 
richteter  Strahl. 

Eine  beliebige  Gerad«  A  werde  Tea  der  gemeinsebeftlicbea 
Bekaate  8  ven  91,  9,  im  Paakte  d  and  von  den  haraa» 

nischen  Polaren  a\  b\  c\  tf ....  ihres  gemeinschaftlichen  Tangen* 
tendurcbschnittes  t  in  den  Punkten  a,  b,  C,  b....  geschnitten,  wobei 
vorausgesetzt  wird,  dass  0^,  b\  d durch  einerlei  Punkt  p  se- 
keat  es  setea  ^,  sf . .  • .  die  bavaMaiaebea  Pelerea  der  Ivakia 
0,  K  b....  IBr  je,  0,  Ct  2>*...»  welebe  also  sämmtlieb  darch  a 
gehen  müssen;  und  «r,,  r,,  </,... .  seien  die  Strahlen,  welche 
▼en  $  nach  a,  b,  C,  b. . . .  gehen;  endlich  seien  ö'\  c^ttt*....  die 
baraoBischen  Polaren  des  Punktes  d  für  K,  ^,  <i,  X)....,  welche 
also  ilMtlieb  durch  einerlei  Punkt  von  S  und  einzela  dareb 
die  harmonischen  Pole  «,  /9,  d. . . .  von  für SB,  (£,  X) . . . .  ge* 
bea  BttsBea.  Diese  vera^^guMlai«  so  sebaeideB  sieb  Je  awei  Btrab« 
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leo  ^;  c,  i/'j  äyd'',,,.  im  liarmoniachen  Pole  ? ea  ^  liir 

m,     C,  2> . . . . ;  «kW      StralkIeD  bUte^inn  Slrtkl- 

kttscbel  «  oder  i7,  weklier  mit  den  voa  «i,^!,.!}!« i^i  •.•»  gebil- 
^ten  involutoriseh  i*t  —  denn  je  zwei  Stralilen  «r,  <ar,  ....  sind 
sngeurdoete  iiarmoniscbe  Polaren  von  9  — >  der  letztere  wieder  iat 
fsit  dem  von  o',  e',  <f  . . . .  gebUdtte»  p  «der  perspektiviecli» 
und  dieser  dem  voriffen  Satze  zufolge  mit  dem  vion  a",ö"^c\tt.,,, 
^ebiideteo  B"  projeKtiviacb ;  also  ist  auch  It^  c,  </.'...)  = 

B\€^^  b'\  d\  ,...).  Bedenkt  nan  nun,  dass  in  den  Strahlbü- 
sekeia  B,  B^,  B\  B''  der  Reibe  nach  aicb  die  Strableo  sB",  9$^ 
Bf  B  ittd  wieder  «f  (oder  J^,  9p,  ,  M's  eela|ireebee,  ee  erliMIt 
■an  links,  und  äbelicber  Weise  recbts,  den  Satz: 

4.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
«der  ideale  Sekante  und  einen  reellen  oder  idealen 
Tangentendarcbiebnitt  geaeiA» 


so  liegen  die  harmonischen' 
Pule  einer  beliebifren  Ge- 
raden ihrer  Ebene  in  Bezug 
mut  nlle  dieie  K^sreleebnitte 
tmf  swei  KegelacbDitten, 
deren  jeder  die  gemein- 
•cbaftliche  Sekante  in  dem- 
jenigen Panlite  berlkrt, 
dessen  hnrBenitcho  Pola- 
ren auf  jener  Geraden  con- 
vergiren,  und  denen  jeder 
in  gemeinachaftlicben  Tan- 
gentendnrekscbnilte  dieje- 
nige Gerade  beribrt,  wel- 
che  die  harmonischen  Pole 
der  gemeinacbaftlicben  Se- 
kante  ftt«  'die  beirerfende 
Gruppe  von  Kegelschnitten 
enthält;  so  dassalsosämmt- 
liehe  Kegelschnitte,  welche 
den  verschiedenen  Geraden 
der  Ebene  entapreeben,  die 

fenieinschaftliebe  Sekante 
erersteu  Sciiaarpaarweise 
in    eiuea    und  demselben 
Pnnkte,  nnd  nnaeerdeNt  im 
^•■cinsebaftlichen  Tan- 
genten durch  schnitte,  in, 
zwei     besondere  Groppenj 
ffetrennt,    zwei  besonderej 
eiernden  beribren. 


so  nrnbüllen  die  harmoni- 
sehen  Polaren  eines  belie- 
bigen  Punktes  ihrer  Ebene 
in  Vesu^  aaf  alle  diese  Ke- 
gelschnitte zwei  Kegel- 
schnitte, deren  jeder  im  ge- 
meinscbsftlichen  Taegen- 
tendurebeebaitte  diejenige 
Gerade  berührt«  deren  bar* 
monische  Pole  mit  jenem 
Punkte  in  gerader  Linie 
liegen,  und  deren  jeder  die 
gemeinschaftliche  Sekaata 
in  demjenigen  Punkte  be-  > 
rührt,  welcher  die  harmo- 
nischenPolarendesgemein- 
eebaftliebea  Teageatea- 
dnrch Schnittes  fHr  die  be* 
treffende  C»ruj»pp  von  Ke- 
gelsrlinitten  vereinigt;  so 
datis  also  säumtliche  Ke* 
gelsehnitte»  weleba  den 
verschiedenen  Punkten  ^\pr 
Ebene  entsprechen,  im  (fc- 
meinscbaft.lichen  Tangen- 
lendarebaebaitle  pearweiea 
einerlei  Gerade^  and  ausser* 
dem  die  gcmeintchuftliche 
Sekante,  in  zwei  besondere 
Gruppen  getrennt,  in  zwei 
beseaderen  Pnaktea  berib* 
ran. 


Rückt  man  die  Gerade  A  (links)  nad  den  Punkt  (recbts)  ins 
Uaaadliebe  bineas,  ee  erhält  niaa  die  beeoaderen  Aussagen  $ 

5.  Hat  eine  Schaar  voa  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  idealeSe kante  und  einen  reallea  ader  idealen Taa* 
genteadarcbfebnitt  gemeiny 
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8o   sind   die  MittelpHoktc 

•  Her  dieser  Regeltehnitte 

ouf  die  Uinfäag^e  zweierKe- 
gelscb  Ditte  vertheilt,  «leren 

i'eder  die  gemeioschnftlicbe 
(•kante  in  Mittelpnokte 
ihr^r  Involution  xDfj^eurd- 
■•ter  harmonischer  Pole, 
uod  ausserdem  im  gemein« 

•  cbaftlichen  Tangenteo- 
4iircb schnitte  diejeoige  G^- 
radc  berührt,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meioschaft  liehen  Sekante 
für  die  betreffende  Gruppe 
von    Keg«laehnitten  cnt- 


so  umbülleo  die  Durchmes' 
ser  aller  dieaer.  K^gel* 
schnitte,  deren  zugeordnete 
einander'parallel  sind,  zwei 
Kegelschnitte,  dereo  jeder 
im  g^MciniekaftliekenTnn- 
gentendnrchsebnitte  diej«- 
nige  Gerade  berührt,  deren 
harmonische  l'ole  in  einer 
mit  jenen  Du rchmesserD  pa- 
rellelen  Geraden  liegen, 
und  ausserdem  die  gemein« 
schaftliche  Sek  ante  iti  dem* 
jenigeo  Funkte,  weicher 
die  heraioniaelinn  P«lnrea 
des  geneinscbaftlickea 
Ta  n  gen  ton  du  r  ch  sc  h  n  i  t  tes 
für  die  betreffende  («ru|ipe 
von  KegeUcbnitteii  verei- 
nigt • 


Es  sfien  *S',  A',  zwei  zugeordnete  gemeinschaftliche  Sekanten 
sweier  Kegeiscboitte  und  s  ein  üeusL'ib4'U  zugeordneter  ge- 

«cfnsebaftlicber  Tangentendnrcbsebnitt;  iemer  seien  6  die  Immt- 
niouiscben  Polaren  von  #  fürSC,  SB;  durch  «  gebe  ein  beliebiger 
Strahl,  welcher  5(  in  a,  a,.  33  in  b,  bi  schni'ldo;  eniilich  seien 
«t'i ;  f*\  die  Tungenteu  in  a,  a, ;  b,  b,j  deren  erütere  sich  in  aj, 
lelatere  in  /9|  srlineideo;  so  sind  die  Geraden  0,  b  mit  A\  bar- 
»oniaeh  5.  5.  e.),  und  die  nnf  0,  &  liegenden  Pnnfctn  ^, 
gehören  eineripi  Strahle  von  Jt  an,  nämlich  der  zugeordneten  harmo- 
nischen Polare  von  sa  für  %  und  23  zugleich.  Es  werde  nun  eine 
beliebige  von  jeuep  vier  Tangenten,  z.  U.  a',  von  AI,  «V,  io  ^.  d,, 
ran  6\  b\  io  <r,  o,  nnd  von  h  in  /9,  gescbnitten,  so  sind  1)  4ie 
Punkte  4,  0,  mit  a,,  harmonisch,  weil  Sy  mit  a.  b  hämo* 
ntteh,  und  l)  wenn  a,  derjenige  Punkt  ist,  in  welchem  die  bar- 
nonischc  Po  are  von  a  für  die  Tangente  a  schneidet,  so  sind 
a,  a,  Wechselpuukte  ttir  21,       also  die  Punkte  auch  mit  a, 

a,  harmonitch  (Corollar  an^.  5.  13.).  Ebenso  aber  anch  sind  die 
Punkte  (T,  er,  1)  mit  den  Punkten  a,./^,  harmonisch,  weil  die  Ge- 
raden  //,  h\  mit  »^^y  b  es  sind,  und  2)  auch  mit  den  i*unklen  a,  a,, 
weil  die  harmonische  Polare  von  a  für  33  durch  deu  barmoni« 
schon  Pol  ?o^  «4  für  O,  und  dnreb  d,  geht,  abo  4le  Geraden 
V^Vy  mitßtü^ßtüt  barmoninch  sind.  Hieraus  folgt,  dass  die  Punk* 
tenpanre  0,  ^,  und  (T,  (r,  identisch  sind,  d.  b.  dass  die  Tangenten  • 
a'  und  b'  auf       und  die  anderen  a'  und  b\  auf  coovergiren. 


u.  i.  w. 

6.  Legt  man  durch  einen 
reellen  oder  idealen  ge- 
meinschaftlichen Taogen- 
tnndnrehs«bnltt  swotar  be* 


0.  Zieht  man  von  irgend 
einem  Punkte  einer  reellen 
oder  idealen  gemeinschaft- 
lieben  SeJtanta  sweiar  ka« 


*y  Hiernach  sind  die  im  3ten  Theil  des  Archivs  S.  232.  und  239.  fttebrn- 
den  Sätze  tu  verallgemeinern  und  neeb  femer  zu  bericbtifen« 
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Jiebiger  Kegelschnitte  ir> 
^end  eine  Gerade,  welche 

teden  derselbeo  iu  zwei 
'«■kteo  tcbncidel,  MI* 
den  die  Tangeaten  in  die- 
sen Punkten  ein  volldtändi- 

6 es  Vierseit,  dessen  eine 
iagoBale  Bit  d«tt  Weeb* 
selstrahle  jener"  Geraden ^ 
die  beiden  anderen  mit  den 
jenem  Tangente  ndurch- 
achnitte  zugeordneten  ge- 
BeiBicbeftlielleB  Sekentea 
beider  KegelaehBitte  xa* 
aeaimeBfelleB. 


liebiger  Kegelsr h  u  itte  an 
dieselben  zwei  Tuur  Tan- 
genten, so  bilden  dereuBe- 
rSbrupgapunkke  eiB  voll- 
ständiges Viereck,  Yondei« 
sen  Gegenseiten  das  eine 
Paar  im  Wecbselpunkte  je- 
Bee  pBBktea»  die  BcIdeB  bb* 
deree  in  dee  jeeer  Sekante 
zugeordneten  gemeinschaft- 
lichen Tangen  tendurch- 
•  scbnitten  beider  Kegel« 
iebaitte  conv^rgiren« 


7.  Rat  eiee  Scbeer  tob  KegelaebBitteii  eiae  reelle 
oder  ideale  Sekante  ond  einen  ibr  zugeordaeteB  reelles 
eder  idealea  TaBgeBteadarebacbaitt  geaieia» 


so  bilden  die  Tangenten  al- 
ler  dieaer  Kegelacbaltte, 

deren  Berührung'spunkte 
Mit  dem  gemeinschaftlichen 

Tangentendurcbscbnitte 
iB  gerader  Liaie.  liegea, 
zwei  Strablbllaebel,  deren 
Mittelpunkte  auf  der  ge- 
meinscbafilicben  gekaute 
liegeo.  .  ^ 


so  bilden  die  Berübrungs- 
paakte  der  TaagenteB,  wel- 
che von  einem  beliebijgea 
Punkte  der  gemeinschaftli- 
chen Sekante  an  alle  diese 
Kegelaebaitte  gelegt  wer- 
den, zwei  Gerade,  welche 
nach  demgeroeinschartlicbea 

Tangentendu  rcbscbuitte 
gerichtet  sind. 


Da  nun  von  allen  diesen  Tangenten  (linksl  je  zwei  demselben 
Kegelschnitte  angehörige  sich  auf  dem  Wechselstrahle  der  Geraden, 
weiche  ihre  Berührungspunkte  enthält,  schneiden,  und  allemal  die 
eiae  des  elaea,  die  eadere  deai  aadeiea  der  erwibatea  awei  Strabl- 
BBgebötit,  so  folgt  saaäebat: 

8.  Jeder  Punkt  der  ge- 
lueinschaftlichen  Sekante 
der  genannten  Scbaar  tob 
Kegelschnitten  istderMit- 
telpuukt  zweier  projekti- 
viscben  Strahlbüschel,  de- 
rea  eattpreebeade  Strab« 
lenpaare  aUeMal  zwei  Tan. 
ffenten  eines  und  desselben 
Kegelschnittes  sind;  und 
zwar  sind  sowohl  auf  der 
gemeinschaftlieben  «  Se- 
kante als  im  gemeinschaft- 
lichen Tangen  teo  d  u  rch  • 
schnitte  entsprechende 
Strablea  vereiaigt. 
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8.  In  jedem  Strahle  des! 
g'emeinschaftlicbea  Tan- 
geateadarchscbnittea  der 
erwähnten  Schaar  von  Ke» 
gelschnitten  fallen  zwei 
projektivische  Gerade  zu- 
atfaiBea,  derea  eatapre- 
ebeade  Punktenpaarc  alle- 
mal einerlei  Kegelschnitte 
auf  bestimmte  Weise  ange- 
bdren,  und  zwar  sind  so- 
wohl i»  geaieiaschaftli. 
eben  Tangenten  durch- 

schnitte als  auf  der  ge- 
■  einscbaf  tlicben  Sekante 
eataprecbeade  Paakte  ver- 
eitaigt.. 
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Und  da  aus  dem  zuletzt  Bemerkten  zugleich  folp-t,  dass  ein  je> 
der  der  beiden  Strahlbüschel  (links)  mit  dem  von  den  harmonischcB 
Polaren  des  gemeinscbaftlicheD  TaDgeoteodurcbächoittes  gebtldelen 
persnektlTitdi  ist,  qb4|  im  danelbe  won  alles  aDdereo  derfcleicliea 
Straiilhüsclieln  gilt;  da  dies«  also  alle  mit  einem  nnd  demselbea 
Strahlhüschel  «Iso  auch  unter  einander  projektivi^ch ,  und  zfvar, 
weil  im  gemeinschaftlichen  Strahle  eotsprecbende  sieb  Tereioigeo, 
fienpcktivtseb  sind,  so  folgt  weiter:  ■ 


9.  Alle  Strahlen  des  p:?- 
meinschaftlichen  Tungeu- 
tendurcbscbnittes  sind  auf 
vierfaeba  Weite  la  Aaie« 
buDg  der  Paolite,  in  wcl 
eben  sie  die  genannten  Ke- 
gelschnitte scbaeideo,  per- 
tpektivisch,  nad  «war  lie- 
gen h r  i  je  zwei  Strablea  die 
vier  l'rojektionspunkte  auf 
der  gcmeiascbaitlicbeo  Se- 
kante. 


9.  Je  zwei  Punkte  dercre- 
m  e  i  n  s  c  h  a  ft  Ii  c  h  rn  Sekante 
sied  die  Mittelpunkte  von 
Stral^lbOtchela,  wclebe  aaf 
vierfache  Weise  ia  Aata- 
liung  der  an  die  genaonfea 
Kegelschnitte  gehenden 
Tangeatea  peripektiriscli 
siad,  «ad  twar  gehen  ihre 
vier  perspektivischen 
I>  uro  Ii  schnitte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Taa- 
geateadarcliiebBitt. 


literai  wUtdea  lid  bm  «aeb  el«e  itroete  Meage  rvn  Sifsea 

nber  Systeme  ron  Kegcbcbaitlen  mit  einei^  gaaieinsrhaftlicbea 
Sekante  oder  mit  einem  gemeinschaftlichen  Tangontondurchscimitte 
und  über  die  dieselben  berührenden  Kegelschnitte,  über  Osculation 
nnd  doppelte  Berübrnng,  dnrcb  welche  letztere  erst  die  bisher  ent- 
wickelten Eigenacbaftea  ia  ibrer  grösstea  Allgeaeiabeit.und  ia  ihftm 
eigentlichen  Wesen  sich  darstellen,  endlich  Constructionen  der  Re-' 
gelscbnitto  mittels  sogenatinter  imaginärer  Bedingungselpmenfe  — 
anschliessen.    ludessen  das  hier  Mitgetheilte  scheint  dem  im  Ein- 

Sange  angegebeeea  Zweelte  sa  geuBgea.  Der  berOhaite  Bafdeelker 
er  Gesetze,  welche  hier  aagewaadt  worden,  hat  dieselben  die  i  n  • 
nere  Natur  der  Sache  genannt;  dass  sie  dieses  sind,  d.  h.  düss 
sie  in  Einem  zugleich  Princip,  Methode  und  (ve^enstand 
«der  fortscbreitenden  Betrachtung  sind,  dafür  dürften  die  fcrigenscbaf- 
lea  der  iafolutoriBebea  Gebilde,  so  uaYellkeaiai^a  sie  hier  aaeb 
Miver  dargeeteUl  werden,  ata  ein  Belag  iH^r  ersebeiaen. 
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XIX. 


Beitrüge  zur  frystemattscbea  DarsleUuiig  der 
allgemeineii  Arithmetik. 


Herrn  L.  Baliauff, 
Ltlif«r  4«r  MatimMatSk  an  4wt  Mugenckuk  n  TiicK 


A.  Gröfitm  «od  einfaebe  BehandlängtsciebeB. 

f.  -1.  Di«  ii  'der  Arithaelik  vorfusgesatiteB  Graodkegriie 
sind: 

1)  Der  RpQ^rifF  der  Grösse. 

2)  Der  UegriiT  der  Gleicbbeit  zweier  Grögsco. 

3)  Der  Begriff  des  Addireos  einer  Grösse  zu,  uod  des  Subtra- 
kifMia  eiaer  Gröna  tod  efoap  aadera. 

Als  Postulat  wird  verlangt: 

1)  Die  Gleicbbeit  zweier  Grössen  erkennen  zu  können. 

2)  Eine  Grosse  zu  einer  andern  addiren  uod  ?an  dersaiben 
anbtrahlrao  s«  kSaoen,  weoo  beidaa  möglich  ist. 

Zwei  GrÖisan  kaissen  gleiak artig,  wenn  sich  die  eine  tu 
dar  andern  addiren  und  von  derselben  subtrnbiren  lässt.  Es  kann 
aar  zwiscben  tflcicbartigeu  Grösseo  von  Glaicbbeit  oder  Uogleich- 
kait  die  Rede  sein. 

^  %  Die  io  4.  1*  aogegcbadaii  GraiNlkeffriffe  lind  kalMr 
eigentlichen  Definition  fähig.  4^s  anaa  aber  durch  Grundsätze  so 
viel  von  ihnen  ausgesagt  werden,  dass  der  Umfang  derselben 
vollkommen  /estffesteilt  ist..  Die  Gesammtbeit  dieser  Grundsätze  er> 
aalst  akio  doa  Daiiaitiaii  dar  abtgan  Begriffe;  sla  kaan  aber  nickt 
als  eiaa  eigcatllcba  Definition  betrachtet  werden,  da  tkr  die  Forai 
einer  soTclien  ff  lilf  und  da  keine  Auflösung  dar  1.  avg^abaaail 
Postulute  aus  ihr  bergeleitet  werden  kann. 


ailsa  sind  abar  abaasa  wiNkabriiab,  wia  jada  aignHIeka  DaGaitioB 

der  Arithmetik.  Mau  reckaet  eben  aar  solche  Dinge  zu  den  Gros«  ^ 
sen,  man  nennt  nur  solche  Verknüpfungen  zwiscben  (ürössen  Addi- 
tion und  Subtraktion,  die  diesen  Grundsätzen  genüffeo.  So  wie 
•bar  dia  aUgciaaiaaD  'Sätea  der  Antkaietik  auf  aiaa  bcaaadera  Alt 
100  Grässaa  aagawandt  werden  sollen,  muss 'erst  nacbgewiesen 
werden,  dass  aucb  jenaa  Graadiülaan  daiah  dia  batrafftfadaa  Defiai» 
tionen  genügt  sei. 

Vorläufig  loUeu  hier  folgende  Sätse  als  Gmadsätze  aufgestellt 
Warden: 


Voa 
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I)  Sind       B,  C gl«iebftrli|f,  m  iat  «nch  A:±i B^C  mt 

B  uud  C  gleichartige. 

II)  Aus  den  Gleicbuogeo  A=       ß  =z  C  folgt  die  Gleicbnog 

III)  Es  ist  A-\-B—  C=nA^C'\-  B=  B-^A~  C  etc. 

IV)  Aus  AzszAt  B=zB\  Cz=,V  fokt  Az^BzizC=  A 
dzB'dzC: 

V)  EBht  A'^B-i'B^A.'^n        A-^B^B^sA,  • 

VI)  Bi  iil  AH'(BzkzC±B)tmA-^B^C:ßt:B. 

Aot  dieira  Sitten  folgt  4er  Lebnats: 

VII)  A--{BdzCdbD)  =  A-^ß=pC::^D. 

Alle  diese  Sätze  gelten  aber  nur  unter  der  Vorausaetxung,  dass  die 
einzelnen  vorkonimeDden  Summen  und  DiflTereozen  mogircli  sinJ. 

Dass  diese  Grundsätze  keinen  Widersprach  in  sieb  selbst  ent- 
kalteo  (die  eiozige  BedioRUDg,  die  die  willkiUirliche  AttfeteUaeg 
derselben  beecbränfct)9  felgt  deraM,  dass  sie  s.  B.  Är  Lftagea 
gelten. 

4.  3.  Ein  Bebandlungsxelchen  ist  ein  Zeichen,  welches  vor* 
schreibt,  dass  mit  einer  Grösse  gewisse  Veränderungen  voig«o»ai- 
•B»A  werdea  feile«,  dnreb  welche  eine  mit  der  bebandelten  glelcb* 
artigfe  Grösse  entsteht. 

Die  kleinen  Buchstüben  sollen  in  dem  Folgenden  Behaudlungs« 
seichen,  die  grossen  Grüssenzeicbeo  sein.  Für  beide  gilt  die  be- 
kannt» Besehrttnknog,  dass  in  ^ner  Datenoebvng  ein  aed  derselbe 
Bucbstabc  eine  und  dieselbe  GrSsse  oder -eine  nM  dieselbe  lieh— d» 
lang  einer  Grösse  bezeichnet. 

Das  Produkt  X  .  a  oder  aX  bezeichnet  eine  Grösse,  welche 

entsteht,  wenn  man  \  nach  der  Vorschrift  von  «  behandelt. 

X 

Der  Quotient  A'  :  a  oder  —  bezeiclinet  eine  Grosse,  deren 

a 

Produkt  in  ist,  üd  dnss  man  also  bat:  .\  :  a  .  a  =  .V. 

Es  uiuss  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  der  .\lultipti« 
kaad  oder  die  Biabeit  des  Produktes,  so  wie  der  Dividend  des  4|no- 
tienten  isuner  ein  GrÖ8sens<eieben;  der  Maltiullkuior  oder  Divi- 
sor Immer  ein  Behandlun^szeichen  ist.  Das  Produkt  oder  der  Quo- 
tieot  bezeichnet  eine  mit  den  Multiplikanden  oder  Dividenden 
gleichartige  Grösse. 

Die  Gleichung  zwischen  zwei  Behandinngszeichen :  «scae  A  be- 
zeichnet, dass  die  Produkte  X.a  und  \.6  gleiche  Grössen  sind 
(bezeichnen),  welche  Grösse  auch  A  hezeichnr^t.  Bezeichnet  B 
eine  bestimmte  Grösse,  so  darf  man  aus  der  Gleit hheit  vbn  E,m 
■ad  B,h  neeh  niebt  die  Gieiebheit  f—  «  nlid  ^  folgern.  Brst 
dann  ist  dieser  Scbluss  erlaubt,  wenn  aan  für  1?  jede  Grösse  setten 
kann ,  obao  dass  die  Gleicbnng  B ,  B *  S  aufibört  richtig  ta 
sein. 

Aus  den  Gleichungen  0  =  ^,  ^  =  e  folgt  o  s=  c.  Denn  aus 
der  Gleichung  fol^t  A  .  «:=  A  .  ^;  ana  der'Gleicbung  &z=ze 

folgt  X  .  ^  =  A  .  r.  Dalier  ist  auch  A  .  a  es  X.r;  aleo,  da  X 
jede  Grösse  bezeichnen  kann,  auch  a  =  r. 

§.  4.  Die  eiuCachüten  Bebandlungszeichen  sind  die  gfnzen  ab« 
aelaten  Zahlen  •  die  eiats  TervielMung  der  Snhnit  anieigen  nnd 
4ie  durch  die.  Gleicbnngen 


Digitized  by  Google 


261 

XAz=iX,  A.2=X-*-A,  X.3=A.2-f-X=X-^X-4-X,  etc. 

definirt  werden.   Bezeichneo  p  uud  7  ganze  absolute  Zahlen,  sa 

SrfteB  folgende  SItse,  die  hier  aufgeführt  werden,  ob  eine  Ein- 
•ilung  der  BehaDdiungszeicbea  fiberbaupt  darauf  so  begründen. 

I)  Aus  X  z=  Y  folgt  X.pz=  Y.p,  und  alle  Grössen,  die  durch 
das  Zeichen  A  wo  \  und  //  gegeben  sind,  bezeichnet  werden 
dürfen,  sind  gleich.  Das  Produkt  einer  gegebeneu  Grösse  in  eine- 
gegebene ganze  Zahl  ist  also  TeHkoMen  beitiamt. 

II)  Es  iat  eXdb  Yzt:Z).p=X,pdt:T.p^Z.p. 
Iin  Ks  ist  X  .p  ,gz=z  X  .q  .  p. 

IV l  lui  ist,  wie  leicht  zu.  heweiaen,  Az=z B  M,  Die 
fHfferens  zweier  leicben  GrÜMeo  bezeichnet  man  ait  O  und  jede 
Grösse,  die  nicht  =  0  ist.  soll  io  dem  Folgendeii  eine  angebbare 

Grösse  heissen.  Ks  kann  alsdann  als  Grundsatz  vorausgesetzt  wer- 
den,  dass  das  Produkt  einer  angebbaren  Grösse  in  eine  ganze  ab- 
solute Grösse  wieder  eiue  angebbare  Grösse  bezeichnet. 

f.  &.  Sind  jetzt  p  und  q  Rehändlnogazetehen  in  der  alliifa- 
■einatea  Bedeutung  des  Wortei»  ao  könaen  folgende  Ontenehei- 
duuiren  gemacht  werden. 

I)  Ist  X  eine  gegebene  Grosse,  so  sind  entweder  alle  Grösaen, 
welche  dareb  X,p  beieicbaet  werdea  dtfrfea,  einander  gleich  nnd 
aus  A  =  K  folgt  mit  Nothwendigkeit  X.p=:z  Y.p,  d.  h.  die  durch 
X  .  p  bezeichnete  Grösse  ist  vollkommen  bestimmt,  oder  die  Behand- 
lung der  Kinheit,  welche  p  vorschreibt,  genügt  diesen  Bedingungen 
nicht.  Im  ersten  Falle  soll  das  Behandiungszeichen  p  eindeutig, 
in  zweiten  Falle  vieldeotig  oder  unbeatiainit  genannt  werden. 

Die  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  nnd  Brüche  sind  bekanntlich 
eindeutige  Behandiungszeichen;  dagegen  ist  5-f-\V^4  ein  zweideu- 
tigea  Behandiungszeichen,  indem  A. (5-1- 4)  sowohl  dem  Jiachen, 
au  nach  de«  mchen  von  X  gleich  aeitt  kann.  In  dem  Folgen- 
den aolleii  die  einfachen  Bnehjvtaben  eindeutige  Behaadlnagsaeiefaea 
aeio. 

II)  Es  ist  entweder  (Xzb  Y ±1  Z)  .p  =  X  .p  ±1  Y.pz^Z.p 
oder  dies«  Gleichung  fipdet  niclit  statt.  Ist  diese  Gleichung  rich- 
tig, welche  Grössen  ench  X,  K,  Z  sein  aögen,  ■o'ioll  p  ein» 
Zahl  heissen.  / 

Ks  ist  leicht  zu  ersehen,  duss  hier  der  Begriff  der  Zahl  weiter 

Sefasst  ist,  als  es  gewöhnlich  geschieht.  Süe  sind  hier  nomeotlich^ 
iejenigea  Behandlqngiaeichea  mit  in  den  Zahlen  gerechnet,  mit 
welchen  sogenannte  symbolische  Rechnungen  vorgenommen  werden 
können.  Fällt  z.  ß.  die  zu  behandelnde  Grösse  unter  die  Form 
A,^{jX)t  wo  ^{x)  eine  beliebige  Function  von  a:  bezeichnet,  so 

gehoMo  die  Zeichen  /*''daß,{,-^  mt  an  den« Zahlen,  wib«. 

a 

read  sin,  cos,  log  nicht  dazu  gerechnet  werden  dürfen. 

Hl)  Iit  fiir  jedea  X  X.p  X,q .p ^  ao  aollon  p  nad  f 
gleichartige  Behaadlun^zeichen  heissen;  ist  dagegen  diese 
Gleichung'  nieht  allgeaMia  richtig,  ao  aollea  p  and  f  ungleichartig 
heissen. 

Gleichartige  Zahlen  sind  also  1.  B.  alle  rationalen  nnd  irratio- 

nalen  Zahlen  unter  sich;       und  und  jede  von  .r  unabhän- 

gige  rationale  oder  irrationale  Zahl.  Ka  muia  noch  bemerkt  wer« 
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den,  dass  aus  der  Gleicliarügkeit  von  p  und  ^,  und  von  ^  und  r 
keineswegi  die  Gleichartigkeit  von  y.  aod  r  lolgt.  So  ist  z.  B. 

gleicliaiiig  mit  0;  0  gleichartig  mit      aber  oidit  ^  aiit  Jir. 

IV)  Beseichaet  dai  Produkt  eioer  jedea  angebliarea  Grtee  im 
p  wieder  eiae  aagebbare  Grttsaa,  ao  soll  p  cio  angebbarea  Bekand* 

Inagaaeiclicn  genannt  wrrdeu.  p  sull  aber  nicht  mehr  angebbar 
heisseo,  wenn  das  Produkt  aucb  nur  einer  eiuaigea  oogekbaren 
Grösse  in  p  =  0  ist. 

So  ist  ^  nicht  aogehbar,  indem  ^{aJü)  —  0  ist,  obgleich  a^b^ 

•ngebbar  seto  kann. 

§.  6.  Aus  den  in  dem  V  origen  aufgesteiilen  Begriffen  ergebeo 
aieh  mit  Leichtigkeit  folgeade  Lehrsfttxe: 

I)  Aus  A'=  Y,  a  =  6  folgt  X.a=  F.  ^,  weao  m  nu6  6  eio- 
deutig  sind.  Denn  da  a  eindeutig  ist,  so  folgt  ans  X=  Y  X.a 
s=  M.a;  aus  uz=ih  folu't  1'.«=  l'.A.    Daher  ist  \  . « =  Y.L. 

II)  Weuu  a  eine  Zulil  iüt,  »o  ist  (X  d=  i  Z) .  a  =  X  .  0 
=k  F. «     Z .  ^.  Folgt  anmittelbar  ana  f.  5.  11. 

'  III)  Sind  0  nnd  ^  aagebbare,  eindantige  Zahlea,  ao  Ibigt  aus 
X.0=         und  a=<^  auch  X=  K 

Aus  a  =  ^  folgt  y.a=  }'./^;  daher  ist  X.na-='Y .a^  also 
0  =  X  .        F.  ar=:(X—  1) .  /7,  da  ar  ema  ZahL  Wäre  non 
X —  Y  angcbbar,  so  mfisste,  da  a  an£>:ebbar  iat,  aoeh  (X —  F)«« 
angebbar  sein.  Da  dieses  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  A  —  F^ 
also  X  =  1-1-  O  =  1 -t-      —  J)  =Y-{-J-J=Y  sein. 

IV)  Aus  X=  Y  und  a=.h  folgt  X:0  =  Y.üy  weuu  u  uad 
b  angebbar  sind.  Deaa  es  iat  X:«r«=5X,  F:6.A=:  F;  also 
X:a.a  =  Y\b  .h\  BithiBj  da  a  und  h  angabbar  «ad  gleich  aiad, 
X:«=l':<^.  (III) 

.  V)  Ks  ist  (Xd=  I=t:Z):a.=  X:a±  r:«=fcZ:»,  wenn  a 
«Ina  angebbara  Zahl  ist«  Den« 

(X;«±  y:0dr  Z:flr)./7  =  X:0.0zt  y:«.«d=Z:«.# 
=  Xd=y±Z  =  (X=t:  y:±:Z):«.«; 

daher,  weil  u  angebbar: 

X:«dby:«±Z:«ss(Ji:dbyd=Z):«. 

Tl)  Sind  «  aad  d  glelcbartiga  Zahlea,  «o  bt{  X.ar.&sX 

,6.a,  X,ai6zssJ[.t&,0,  X:a:6=:X:6:a,  wenn  alle  vorkosi" 
raenden  Divisoren  angebbnr  sind.  Der  erste  Satz  folgt  aus  der  Er- 
klärung gleichartiger  Zahlen.  Für  deu  zweiten  bat  man  X.b.a.b 
ssXiA.A*msssX,a=s  X  ,  a:b ,  6^  also,  wenn  6  aogebhar, 
X :  6  .  w  s  X .  •  :  ^.  Aahnlteh  iat  dar  Bawaia  für  dao  dritten 
Batz. 

Ist  a  eine  angebbare  Zahl,  80  iat  X  .  a  :  m      X:  a  .  a  =  X. 
Man  darf  aber  aickt  oDbedii^t.  aels>Q:  (^X):^ss: 
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B.    Ralionale  Ausdrücke  aus  elüfacheo 
Bebap^iuogsxeichen. 

f.  7.  Siod  6t  e  eisfeqlie  BebMÜngszeicLen,  so  iat  a=i=d 
ein  BelintidlungszeicbeD,  weIcLes  voriclireibt,  duss  die  Einheit 
mit  a,  mit  b  und  mit  o  noiiiplicirt  und  dais  die  eotstebenden  Pro- 
4ttkte  addirt  oder  «obtrabirt  werden  lolleD.  m»b:e  lebreibt  vor, 
«  llasa  die  Eiobeit  mit  a  niultiplicirt,  das  Ergebniss  mit  ö  multiplicirt, 
niid  das  jetzige  Ergebiiiss  durch  c  dividirt  werden  soll.  Die  Defi- 
pitioD  dieser  Zeicbcu  ist  daber  cotbalteD  iu  deo  GleicbuDgeu: 

o4er  aucb 

X .  (: « .  ^ :    =  X : « ,  6 :  c. 

A«B  diesrm  ergiebt  sieb  leicbt  die  Bedeataag  lOiMlMeBgesete- 
t^rer  rafionaler  Ausdrürke  nus  einfnchen  BebandlungazeicbeD.  Per- 
ner  länst  sich  leicht  zeip^cD,  dasH  a=i=^d=c  und  a .  <^ :  c  eindeutige 
BebandluugszeicheD  siod,  wenn  iu  den  Jetziern  nur  aogebbare  Di- 
visomi  vorktiaaeii. 

f.  8.  Lebrtitie: 

.  I)  Aus  «  =  »',  l,=:ö\  cz=:c'  folgt  adbÄdbc  =  a'±Ä'dbe'<i 

II)  Es  ist  a~\^lf  —  cz=za  —  c  -{-  b  =b-^m  —  C  «tc 

III)  a-V-b  —  bsaa^  m^b-i^bzszm, 

IV)  <i-|-(jr-|-y— »)Ä«-f-«+jf^«. 

V)  •*—(jr+y— —  jf-l-ji. 

Die  Beweise  dieser  Sätze  siod  «iauidM'  gaoz  äbolicb.    Hq  ist 
B.  fiir  IL: 

« 

X  ,  (a  -4-  ^  —  c)  =  X  .  flf  -4-  X,b  —  X.e;' 

NoD  ist 

dnber  auch  X.(a-i-b  —  r)=X.(»  —  c -\- b).  Da  hier  aber  of- 
fenbar X  jede  Grösse  bezeicboeo  kann,  so  folgt  ans  der  Erkläruoj; 
der  OMcbiing  swfseben  BcbandInngszeicbeD  a-^i—ess  tt'-^e^o, 

VI)  a  -i-  b  —  r  ist  eine  Zabl^  wenn  a,  b^  c  Zahlen  sind  und 
ist  mit  jeder  Zahl  gleichartig,  welcbe  mit  «,  ^,  e  gleicksrtig  iat. 

Beweis.     Es  ist 

(XdkX).(«^^-«)  SS  (X  ^    . « -h  (X  3t  X) .  ^  -  (X  db;  y).« 

SS  X.«db:  F.  •  +  X.^db  F.^  —  X.eqF  X.c 
a=  X .         Ä  —  c)  db  F.  («-♦- Ä  — c}; 

■kbin  ist  a-^  b  —  c  nach  §.  5.  II.  eine  Zahl. 

I«l  m  mut  mk  »9  6,  c  gleicborlige  Zabi,  M  iat 
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X.W.  (a^-h  b  —  c)=X.  ».«-+-  \  .m.b  —  X.M.e 

=  X.a.«+X.6.M  —  X.c.M 
=s(X.«  + X.  X.«).« 
=  X,(4i-|-Ä— c).«; 

daher  ist  auch  a-^b  —  c  mit  m  gleichartig  (§.  5.  III.). 

0  ist  eio  BebandluDgszeicheo ,  detiairt  durch  die  Gleichung 
X.0=  0,  wo  X  jede  Grösse  sein  kano.  Es  erffiebt  sich  bierans, 
dass  0  =  der  Diflferenz  zweier  gleicbeo  Zahlen,  Mso  WßiA  eise  ZabI 
«od  mit  allen  andoro  Zablea  gleiehartig  aei* 

^.  9.  Lclirsütze: 

V)  a  .b'.c  ist  eine  Zahl,  wenn  a,  b^  c  Zahlen  sind,  und  ia4 
nit  jeder  Zahl  gleicliartiff,  welelie  mit  «,  b,  e  gleichartig  ist,  vor- 
ansgesetst,  dass  alle  in  aiesea  Amdracke  ? orkoameadeB  Dit isorea 

angebbar  sind. 

/      Beweis.    Es  ist,  wenn  <7,  b^  e  Zahlen  und  c  angebbar:  (X 
y) .  (a  .  Ä  :  c)  =  (X  =*=  1)  .  a  .  Ä  :  <?  =  (X  .  «  ±  T.      .  4  <? 
=:(X.«.Ädb  Y.a.b)icz=zX,a.biedti  Y  .  a  .  b  :  c  X. 
.  (0  .  ^  :  c)  :i=  Y\  (a  .  b  :  c)\  also  a  .  b  :  c  eine  Zahl  {§,  5.  Ii.). 

Ist  ferner  m  mit  b,  c  gleichartig,  so  ist  X  .  (a  .  b  :  c)  .  m 
=:  X  .  a.  b  :  c  ,  m  =  X  .  u$  ,  a  .  b  :  c  =  X  ,  m  .  (a  .  b  :  c)-^  also 
•  ,  4 :  e  Bit  fli  gleiebartig  (f.  5.  III.). 

II)  Sind  ay  b,  c  gleichartige  und  angebbare  Behandlungssel* 
eben ,  so  ist  X  :  {a  .b  :  c)  =zX  :  a  :  b  .  c.  Denn  X  :  a :  b  .  r  .  a 
.  b  :  r  z==  X  =;  X  :  {a  ,  b  :  c)  ,  a  •  b  :  Cf  woraus  sich  leioht^der  l.idbr- 
■au  ergiebt. 

III)  Aus  a  =  0',  4  s     r  =  c'  folgt,  wenn  die  Divieoren  aa- 
gebbar  sind,  a  .  b  :  c  =     .  b' :  c'. 

IV)  Sind  0y  b,  e  gleichartige  BehaDdlungszeichea  und  C  an> 
gebbar,  so  ist  a  .  ^  :  c  =:  a  '.  c  ,  b  =^  :  c  .  b  .  a  etc. 

V)  m,{m.&te)s=m»m,öie,  wenn  die  Diriioien  nogebbnr. 

VI)  m:{a  .b:  c)  =  m:ai6.ef  wenn  die  Difiaoren  «ngebbar 
.und  fj,  b^  c  cricichartig  sind. 

\11)  {a±b)  .m^=.a  *m-^b  .m^  wenn  m  eine  Zahl. 
Vlil )  (adb^):ni=«:asdb4:at,  wenn  es  eine  nngnbbnrn * 
•Zabl. 

IX)  »»  .  (»  it  <5)  =  /w  .  «f  rfc  #w . 

Die  Beweise  der  Slitze  III.  —  IV.  sind  einander  ganz  ähnlicb.  . 
So  ist  für  III.  X  .  (a .  ^  :  c)  =  X  . a  .  ^ :  c,  X  .{fl\c»b)z=z  X.a.c.b. 
Unter-  den  Voranaaetsnn^en  des  Lebrsatsea  ist  aber  X  .  «  .  4  :  c 
=  X.a:c.^;  daher  auch  X.(a.^:  r)=  X.(«:0.  Da  maa 
sich  hier  für  X  jede  firiissc  gesetzt  denken  kann«  ao  ist  nach  der 
Erklärung  der  Gleichheit  a.^:c  =  a:c.^. 

Aas  den  Sätsen  der  beiden  letsten  Paragraphen  erapieht  eich, 
'  dass  Jeder  rationale  Ansdmck  ans  Jansen  ahsolnten  EaUea  gld^ 

einem  Ansdmck  von  der  Poroi  *e~~d  ^'  ^'  ^'  ganaa'Zah- 

Icn  sind,  vorausgesetzt  dass  in  dem  Ausdrucke  nur  abgehbare  Di- 
Yisoren  rorkoMen.   Es  wird  dabei  aogeaoMaen,  dau  sun  die 

Summe  und  die  Differenz  zweier  iranzen  ZaBlen,  als  eine  ganze  Zahl 
berecluK-n  koiiue.  Bezeichnet  n)  die  Summe  O-f-«  und  ( — «) 
die  Üiücrenz  0  —     so  ist  also  jeder  rationale  Ausdruck  aus  ganzen 
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Zahlen  =  rb     ,  also  gleich  einer  reellen,  raiioBalen  Zahl.  Hier* 

ans  folgt  dann  wieder,  dass  auch  jeder  rationale  Auidruck  ans  raelr 
leo,  rationalen  Zahlen  ==  einer  rationalen,  reellen  Zahl  ist,  immer 
unter  der  VoraasaeUung,  dass  nur  angebbare  Divisoren  vorkommen. 

• 

C  Ungleichheit  von  Grössen  nmd  Zahlen;  absolute, 
poaitive  nnd  aegative  Zahlen  und  Gröaaen. 

f.  10.  Zwei  Grdasen  heissen  einstimmig,  wenn  sie  in  allen 
ihren,  in  Betracht  kowneadan  Vigenscbaften  üheniBstimMa  and 

sicli  nur  durch  ihre  etwa  verscbiedene  Grösse  von  einander  unter- 
Hcheiden.  Sind      und  S  swei  einstimmige  Grössen,  und  latA — JS  ^ 
eine  mit  ^  und  Ji  einstimmige  angebbare  Grösse,  so  heisst  ^  dem 
ahMlatea  Warthe  anch  gritoaer  ale  B  (vaL  ahe.  J'^^nSL  ahe.  Sy 
2Uir  näbera  BealiaiMng  dieeer  Beffriffe  dienen  folgende  CSrnnd-' 
latse,  die  also  zu  den  in  f.  2.  angeführten  nocli  hinsukommen. 

I)  Die  Summci  mehrerer  einstimmigen  (jirössen  ist  mit  den  ein- 
sdaeaTheilen  einstimmig  und  angebbar,  wenn  nur  einer  der  Tbeile 
ang^bar  ist. 

II)  Zwei  einstimmige  Grössen  sind  entweder  ninaader  gleifh 
eder  die  eine  ist  grösser  als  die  andere. 

III)  Von  jeder  angebbaren  Grösse  lässt  sich  ein  Vielfacbes  an- 
geben, welehee  grftiaer  iet  als  jede  mit  ihr  eleatiniaiige  firtaee. 

Dar  in  4.  IV.  angenommene  Grundsatz  ist  eine  unmittelbare 
Folge  ans  I.,  braucht  alao  aUGrandeata  aieht  weiter  beräcku^hligt 
sa  werden.  ' 

Aas  den  eben  angwehenen  SätM  laeeea  eich  die  veieehiadeaea 
l^hrsätxe  über  die  Dagwiehheit  eiaeliaiaiiger  Griaeea  Leiehtig» 
Ikeit  herleiten. 

§.  11.  Ist  die  durch  X  .  m  bezeichnete  Grösse  immer  mit  X 
einstimmig,  so  heiast  das  Behaodlungszeicben  m  ein  absolutes.  Ein 
Behaadlaagsuiehea  iraa  der  Porai  9*4- et  iMiaet  aladaaa  eia  |NMit^ 
vea,  eins  von  der  Form  0  —  aa  eia  negatives  Bebaadlaagaaeithaai 

a  heisst  grösser  als  ^  oder  kleiner  als  ^,  jenachdem  a  —  b  einem 
positiven  oder  einem  negativen  angebbarea  BeUandiungsaeichea 
gleieh  iit. 

Die  ans  diesen  Definitionen  sich  ergebenden  Lehrsätze  öber  die  - 
rngleiclilieit  verschiedener  Behandlungszcichen  sind  bekannt.  Nnr 
auf  einen  Umstand   muss  hier  noch  aufmerksam  gemacht  werden. 
Aus  der  Unaleicbheit  von  a  und  ö  darf  man  nämlich  nicht  ohne 
Weiiaree  eeUiMMB,  daae  m ^ ^  ader  m<,k  i«t.  Weaa  m  aad  $  . 
imaginäre  Zahlaa  aiad»  ea  iit  diü  heknaat  Aher  aneh  die  Zahiea 

^  sind  Begleich,  ahne  daae  die  eine  von  heiden  grVüef  iet, 

indem  ihre  Differenz  ^  keine  angebbare  Zahl  ist.    Ist  JE,a^£,6  . 

und  gilt  diese  Beziehung  nur  für  die  eine  Grösse  iß,  iO  kaaa  aaa 
daraus  noch  nicht  schliessen,  dass  auch  a'^  ft  sei. 

%.  12.    £■  ist  ^  =      wenn  A  —  B  und  B  —  A  kleiner  ist 
als  jede  mit  A  nnd  B  einetimaige  angebhare  GrSiee»  wenn  A  and 
B  einstimmig  sind.   Denn  wäre  A  nicht  =  B^  so  wäre  A      B  , 
oder  B      A,  also  eine  der  Dififerenzen  A  ^  B  oAw  B  —  A  eiaa 
■it  B  und  A  einatiMMige,  apgebbar^  Gröaae, 
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Das  abüüluic  Beliapillungszeicben  a  ist  gleich  ^,  weou  sowaUi 
«r  —  aU  auch  b — «<— ,  wo  /*  jede  Doch  ■©  grosse  absolute 
K«ni«  JakX  bneichDen  kann.  Dtna  ist  X  tioe  MieUg^  Gtö— e» 
to  bt  X .  (« ^)  oder      •    ~  «)     X .  ~~\  alio  auch  X  •  m 

—  X .  Ä  oder  X .  ^  —  X . «  dem  absoloteo  Werthe  D»ch  ^  X . 
1 

»te  X.     kleiner  lein  luwo  all  jede  |iit  X  eiMtiMiigt  «a- 


gebbwe  GrdMo,  eo  itt  X.arsX.^,  «ad  da  diesea  fir  jada  Gi 

\  gilt,  so  ist  a  = 

^.  13.  In  dem  Vorigen  war  schon  von  solchen  Differenzen  ab- 
soluter Zahlen  die  Rede,  ia  denen  der  Minuend  kleiner  war  als 
der  Sabtrabeod.  Bs  «iismi  aaa  amiabat  diejeaigea  (MaMa  aibar 
betrachtet  werden ,  deren  Prodnkla  ia  aalciw  na§ativa  Zablaa  aiaa 
wirkliche  Itodoiitunir  haben. 

Betrachtet  man  eine  Grösse  X,  insofern  sie  zn  einer  andern 
Grösse  A  addirt  dieselbe  vergrössert  oder  verkleinert,  so  nennt  man 
X'  eine  algebraitcba  Grcissc;  und  zwar  aoU  X  aiaa  paailive  Grösse 
genannt  worden,  wenn  A -\-  A;  eine  ncgatire,  wenn 
<Z  A  \»t.  K'xne  Grösse,  welche  nicht  in  cioer  solchen  BeziehtNi|f 
zu  einer  andern  gedacht  wird,  und  namentlich  aucb  A  selbst,  soll 
aiae  abealnifc  Orttasa  beiiaaa. 

Dia  algebraiseb«  Oritia  X  mnsa  ofieohnr  mit  A  gleichartig 
genannt  werden,  indem  sie  zu  A  addirt  werden  kann  1.);  sie 
ist  aber  nicht  mehr  mit  A  einstimmig,  da  sie  sonst  bei  ihrer  Addi- 
tioa  keiaa  Verkleinerungen  von  A  hervorbringen  könnte  (§.10). 
Da«  paaeeadete  Beispiel  für  dieia  VarbSltakMa  giebt  das  bakaaate, 
iihcr  etwas  niodülzirtc  Beispiel  von  Vermögen  und  Schulden.  Sieht 
man  da8  Vermögen  einer  Person  als  die  absolute  Grösse  an,  so 
sind  die  Einnahmen  dieser  l'erson  positive,  die  Ausgu|>en  negative 
ChrÖMea.  Sielit  aa«  daa  Sebaldaaaiaod  diaaer  Parton  ab  abaeWn 
Gribse  an^  so  verbdlt  ea  sich  umgekehrt. 

in  dem  Folgenden  soll  A  diejenige  absolute  Grösse  sein,  deren 
l^argrösserung  oder  Verkleinerung  betrachtet  wird)  X,  Z  etc. 
iollen  algebraische  Grössen  bezeichnen.  Es  gelten  alsdann  folgende 
Difiliitiönen : 

I)  Ks  ist  X=  r,  wenn  A \  s=  A Y. 

II)  Der  Aiisdroek  X -4-  1  —  Z  wird  definirt  durch  die  Glei- 
chung y#  +  (X  +  Y—  Z)=zA-hX'^  Y-^Z.  Diese  Delini. 
tionaa  «iad  aber  aicht  aiabr  raie  ^villkihrlich ;  es  mnm  im  Oagiea- 
theil  'gcaaigt  wefdaa,  daaa  sie  den  in  X  aafgestellten  Grund- 
sätzen genügen,  was  ohne  Scliwicrigkeit  aacabt  15o  iat  s.  S. 
X  +  (r-  Z)=  X+y—  Z;  denn 

A-^\\-i-(  >-Z)I=.:/-+-A-l-(l--Z)=^4-X-i-y— z 

^-1- ( X + y~  x-i- y- z 

daher 

^  +  tX-H(l  -Z)l  =  .44-(X-|- y^Zl; 

•laa 

X^{Y-  Z)=:X-*-  y— Z....  (Def.i.). 
Es  crgiebt  sich  aus  diesen  Erklärungen  unmittelbar,  dass  zwei 
gleiche  angebbare  Grötsen  entweder  beide  positiT  odar  baide  aega- 


..(Daf.n.) 
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tiT  tiofl.  Bringt  die  Addition  tod  X  zu  A  keine  VerSoderuDff  von 
jä  hervor,  so  ist  Xz^  0^  was  uomittelliar  aas  ReUtioe  JL-\-  X 
ssJssA-hOMgt 

§.  14.  Man  erhält  also  den  BotcrlfT  einer  potitiveD  Grösse, 
wenn  man  sich  eine  absolute  Grüsse  X  mit  der  Kifii^enBchaft  beliaf- 
tcl  denkt,  bei  ihrer  Addition  wm  A  um  die  Grösse  JIl  au  vergrösaera,  ' 
«od  cbeiifo  erhält  «an  eise  Def^ative  Gröeie»  weu  ibm  fiek  4k$ 
GrSase  X  mit  der  piffensehaft  behaftet  denkt,  A  um  X  zu  lerklei* 
nern.  Die  nuf  diese  Weise  aus  der  absoluten  Grosse  X  entstehende 
positive  Grösse  soll  mit  X~^,  die  entstehende  negative  mit  X~  be- 
seichnet  werden  und  X  soll  der  absolute  Werth  von  X"^  heissen. 
Bsi8td«no^+X-«-=^+X,  ^+X-as^— X  fie-ergehea 
■ich  ferner  leicht  folgende  Lehrsätxe: 

I)  X++  l'+  =  (X-|-  Y)+;  denn  A-\-(X-*--hY+)=:J'^X 
y,  ^  +  (X-f-  Y\+  =  A-^  X-h  1;  daher  A -^{X^-i- Y-*-} 

=^-|-(X-|-  r)+  oder  V+=(Xh- 

II)  x-4-  y-=(x-i-,io- 

III)  V+  +  Y-  =  (X  —  Yy*-  oder  =(r—  X)-,  jeuchdeM 

Ä  >-  1  oder  X  ist. 

IV)  X— y=^=x-f- y^. 

§.  15.  Sind  X  und  y  zwej  eioetiminige  Glesien  uwA  besielil  t 

sich  das  Hinzufugca  der  Zeicheu  oder  ~  auf  die  Vergrösseruog 
oder  Verkleinerung  derselben  absoluten  Grösse,  so  sind  X~^  und 
X~  ntcht  wehr  einstimmig,  indem  sie  sich  noch  durch  etwas  Ande« 
res  eis  ihre  veraebiedene  Grösse  jnnteracjieideo.  Dagegen  dürfen 
X-*-  und  Y"*",  so  wie  X~  un<t  Y-  noch  ala  eloatimaiige  Grössen 
betrachtet  werden.  Um  die  Zulässigkeit  liievon  nüchzuweiseo,  muss 

gezeigt  werden,  dass  diese  Grösaeu  dca  iu  §.  10.  autgesteiUeu 
ruodsätzeu  geiiügeu.    Es  ist  aber: 

I)  (x+-*-  y+)=(XH-  y)+,(X--t-  y-)  =  (x+y)-;  also 

Hl  beiden  Fällen  die  Summe  einstimmig  mit  den  Tbeilea  und  an- 
ffebbar,  wenn  einer  der  Theile  angebbar  ist. 

II)  Es  ut  X>  1  oder  X=  i  oder  X<  1,  also  X=y-H*^ 
oier  Xs  Y  oder  X=>  F,  wwia  F  eine  bmi  X  nad  F  ew- 
stimmige  augehbare  Grosse  beseiebaet.  Daraus  folgt  abeis  dans 
X**"  =  y-*"  F-**  oder  =  y-*-  oder  =  l'-*-  —  V-*-,  so  wie  dass 
Xr~  Bzz  y~ -f-  V"  «der  =  Y-  oder  =  Y— —  f—  ist,  d.  Ii.  das« 
imm  absoluten  Werthe  nach  X*^  entweder  ;>  oder  =  oder  <Z  F*^* 
«od  X—  eatireder  ^  oder  =  oder  <^  1—  ist. 

III)  Ks  gieht  ein  Vielfaclies  von  X,  welches  gröitser  als  Y,  so 
dass  al<>o  .V  r=  )'-4-  V  isr,  uu  V  eine  mit  X  und  y  einstimmif^e 
Gro»se  bezeichnet.  Daraus  folgt  aber  mX*^  s  Y-*- ^  f+t  iaX~ 
s  F'-i-  F-~,  so  dass  es  ein  VielAiebes  von  X^  giebl,  aralchaa 
dam  abaoldtan'  Wttllie  nach  grösser  als  1'=^  ist 

Jede  negative  Grösse  ist  gleich  einer  Differenz  zweier  positiven 
Grössen,  in  welcher  der  Subtrahend  dem  ubaoluteu  Wertbe  nach 
ffrösser  als  der  Minuend  iaft  uod  ein  ähnlicher  Sals  lässt  sich  auob 
fiir  poskiro  Grteseo  ausspreeben. .  M  ist  X-=  F-«-  — (X-f-  F)^. 
l^lsst  BSD  bei  der  Bezeichnung  der  positiven  Grössen  den  Accent 
-f-  weg,  so  ist  X-*-  =  O  -\-  X  oder  abgekürzt  ==  (-|-  X),  X~ 
SS        X  =  { —  X).    Ist  a  eine  beliebige  Zahl,  so  ist 

I)  0.«s=(X— X).«=sX.«— X.MSsa. 

II)  X±.(+-a)  =  (<y±X).(0-h«)sB(db«X). 
M)  XA.(— «>«(<»dbX).(0— «)ss8(SfiaiX)  sie. 
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womit  sogleich  nachgewiesen  ist,  dass  das  Produkt  einer  algebrai« 
Mktn  €r9iM  in  tiM  nesrativ«  Zakl,  4.  b.  io  tiiie  Differeas  sweitr 
•b«olaten  Zahlen,  deren  Minuend  kleiner  ist  als  der  SubtrabcMl, 
«•ine  wirkliche  Bedeutung^  habe.  Die  Sätze  über  die  Produkte  mn4 
Quotienten  positiver  und  negativer  Zahlen  lassen  sich  ans  4m 
oben  ffcgebeneo  Brkläning  der  nositiveo  |iud  oegatifeo  Zahle«  wt 
l^cbtigkelt  berieitei.  . 


1).  TransceBdente  BDd«irr«tiooale  BekandlaogsseicbeB^ 

f.  17.  •  Kine  Ordne  oder  ein  BeKaBdlniimeiebeB  beieit  dareb 
gewisse  BedtBgBOffeB  beatimmt,  wenn  alle  urfiiicn  oder  Behand- 

lungtzeicheo,  uelrTtP  diesen  Bedinaruno^en  genügen,  einander  gleicb 
sind.  Kine  Gro^äe  oder  ein  Behaiidlungüzeichen  heisst  gegeben, 
wcoB  sie  entweder  nnmittelbar  vorliegen,  oder  wenn  Man  doch  ver^ 
,  Biilteitt  der  gegebenen  BedlogBBgeB  eine  Grösse  oder  ein  Behand- 
fnagtieicbea  herleitcu  kann,  welches  dem  in  Rede  steliendcti  gleich 
ist.  In  dem  Folgenden  sull  aber  eine  Cröhse  .sclion  als  gegeben 
angesehen  werden,  wenn  raun  eine  Gro&se  durätelleu  kann,  deren 
ÜBteraebied  von  der  eigentlicb  an  beaCiaBendea  dea  abeolatea 
Werth«  Dach  kleiner  ist  als  jede  noch  so  kleine,  gegebene,  angeb- 
hnre  Grosso.  Tinter  ähnlichen  Verhältnissen  soll  aadi  eiB  Bebaad* 
iuogszeicbeu  aU  gegeben  angesehen  werden. 

lat  •  -^s  •  •  •  •      in  inf.  eiae  aaeadlicbe  Eeibe  tbb  Gr6» 

aen,  so  heisst  diese  Reihe  eine  nnendlich  kleia  werdeade,  weaa 
sich  in  dieser  Reihe  ein  Glied  angeben  iHsst,  von  welchem  an  alle 
folgende  Glieder  dem  absoluten  \Verthe  nach  kleiner  sind  als  jede 

Segebcoe  noch  so  kleine  aogebbure  Grösse.  Die  Grösse  31  heisst 
e  Griaae  der  Reibe  .t/,  .... ib  iaf.,  oder  et  ist  Mss 

im  j^m,  wenn  die  Reihe  — ^„  91  —  ^  —  ui.  ....81  —  jim  ia 
iaf.  eiae  eaeBdIich  klela  werdeade  Reibe  iat  BeKaaatlieb  bcaiiat 
aber  nidit  Jede  unendliebe  Reihe  eine  Gräaze,  londern  die  Reibe 
kann  auch  unendlich  gross  werdend  sein,  oder  die  Glieder  kÖBBes 
zwischen  gewissen  Grössen  immer  hin  und  her  gehen. 

Wie  diese  Begriffe  sich  auf  Behandlangszeichen  ausdehnen  laa* 
■ea ,  tat  leicbt  an  ertebea ;  ea  tritt  aladaaB  aa  -die  Stella  dar  belta- 
big  kleinen  ungebbaraB  Gfdeaa  eiaa  baliabig  kleiaa»  gagebaae,  aa* 
gebbare  absolute  Zahl. 

Für  die  unendlich  klein  werdenden  Reihen  und  für  die  Reihen, 
walabe  Griaafa  beeittea,  laeaea  sieb  lei^t  die  Ia  den  Ibigeadaa 
^onaelo  ansgedrückten  !!»8tze  beweisen: 

I)  latUai^»=0,  lin^.stf,  lo  iat  aaeb  llai(^«=b^») 
issO. 

II)  Ist  lima«==0,  lim^M  =  0,  so  ist  anch  liai(0M=ib^i,)  =  0, 
KBi(«k  .  ^m)  =  0,  lim (w^N  . «») s=sO|  wean  aiebt  liai  ^«  =  =!=oe. 

Iii)  lim  (^^  =*=Bn)=:  \\m  An  rt  lim  Bn  (denn  lim(a— ./^) 
szO,  \\m{^^B„)=0,  also  \\m({^±^d)-{An^  B.))=z  O). 

1\  j  lim  {An  ,an)=^  lim  A»  .  lim  er« ,  lim  (0«  d=  ^j«)  =  lim  am 
db  Um  Om  lim  («n  .  Am)  =  lim     .  lim  6m. 

T)  lim(^»  ://.)=  lim  ^«.t  Um  ^,  lim(«»:M»l»  «^^U«  ^> 
waaa.aicht  lim^»  =  0  ist. 

Irt  voa  eiaer  Gröiae  aaigesagt,  Uaas  aie  die  Grinze  eiaer  ub- 
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endlichen  Reibe   -^m  i°  i"^-  "^^t  *^       diese  Grösse  voll» 

kommen  bestimmt,  vomusgeaetzt ,  dass  diese  Reibe  wirklich  eine 
Grenze  b<>8itzt.  Denn  siiM  die  beiden  Grössen  %  und  ®  Graozen 
tiieser  Reihe,  to  iet  \hk{9L  —Jn)  =  O,  lim(9  —  ^„)s=  ^/«Im 
nach  III)  lim(«-S3)  =  HBi{(a-^«)  -  (93  -  =  O,  was 
ofTenlmr  nur  mofsrlich  ist,  wenn  21  =  93  Ist  eine  Methode  gegeben, 
nach  welcher  man  sämmtiicbe  Glieder  der  uneudliclieo  Reibe  finden 
fcniiii,  M  iet'die  Grinse  der  Reike  nieb  nie  g^egeben  anxneekeo. 
Auf  ganz  Hknliclic  Weise  kann  aveE  ein  Bchnndlungszeicben  als 
Cräiize  einer  Reibe  von  Bekandlnngsteieben  bestisint  and  gegeben 
werden. 

Endlich  verdtent  noch  beMerkl  s«  werden,  dass  xw<>i  Reiben 
gleiche  Gränxen  haben,  wenn  ibra  Differenz  «ine  unendlich  klein 
werdende  Reibe  ist,  vorausgesetzt,  dass  die  Reihen  Granzen  be« 
Bitz.'o.  Denn  ist  lim  («r«  —  ^„  )  =  0,  so  iet  ÜB  —  lia  ss 
lim  {an  —  ^m)  =  0  oder  lim  On  —  lim 

f.  18.  Bin  B^bnndlnngneieben  ist  naeb  den  PrBbem  ein  Zei- 
chen, weichet  nnselgtt  dam  mit  einer  Grösse  eine  beliebige  Ver> 
audcrung  vorgenommen  werden  soll.  Diese  mit  einer  Grösse  vor- 
zunehmende Behandlung  kann  aber  wieder  aus  einer  Reibefolge  von 
einzelnen  Operationen  ansammeogesetzt  sein  und  diese  Reihe  der 
mit  der  Grösse  vorzunehmenden  Operationen  kann  auch  als  obnn 
Bode  fortgehend  gedacht  werden.  In  dem  letzten  Fnlle  soll  das 
Bebandlungszeichen  ein  trauscendontes  oder  eine  Transcendente 
genannt  werden;  die  Bedeutung  einer  solchen  Transceodenten  muss 
mber  snnichet  niber  nna  einander  geeetst  wwden. 

Schreibt  ein  Bebandlungszeichen  «  vor,  dane  pit  einer  GrSean 
eine  unendlirhe  Reihe  von  Operitionen  vorgenommen  werden  soll, 
so  soll  das  Produkt  einer  Einheit  in  »  die  Gränze  derjenigen  un- 
endlichen Reibe  von  Grfttien  setn^  deren  Glieder  man  erhält,  wenn 
■nn  mit  deir  Einheit  saerst  die  erste,  dann  die  erste  nnd  sweite, 
dnnn  die  erste,  zweite  und  dritte  etc.  etc.  der  durch  s  vorgeschrie- 
benen Operationen  vornimmt.  Bedeutet  also  »  die  aus  einer  unend- 
lichen Anzahl  von  Theilen  bestellende  Sainue  -f-cr, -i-i9r,-|-.... 
«^  +  io  inf,  eo  bedeutet  X.«  die  Grftnse  der  ndendKcben  Reihe; 

X.<7o>  X.(ao~l-«i)i  X  .  («o -4- «r, -f- «,) . . 
X .  («o  -I-     -I-  »1  -fr" «»)....  io  Inf. 

Bedeniet  m  das  Produkt  aus  unendlich  vielen  Faktoren  ar^.A| 
,     ....  #11  in  iof.|  so  iieaeichnet  X.#  die  Snaae  der  nnendlicbeo 

Reihe: 

•        3IC  •  #0  «'if  JC*M^       «'st    ••  ^^«#11  •  #1  •        «•  €tm    •  •  in  Itt^ 

Es  ist  einleuchtend,  dass  das  Produkt  einer  Grösse  in  eine  Tran- 
■ceodeate  nach  Umständen  etwas  Mögliches  oder  Unmögliches  sein 
kann,  dnai  aber  im  ersten  Pnlle  das  Produkt  X.«  bMtisnnt  md 
gegeben  iit,  wenn  es  die  Glieder  der  entstehenden  Reibe  sind. 

In  manchen  Fällen  ist  eine  Transcendente  hekonntüch  einem 
endlichen  Ausdruck  ans  einfachen  Behandlungszeiclien  gleich.  Ist 
z.  B.  der  endliche  Ausdruck  #  =  1  -i-.r-i-^»-4-a:*  -f-....ar« 
-|-....ln  inf.«  wo  m  sIm  nbsolnto  Znbl  sein  soll,  no  ist  sncnt  « 
•bsafalls  ein  abtoliitoB  BebuidlngMoicMB.  hm  der  Brklimg  d« 
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cliuiig  entltalt  aber  ufTeubar  eioea  Widers[ii ucb ,  nenn  -r^l,  da 

dann  \^a:*s^9.    lo  dieaem  Falle  kaon  alao  die  unend liebe 

B«i1ie  keinen  endliehen  Antdraek  gtokli  Mia.  lat  »bar  a:<i\^  m 

I  ^ 

erhält  man  nomittelbar  *  ==  .  . 

1  —  X 

Ebeo  80  gut  wie  io  der  Aufgabe  die  fteihf  l-f-or'-f-^'  in 
iolL  so  aaBBireD,  eia  Widerapracb  liegt,  weoo  ^r^l  iat,  böont» 


ftoeb  in  dieser  Aufgabe  noch  ein  Widerspruch  liegen,  wenn 
ist,  welcher  uns  nur  bei  unserer  Uotersuchung  ents-angen  wäre. 

ist  daher  durchaus  nothwendig,  die  Riebtigkeit  des  oben  auf 
aaalytiaebeü  Wege  gefiradeaeii  RMfdIatea  aa«b  aeeb  fjratMwck 
nacbauweiaea.  Im  vorliegandea  Falle  gebt  dieaea  Ireifieb  leicbt  mu 
Ba  iat  ni&aiicb: 


5:^^  =  1 -I- -I- or* -i- . . . . -I- 


alta: 


-if .        ==  idf .  (l -f- « -I- d?»  H- . . . . -I- -I- ^ .  j-^. 

Da  dieses  gilt,  welche  ganze  Zahl  n  ist.  so  kann  naa  aaf  beide« 
leiten  die  Gränaea  für  »=:qo  nehaiea,  and  erhält: 


=  ^ .  (I  -i-  o:  -h     -I- . .  •  •     -f- . . . .  in  iof.) 
oder,  da  A  jeda  Gröiia  beaaicbaea  kann: 

•      ia  hii. 


ich  kann  hier  die  Bemerkung  nirht  unterdrücken,  dass  streng 
genommen  jede  Auflösung  einer  Autgabe,  wcicbe  auf  anulytiscltcm 
Wege,  z.  B.  durch  die  Auflösung  vou  Gleichungen  gewonnen  iat, 
aacb  aiaea  sjnihetisehen-  Beweisen  bedaif.  leb  glaaba,  dass  ia  die- 
ser Rinaicfat  die  Analogie  zwischen  aaaena  jetsigen  analytiscbaa 
Verfahren  und  der  Analyse  der  Alten  grösser  ist,  als  man  es  ge- 
wöhnticb  anzunehmen  scheint.  Wird  z.  B.  eine  fSerade  gesucht, 
wakhe  gawiasea  Bedlagangen  genügen  soll,  ao  t^mmt  ma  bei  der 
Aaalyae  dar  Altea  bekanndieb  aa,  man  kennte  diese  Gerade  schoa* 
Aas  dfn  gef^ebenen  Bedingungen  der  Aufgabe  sucht  man  alsdann 
andere  Bedingungen  herzuleiten,  denen  man  durch  Konstruktion 
leiohter  genügen  kann.    Aua  zwei  üraacben  kann  nun  die  auf  die- 
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^en  Wege  gefundene  Anflösnng  fehlerhaft  sein;  es  kann  nämlich 
eiDinal  den  Bedingungen  der  Aufgabe  vielleidrt  gar  picht  durch 
«im  Gerade  genügt  werden,  ao  dasa  achoii  ie  dar  ersten  Annahme 
«in  Fehler  Wfs^t;  oder  ei  kttouen  bei  der  Daifornnog  der  BeilHi» 
gungen  gewisse  Rediugungen  verloren  gep^nngen  sein,  so  dass  zwar 
die  konstruirfe  (letade  den  alipreleitefen,  aber  nicht  mehr  <len  ur- 
sprüu^lichcD  Bedingungen  der  Aufgabe  genügt.  Bei  dem  jetzigea 
•oaly tischen  Verfahren  liegt  schon  darin»  dass  ninn  das  Reancbta 
durch  ein  eiafaehis  nder  toaafimtngeftitntes  Zeichen  bezeichnet» 
eiue  selten  a  priori  begründete  Voraussettung,  die  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  widersprechen  kann,  und  duss  dieser  Widcrspi-uch  im 
Vcrhinf  der  üntarsuchung  aich  nicht  inuicr  tu  zeigen  braucht,  hat 
die  Theorie  der  utimdlicben  Reihen  genugsam  gelehrt.  Was  den 
Kweiten  Punkt  anbetrifft,  ao  hat  mnn  immer  festzuhalten,  dass  die 
durch  die  Analyse  ahgeleileteo  Bedingungea  zwar  eine  nothwen- 
dige  Folgerung  aus  den  ursprünglichen  der  Aufgabe,  aber  nicht 
umgekehrt  letstere  ans  ersteren  sind.  Oab  Gesuchte  ainss  den  ge- 
folgerten Bedinipittgett  genügen,  aber  nicht  alles,  was  den  ^^m^ 

Sorten  Bedingungen  genügt,  s^enügt  auch  sämrotlichen  Bedingungen 
er.  Autgabe.  Bat  man  aber  keine  uostattfaaften  Voranasetzunsea 
fiber  die  Natur  des  Gesnehten  gemacht  und  kann  man  den  gefol- 
gerten Bedingungen  nur  durch  eine  einelge  Grösse  geaügea,  aft 
muss  diese  auch  sämratlichcn  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 
Cieht  es  aber  mehrere  Giössen,  die  den  gefolgerten  Bedingungen 
genügen,  so  ist  es  immer  nui-h  zweifelhaft,  ob  auch  alle  gefunde« 
nen  GrSeaen  aämnitlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen. 
Hat  man  endHdi.lk^  die^Kniur  des  Geauditeo  eine  unstaftbafle 
Annahme  gemacht,  so  können  durch  diese  gewisse  Bedingungen  der 
Aufgabe  ersetzt  sein,  so  dass  auch  dann  die  Bestimmtheit  der  Auf- 
lösung keinen  Beweis  för  die  Richtigkeit  des  Gefundenen  abglehf. 
Liegt  8.  B.  die  Aufgabe  vor:  einen  Ausdruck  /(.r)  zu  finden,  wel- 
cher =  ist,  so  rrmss  dieser  der  Bedingung  f(2j:)^f(:v).f(v) 
genügen.  Älacht  man  nun  aber  die  unerlaubte  Annahme,  dass  /{jr) 
-i-  ajc  sei,  so  erhält  man  die  identische  Bcdiugungügleiehung 
1  -f-  %iJf  =s  1  +  2«a?  -+-  d?*.  welcher  durch  «  ==  0  genügt  wirif, 
und  man  erhielte  /{a:)=s\^  welches  ganz  bestimmte  Resultat  ab^ 
efioihar  nicht  mehr  der  urs|»rnnglicheo  Aufgabe  genügt.  y 

§.  19.  Rin  Behandlung«zeichen  a  heisst  durch  Annäherung  ß^e- 
gehen,  wenn  eine  Methude  gegeben  ist,  mitleUt  welcher  man  eine 
rationale  Zahl     finden  kann,  so  dass  der  absolute  Werth  von  a — a 

kleiner  ist  als-^,  wie  gross  auch  die  ganze  Zahl  n  anu:enommen 

wird.  Ein  durch  AnnHIicruog  gegebenes  Behandlnngszeichen  soll 
ein  irrationales  genannt  werden,  obgleich  es  auch  einer  rationalen 
Znbl  n^ich  neiii  hnno,  Ppr  irnitioBale  Bebnndluugiseiehen  gelten 
alsdann  folgende  Lehrsätse. 

•  I)  Jede*  imitiiinnl»  Bebay^lungmeichen  m  bt  eindeutig.  ' 

Beweis.  Bs  ist  sn  idgmi,  dass  aus  Xs&r  folgt  X.McmY,m 

(f.  4.  f.).   Es  nei      ein  bis  auf  —  an  genSherter  Werth  von  it  und 

zwar,  um  die  Begriffe  festzustellen,  ei^lZa  und  X  positiv,  10  is^ 

a'<a,<a  +-^,  also  X  .  «'^  X.«^ ,y.*tf  ' 
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-I-  l"*-^^  ^«'s  ^       ^  "Bd      alt  nttonsfo  Zahlen 

eindeutig  sind,  so  ist  X  ,  a'  zsz  Y ,      X  .     =s  y  .       also  — 

I^X.---.  Da  nuD  X. —  dein  absoluten  Werthe  nach  kleioer  aeio 
kann  als  jede  angebbare  Grösse,  so  ist  X.«=  Y.m. 

II)  Jodes  irrationale  Behandinngpzeichen  ist  eine  Zahl. 
Beweis.    I^s  ist,  wenn  man  die  Bezeichnung  des  voriffea 

Satzes  beibehält,  zu  zeigen,  dass  (X=h;  y).«=:X.ar=tF.« 

(f.  4.  IL).   Nun  ist  (X  -h  1  )  .         (X  -M  )  .  «  ^  (X  -h  1  ) 
^  F'.ai^  y.#';  also,  da  «'  uod  «'4--^-  Zablca 

•ind,  (X-f.*y).K-f-^)^x,«-4-y.«^(x-i-F). (2). 

Am  (1)  «ad  (2)  folgt  *bar  —  (X  -f-  1)  .  i  ^  (X      Jt^  .  « 

—  (X.Ä-4- y.a)^(X-h  1-).-^;  mithin,  da  (X+ 7) .  4- -kW- 

ner  sein  liann,  als  jede  angebbare  Gröüse,  (X  +  V)  .  a  =  X  .  « 
Y,m, 

Ferner  ist  \  —  V-f-  X,  also  (X  —  F).«=  X.«^ 
daher  nach  dem  eben  bewiesenen  8atze  (X*  F).ai«4-  Y  *  m 

=  X  .  0 ;  also  ( X  —  Y)  .a  =  X  .a  —  Y.a, 

III)  Kino  irrationale  Zahl  ist  mit  jeder  Zahl  m  gleichartig, 
welche  mit  allen  rationalen  Zahlen  gleichartig  ist;  also  aurb  mit 
allra  faCioBalea  Zablca  aelbat  aad  demiafolge  wiedar  aiit  allen  ir- 
latioBaleB  Zahlen. 

Beweis.  Es  ist  zu  zeigen,  dans  X  .  m  .  a=:  X  .a ,m  (^.-1.  III). 
Nun  ist,  wenn  man  der  Kinfacbheit  wegen  m  als  positiv  annimmt, 

X.(ä'h-^).m^X.m  .m^  X.«'.as,  X.as.«'^  X.as.« 
^  X .  M .  '^).  Das  FanmwelaaBgaa  das  Lahrsataas  sa  Folge 
iat  aber  X.«'.ai  =  X.as.«',  X.-^.ai  =  X.as.— •  Dabar 

X  .  si  •  —  ^  X.4s.«s  —  X.M.47  ^  —  X .  ü .      also  X .  is .  as 

s=  X  .  M  .  a. 

IVl  Eine  jede  irrationale  Zahl  ist  entweder  an^ehbar  oder  0. 
Es  giebt  also  keine  irrationale  Zahl,  deren  Produkt  in  eine  an|feb* 
bare  Grösse  =0  ist,  während  eine  aadara  Grüna  aiit  ibr  auiltipli* 

fjfl  ein  an^ehhares  Produkt  giebt. 

Beweis.   Ist  E  eine  bestiB«te  angebbare,  X  eine  willkflhr- 

I 

GrÖMe  ud  iat  iB.  •  =s  0,  aa  iat,  waaa  «'  ein  auf  -jjjp  aBgaalbcrtar 

Werth  von  m  tat  und  E  als  positi?  betrachtet  wird»  «  —  ~  ft' 
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nitbin  aucb  —    .  ~  <£:.«'<£?.       Da     eine  rationale  Zahl 

iet,  jn  kaan  mn  a'srb^  setsea',  wo  /f  und  ^  abeolnte  ganse 

Zahlen  sind.   Dann  ist      £  ,  £  ,  p  :        ß  ^  «|ao 

£,p:q^£,-^,  oder  £.p%m<igB.  Da  .  is  nod  ^  gaste Zah- 
leo  siod  ood  E  angebbar  ist,  so  ist  dieses  nur  möglich,  wenn 
/i.»<y,  also  P'.q<i--  ist.  Es  ist  daher  auch  ^<:a'<^-l-i 

also  —  X .  —     X.ar'^  X  ~.    Aos  eioer  frBhern  Bedingung 

folgt  aber  -X.^<X,«-  X.«'<X.^.  daher-X.— 

—        —  X  .      was»  da  «  beliebig  gross  sein  kann,  nur  mög- 

lieb  ist,  weoo  X,m=0  ist.  Ist  also  a  nicht  aogebbar,  giebtalso 
oin<^  nngehbure  Grösse  E  in  »ic  iiiuUiplicirt  ein  Prodoet  —  *ff 
ao  ist  das  Product  jpilrr  (Grösse  in  sie  =  also  «ssO.  * 
20.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  diiss  die  Summe,  die  Diffe- 
renz, das  Product  und  der  Quotient  zweier  Irrationalen  wieder 
eioer  jrrafioooleo  Zahl  gleleh  stod»  dereo  oogeolherte  Werthe  man 
erhält,  wenn  man  die  ana:enäherten  Werthe  der  gegebooen  ZaUoa 
addirt,  subtrahirt,  multiplicirt  oder  dividirt,  und  dass  man  auf  diese 
Weise  die  Annäherung  belicbiff  weit  treiben  kann,  ausser  wenn  der 
Diflsor  des  ^^ootieoloa  ss'Q  ist  Mao  kann  also  auch  jeden  ratiii- 
■aloo  Ausdruck  aos  rationalen  oder  irrationako  Zableo,  io  wel- 
chem alle  Divisnren  von  0  venchieden  sind,  einer  rationalen  oder 
irratioaaleo  Zahl  bleich  setzen,  und  im  letztero  Falle  beliebig  ge- 
nau in  rutionalen  Zahlen  bcreclmen. 

lai  Allgemeioeo  folgt  die  Gleiebbelt  swfler  Behaodlungszeichen 
erst  dann,  wenn  man  nachgewiesen  bat,  dass  jede  Grösse  in  sie 
multiplirirt  gleiche  Productc  giebt.  Rationale  oder  irrotionale  Zah- 
len sind  aber  schon  gleich,  wenn  nur  eine  angebbare  Grösse  in 
iie  moltipKcirt  gleiche  Prodnete  giebt.  Sind  nämlich  a  und  6  die 
beiden  Zahlen,  E  eine  angebbare  Grösse,  ttod  ist  E,m^E,if 
so  ist  i: .  a  —  E .  /j  =  E .  {fr  —  6)  =  O.  a  —  b  ist  aber  ebenfiilla 
einpr  rutionalen  oder  irrtitionairn  Zahl  jrleich  nod,  da  es  oiebt  ao- 
gebbar ist,  nach  §.  19.  IV.  =0;  also  a  =  6. 

Es«  ist  feroer  loiebt  so  seigeo,  doss  inotiooale  Zahlen  gleich 
fltod,  wenn  ihre  aogOQ&b^rtM  Wortbo  glaieh  siod. 

§.  21.  Ist  *==«o-*-«'i  -f- «3  +  ....«« H-....  in  inf.,  wo  «To, 
«I,  0,  ....ivj,....  in  inf.  rationale  oder  irrationale  Zahlen  sind,  ist 
moor  j\r  =  ar      ar+\  -{-•..»  in  inf.  und  liisst  sich  endlich  oach- 

weisen,  dass  lim      =  0,  dass  also  Ar  <      «öd  i>  sein 

kann,  so  ist  es  leicht  zu  beweisen,  dass  *  einer  irrationalen  Zahl  gleich 
ist,  deren  angenäherte  Werthe  «„,  ao+a»»  <»o -♦-<», -l-a, in  int 
obd.  Uagekebrl  liiit  sieb  jede  iirotloBalo  Zabl  in  eine  Summe  aus  ^ 
ooeodlich  vieleo  Tbeilen  verwandelo.  Sind  aXalidh  «••«m«. 
mm  io  inf.  dio  uig«oi|i€rteD  Werthe  ? ob  #,  ao  iat  #s#o«4-(#i«-«,) 
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MCD  ■SÄÄo-r^-r^-:!^  ••••  — —  .  • . .  in  IUI. 

"  <i| 

Bier««!  erg^iebt  ii«b  anaittolbar,  daii»  weoB  s=  -+-  «, 
•f»«,  + ....  in  inf.,  y  =     +  +  ••••  in  iot  iit,  Mi  wma 

und  t/  irrationaicD  Zuhleo  gleich  sind  (die  Reihen  cunverg-iren). 

nuch  ^db y  =  (#»0  —  <^o)  •+•  («I  —  ^i) -I- —  ^a)  — 

.  m  =      .  m      a^  .  m  ,  m  . , . ,  iu  iof. ,  a:  :m  =       :  m 

of*«,  !«-f-«,  in  inf.  ist,  wm  «•  tioe  SEnhl  nnd  ia  letz- 

ten Falle  au  gehbar  ist. 

§.  22.  Ist  ß  eine  angebbarc  Grösse  und  A  mit  B  einstimmiir, 
■0  iäast  sioii  immer  eine  rationale  oder  irrationale  Zahl  finden,  mit 
tveleber  B  mnltiplicirt  ein  Prodnet  s  A  gielit.  Man  kann 
kaontlich  eine  dieser  Bedingung  genügende  rationale  Z.ihl  fiodeo, 
ivenn  A  und  ß  ein  gemeiDschafiliches  Muass  besitzen.  Ist  dieses  niclit 
der  Fall,  so  giebt  es  ein  Vielfaches  vuo  //,  welches  grösser  ist 
als  A»n.  Da  kein  Vielfaches  von  B:=:=.A,n  sein  kann,  so  muss 
Ä.n  swiielieB  swni  auf  einattdar  folgandea  Vielfaches  van  B^  dem 
rbcbeii  und  (rH-l)iMbaa  liegaa.  Hatt  iiat  dann': 

'  B.r<A.m<B.{r'^l)  odtr  A^.B.^-^B.^^  A^B^^. 

r  I 
Et  ist  dasB  -arlanbt     s  ^  .  —  -f-  ^  a«  aatatn,  wo  A  <  ^  <  7^ 

iat  Bb«M  teiB  bmb  ailBBB: 

^  r* 

Ai==^-;^-*-Ai»  wo  r,<«,  A«<;r7 
f* 

At=^-;^+At.  wo  r,<»,  At<5i 

in  iof. 

und  erhält  dann 

^  —  ^(^  "•"5^  "•"Ä?  "»■  ••••  i;^i)  =  A''<55i» 

alio 

8ei4fhBot  BMB  die  letile  Sbibbb  bb«  sBBBdlidi  vialan  TbailoB  Biit  # 
■ad  die  gröiita  dar  Zablaa  Ti ,  r,,  r,,  in  inC  mit  Qy  so  ist « aad 

*<^'*-^  -H;^  -hy iE  iBfc)«^  -^n.foLiy 
liier  ^  höchstens  i»—- 1  sein  kanni  so  ist#^~  and  «— 

BÜbiB     ab  bi«  anf     •BgaalbBtlor  Wtiib.  wob     Hb  «bb  «bar 
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m  beliebig  groM  anneliinen  kann,  so  itt  «  eine  Irrationalzahl.  Wie 
dieser  S»tz  auf  poaitiTe  und  negative  Gni«MD  MigedehBt  werdeo 
kann,  ist  klar. 

Sind  •  S  swei  ratiaule  oder  ImileQale  absolnte  Zahltffe, 
ao  iii*  weoa  m  nkht  gleich      eine  von  beiden  Zahlen  grösier 

die  andpre.  Denn  bczoichoet  E  eine  bestimmte  positive  Grösse,  so 
sind  auch  £.a  und  £1 .  &  solche  Gröaseo.  Beide  Grössen  sind  also 
eutweder  gleich  oder  eine  voo  beiden  ist  grösser  als  die  andere. 
Ut  S.asss  B,6,  ao  ist  aieh  «s^,  es  «m  aino  eine  ron  bal- 
daa  grSsser  als  die  andere  sein,  ist  t.  B,  ß,a'^E,6f  »out 
E  ■  a  —  E  .fj  ■=.  E .{a  —  einer  anp:ebbaren  positiven  Grösse. 

Man  kann  also  nach  dem  vorigen  lihiw  E ,{m^b)=i E ,6  setzen, 
wo  6  eine  absolnte.  aDgebbara  tattonala  adar  irfatfoaala  Zahl  iat 
Dana  let  aber  aacli  f.  Ml       ^a^,  ar>IL 


^.  BegriCf  der  Poteas. 

f.  2S.  Ist  «y  iffgead  ein  BebaadNageaalcbeD,  und  n  eine  ab- 
solute ganze  Zahl,  so  bezeicbuet  bekanntlich  ein  Product  aus 
n  Facturen,  welche  sämmtlicb  =za  sind,  a**  ist  also  ein  Beband- 
lungszeichen,  welches  anzeigt,  dass  mit  einer  Grösse  n  mal  hinter 
«iaaadar  dia  dnrdi  m  angezeigte  Bebaadhiog  torgaaoBBen  werden 
aall. 

Ist  a  ein  angebbares  Bebandlnngrszeicben  und  .r-4-y — %  einer 
absoluten  Zahl  gleich,  so  ist  m*"^*  =za*  .ay  .a:  Kur  den  Fall, 
dass  — »  Nou  oder  einer  negativen  Zahl  gleich  ist,  soll 

diese  Gleieanng  all  Definition  dar  Potenz  dienen,  so  dasa  alio, 
vorlänfig  wenn  «  beliabiga  gansa  ZaUea  sind»  ap*^9~*8  4s* 
.  oy  :  «r*  ist. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen)  dass  aus  a=^,  rt^itydb« 
8=t  j/=by'dbs'  folgt  •  *a  i»  i  ■  =  ^Ji**Jar*its*^  wann  m  angeb- 
bar ist 

f.  24.  Ist  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  und 
r  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  es  eine  absolute^  rationale  oder  irrar 
Uonale  Zahl  «9,  wdcbe  der  Bedisgung  to^ssi»  genügt 

Beweis.  Es'aai  »  aiaa  beliebige  ffaaia  Zahl;  man  bestimBia 
die  gansaa  Zablaa  s,  in  iat  aa,  dass  aia  den  Badin* 

gungen: 

»'^•<(«-»-i)'. 

<• +Tf + ii)- =•<(•+ ^ -»- 1> + ^j)- 

in  W. 

genügen,  so  lat  aaanhnr 
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t»+7^  +  ji)' <(«  + +  V)' ••••'•<  • 

« 

in  ltd. 

Seist  mui 
flo  ilt 

Hieraui  folgt 

<  (if»  4-  55  —  «f*)  •  -j  

'     <;^(« (da  tf»-*- ;^<»+I. 
Dft  !•  ^  1,  M  folgt  hieiMn: 

(Nier 

m  =  lim  (lO  =  (Um  m^y  =  ti^. 


Um  also  die  Richtigkeit  dea  oben  ausgesagten  Sattes  nachzuwei- 
sen, braucht  nur  noclf  geseigt  su  werden,  dass  =  einer  ratio- 
«tlen  od«ff  irntioBakB  ZabiieiB  ■mi.  Ba  lat  aker: 
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^  H"  ••••     jjj^  +  ••••  !■  inf* 


M 


 "**•••*    j|Tf  ***  •••• 


— i  -1  1 


M  1 

also  a  -I-      ein  bis  auf  —  aog^näherter  Werth  ?od  «».  Da  nun  « 

eine  beliebig  grosse  Zabl  sein  kaoo,  ao  iat  eioa  irrationale  nnd 
offenbar  auch  eine  absolute  Zabl, 

Oer  I« B.  ?on  0km  in  ieinea  nCl^i>^  Annlyaia**  gegebene 
Beweis  diesen Satses  scbeiut  air  bei  der  hief  alngeschlagenen 
Betmcbtnnga^eise  nicbt  voUkoamen  atreng  an  nein.  £r  atntst  sieb 

■teliek  anf  den  8ats,  daaa  m-<,^A,  wenn  ar<<^y  Toranigeaetat 

r 

dass  a  und  \/6  absolute  Zahlen  sind.    Bei  dem  Beweise  dieses 

r 

Satzes  muss  man  aber  Toraussetzen,  dass  \/^&  entweder  oder  = 
oder  <.  a  ist,  was  hier  nicht  ohne  Weiteres  geschehen  durfte. 
Ick  glaakte  deekalb  obigem,  freiliek  weitlinfkigem  Bewein  den  Vor- 
sag  ffeken  zu  müssen. 

Bezeicknet  #  eine  rationale  oder  irrationale. akaolate  Zakl,  ao 

aoll  |/W  eine  ikniicke  Zakl  keieieknan,  kestimBt  darek  die  Ba. 

r 

dioguoff  {^ay=a.  Ein  anderes  Bebandlungszeichen  als  eine  ratio- 
nale oder  irrationale  aksotnte  Zakl,  welekei  dieier  Vedingnog  ge* 

oügt,  soll  durch  \V  a  bezeichnet  werden.    Ist  dann  die  rationale 

r  r 

oder  irratioaaie  aktalnte  Zahl  ms=6,  ao  iat  anck  |/«=|/^. 

r  r  / 

Denn  da  ^«  nnd       rationale  oder  iirationnlo  aksointe  Zak- 

r  r  r 

len  sind,  so  ist  nach  %.  22.,  wenn  \/a  nicht  =  V/^  ist,  \/a 

^  \/b.  Daraus  würde  aber  folgen  (|/«)''  ^(V/^)'  «der  gegen 
die  Voraosiotznog.  , 

Ea  ist  also  \/a  ein  eiadeutlgaa  Bekandlungszeichen.  Die  übri- 

Sen  l^igeiiscbufteo  dieses  Zeichens  ergeben  sich  aus  der  Eigensrhalt 
esselbeo  eine  ratioDale  oder  irrationale  absolute  Zahl  zu  seiu. 
Ist  m  ein  anderes  Bebandlung^eichen  als  eine  absolute,  ra- 

r 

tionale  oder  irrationale  Zakl,  so  soll  ^«  ein  Bekandlnngsaeicben 


nein,  welches  der  Bedingung  {[/4ty=sm  genügt  aeigt  also 
aiaa  aoicka  BakamUnng  der  Grteaa  X  aa,  dwrek  daran  ruMliga 
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Wiederholung  die  Grösse  X.a  entsteht.  Giebt  es  mehrere  Beband- 

r 

laogui»  weiche  dieser  Bediii§;nng  genügen ,  so  soli  \/m  nnr  eiM 

dieser  Behandlungen  bexeiditten,  so  dmi  \/m  immw  «in  rtüJsiati» 

get  Behnndliingszeichen  ist. 

§.  25.   Ist  ar.y:«=s  einer  ganzen  Zahl,  so  ist  «''V» 

^ V^{m*}r,  Für  den  Fall,  dns  je.^tx  keiner  ganten  Zahl,  aoa- 
dern  einem  Bruch  gleich  ist,  soll  diese  GleicLung^zur  De&oilion 
der  Potenz  mit  gebrocbeneu  Exponenten  dienen.  Ist  a  eine  ratio- 
nale oder  irrationale,  absolute  Zahl,  so  ist  «''y**  einer  älmlicbea 
gleich.   Unter  derselben  Voraussetzung,  und  wenn  ann  die  obca 

Segebene  Bedeutung  des  Zeicliens  festhiU,  ergiebt  sich  aacb, 
ass  a'-y  -^  =  lt^  -y'^*\  wenn  a  =  6t  .  y :  at  =  ^' .  y':  s'  i«r. 
Dass  überhaupt  die  gewöhnlichen  Sätze  über  Poteuzeu  für  solcbe 
PoltDsea  gUM  allgemein  gelten,  lencbtet  Mebt  «in. 

4.  S6.  Ist  Of  eine  irratianale  Zahl,  so  Icann  nach  dem  Frubern 
^  =  /»o  -f-jw,  -H«»,  -f-  ....  «r„  -4-  —  in  inf.  gesetst  weiden.  Ilt 
alsdann  or  auch  einer  rationalen  Zahl  gleich,  so  ist 

'  «'m^«,«^!  .a!^.«^« ....  in  iai 

=  Vimla^o  .  a»t i  .  a"»a  ....  a^«) 

wenn  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale  Zahl  ist 

Der  Bewein  kann  binr  übergangen  werden,  4a  spiti^  noeb  «in 

Beweis  vorkommt,  der  dem  Beweise  dieses  Satzes  ganz  ähnlich  ist. 
Für  den  Fall,  dass  a:  keiner  rationalen  Zahl  gleicn- is^  sali  ob^e 
Gleichunp^  als  die  Definition  der  Potenz  a'  gelten. 

Ist  a  eine  absolute,  rationale  oder  irrationale,  aogebbare  Zahl, 
.SO  ist  apcb  aß  eine  absotntej  rationale  oder  IrratlaDale  Zabt. 

Bewoii.   Bs  sei  ns«  +  as,  -|-  at,  +  ....      =  or» ,  «riM4 
<"bis  "H ««««  in  inf.  =  ^w,  und  un  einen  bestimmten  Fall  vor 
sich  zu  haben,  sei  <jf>l;  dann  ist  a^=a'^'"  .  a^",  also  er^  —  tr^" 
s=:a^''{a^  —  1).  Dadr«  ein  angenäherter  Werth  von  a:  und  a: — jcm 

= kmam  wum  m  so  gross  nehmoDt  dais  val.  abe,  ^^'^t 
wo  r  eine  beliebige  ganse  Zahl  bezeichnet    Dana  ist 

1         JL  1  ' 

^a^.   Da  a*"  ^1  ist,  so  kann  man  a''  ä=  1  -f-     setzen,  wo  9 

eiae  positive  Zahl  beaeichnet  Bs  ist  daan  «=(l;4-d)''^l-i-rJ, 
also  Nimmt  man  also  r  gross  genug,  so  kann  ^kleiner 


sein,  als  jede  sngebbare  absolute  Zahl.    Ferner  ist  = 

=  1  —  I      =1  —  ^,  wa  die  positive  Zahl  (T  eben&Us  kleiner 

sein  kann,  ab  jede  angebbare  positife  Zahl.  Bs  ist  dann  also  \  —9 
<!  1  Hh  ^  oder  —         a^  —  1  •<  -H      mithin  val.  abs. 

(m^  —  tf^")  <!  a^^d.  Hieraus  geht  berfoiy  dass  m**^  ein  beliebig 
nab  uigeniberter  Wertb  von  •*  sein  kann,  and  da  maa  m*"  bo- 


V 
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Kebig  nalw  h  Miutt  MlioBtlcB  ZiU  MitM«k«n  kano*  ao  ^  dai* 
Mibe  für  «*. 

Ilfc«<l,  ■oiit-i>l  nild«'=pl:(^)'.  D»Mp(^)' 

eine  irrationale  Zahl  ist,  so  giU  dasselbe  för  1 :  (j^^    oder  fdr  a*. 

Ist  ilie  irrationale  Zahl  af  =  P)  oder  tind  ^  QDd'i^  verschie- 
dene ReibeacDtwickeluDgeo  einer  und  dersefbeo  irrationalen  Zahl 
und  ist  die  angebbare,  abs«ltiU,  rationale  oder  irrationale  Zabi 

Beweis.    Sind  jTm,  yn  swei  bis  aof  \-  angenliherte  Werthe 

von  ac  und  y  und  zwar  z.  B.  kleiner  als  diese,  so  ist  asn  <i  o: 

1  1  1  * 

<a:«-h—,  y«<Jf<Sib-f-— ,  also,  da  oti,— y»— — <0, 

jr»  —  y«  H-  ^  >•  0;  aHbiB  Tal.  ata.  {xm  —  y«)  <r  4"-  ^vrm  ist 

—  «y»  =  tif^dit'^'* y»  — 1>»  Da  nun  Wn.  —  y»  dem  absoluten 
Warthe  naeb  kleiner  aeia  kann  ab  jede  aagebbare  Zabt,  so  laeat 
aieb  aaf  UnKeka  Waiia  wie  in  daai  Yarigan  Bewalea  aaigaa,  data 


teaalba  Tan  ««"""l^  —  1«  aha  anek  va»  ^  — >  tß^  gilt*  Mao 
kaaa  alaa  latiaB}  4a  «^"=11^: 


aad  ebenso: 


r 


r 


r 
l 


also 


i 


-IT 


woraus  unmittelbar  die  Gleichheit  von       und  Int  folg^ 

Die  bekannten  hätze  über  Potenxen  lassen  sieb  dann  auch 
leiebt  aaf  Fateasea  aiit  JnatiaBalaB  BipaneoCea  anedakaea.  LA 
z.  B.  a;  =  «e«-|-aii -|-ai,-H^....Uiio£9  |fas««^«i -Ir*» 
ia  iafiv  aa  iit 

'        «0^=11^.^». 41^-1-.. ..faiiat  a^.i^.«^      kl  Inf.. 
(#*)^  =  (ö')«o-Hi,-Hi, ....  io  i«f.=:  (a')iio .  (^Jk,  ,  (iH^)», .  in  iof. 

% 

etc.  etc. 

nad  es  ist  einlenchtend ,  dass  diese  Sätze  stren^^  allgemein  gellen, 
so  lange  man  das  obaa  «bar  die  Bedaatnog  dieaar  Patensen  Ge- 
sagte genau  festbält. 


Digitized  by  Google 


280, 

P.   Imagioäre  Grössen  und  Zableo. 

27.  In  dem  Frühem  wurde  keine  besondere  Art  foo  Gros« 
•CD  betrachtet,  sondern  die  Untersuchungen  gellen  für  alle  Dingte, 
welche  den  früher  angeffebenen  Grundsätzen  p^enügien.  So  bald 
aber  von  eioer  solchen  oehaodItfDff  der  EiDheit  die  Rede  ist,  die 
nnr  auf  eine  besondere  Art  von  Grössen  Anwendung-  findet  oder 
bis  jetzt  gefunden  hnt,  wird  es  auch  erlaubt  sein,  die  Betntchtung 
auf  diese  Art  von  Grössen  einzuschränken.  Dieses  ist  aber  bei  der 
4areh  ioiaginära  Zahlen  forgetchriebenea  Behandlini||p  der  Klsli^l 
der  Fall,  die  nnr  hei  einer  heaondern  Art  ?en  riUBliehen  Gröaaen 
nusfiihrbnr  ist. 

,  §.  28.  8oll  die  L-tire  eines  Punktes  A  auf  einer  uobegränit 
gedachten,  geraden  oder  krummen  Linie  bestimmt  werden«  Sd  dass 
■an  den  Pnnkt  A  mit  Kestiantheit  von  allen  andern  Pnnkten  die- 
■er  Linie  unterscheiden  kann,  so'muss  nuin  die  Lnf(e  eines  »ndera 
Punktes  O  dieser  Linie  als  bekannt  vnran<isctzen.  Ist  dann  die 
geradlinige  oder  krummlinige  Kntferoung  OA  gegeben,  so  kann  die 
Lage  des  Punktea  A  im  Allgemeioen  noeh  eine  sweifache  eeln. 
Ob  diese  Zweideutigkeit  aufzubeben,  denke  mm  sieh  noch  einee 
zweiten  Punkt  M  der  Linie  gegeben,  der  eine  crrössere  blntfernuns^ 
von  O  als  A  hat.  (Im  nun  den  Punkt  A  zu  erhalten^  muss  man 
von  0  aus  die  Entfernung  OA  entweder  so  abtragen,  duss  sie  die 
Ktttfemnng  MO  vergrSiaert  oder  desa  tie  dieeelbe  v<erkleinert.  ^  Im 
eraten  Falle  kann  man  alsdann  die  Entfernung  als  eine  peeitive, 
im  zweilen  als  eine  negative  Grösse  betraclitpn.  Bekanntlich  nennt 
man  diese,  positiv  oder  negativ  gedachte  Entfernung  die  Coordi- 
nate  des  Punktes  A,  Eine  IJnie,  deren  Punkte  mau  sich  durch 
Coerdinalen  bestimmt  denkt,  heiist  eiae  Coordinaten .  Achse  nad 
■an  unterscheidet  in  ihr  die  positive  und  die  netrntive  llalbacliae. 

Sind  X,  \'  die  Coordinaten  der  Punkte  A  und  A\  so  ist  ga^z 
allgemein  MAz=MO-\-  X,  MA^MO^  X'i  daher  AAz=.yt^\, 
ahs.  (iK^-^i#^)  =  Tal.  aha.  (X—  X'). 

Ks  seien  O  und  zwei  Anfangspunkte  der  Coordinaten  anf 
derselben  Achse,  X  und  \!  die  Coordinaten  von  A  in  Bezutr  auf. 
0  und  0\  und  os  s«*i  A'o  die  Cnordioatr  von  0'  in  Bezug  auf  den 
Anfangspunkt  0,  Setzt  man  vuruus,  dass  in  beideu  S^st^meu  daü 
Zeichen  der  Coordinaten  mit  Bülfe  desselheo  Punktes  M  bestimmt 
sei,  der  also  nicht  swischen  den  Punkten  ff.  A  liegen  darf,  so 
ist  streng  allgemein  MA=zMO-^  dtd^^MO^-^X'^MO 
~h  Xp  +  X';'  also  X  =  Xo  -I-  X'. 

0  Uin  die  Lage  eines  Punktes  A  in  einer  Ebene  xu  bestimmen, 
setst  man  bekanntlich  die  l^ge  sweier  aicb  in  denselben  Anfange* 
punkte  O  rechtwinklig  schneidenden  Coordinatenachsen  als  bekannt 
voraus.  Denkt  man  sich  alsdann  durch  A  zwei  Parallelen  zu  den 
beiden  Achsen  gesoffen ,  so  ist  die  Lace  derselben ,  also  auch  die 
Lage  ihres  Dnrehsebnittspunktes  A  vollkoaunen  gegeben  nnd  be- 
stimmt, wenn  man  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  dieser  Paral- 
lelen mit  den  beiden  Achsen  kennt.  Diese  beiden  Coordinaten  X 
nod  F  nennt  man  bekanntlich  auch  die  rechtwinkligen  Coordiaateo 
des  Puuktes  A. 

Bs  seien  X,  T;  (X),  (K);  X*,  Y  die  Coordinateh  etdeiPiink- 
tes  III  Be%ug  auf  drei  Coordinatensysteme  mit  parallelen  und  gleich 
gerichteten  Ualbachsen,  deren  Anfangspunkte  0,         II'  sind. 
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{O)  Megp.  auf  der  Achse  der  X  ond  seiae  (^lordinate  in  Besug-  auf 
O  sei  O'  liege  auf  der  Achse  der  (Y)  uod  seine  Coordioate 

in  Bnag  aaf  (O)  wi  7»,      M  X«,      die  GeoMUBStea  vm  0* 

X=Xo4-(X),  (X)=X' 

daber 

99.  Begrinato  €er«de,  die  dm  lick       eip«M  mid  4«»- 
»elbeo  ADfttOgs|iiiDkte  aus  io  derselbeo  Rbene  tfaeh  versebiedeiiea 

Richtunfren  trpzcmon  denkt,  sollen  Strahlen  genannt  worden.  Ver« 
svliieüi'D«  Srr.-«iiU>n  können  sich  durch  ihre  verschioiierip  ahsnluie 
Läoge  uijü  auch  durch  ihre  verschiedene  Kichiunff  unterscheiden, 
ttiefat  den  Aafiinprspookt  der  Strahles  aarh  aU  Anfangspankt 
der  Courdinaten  an,  so  ist  der  Strahl  vollkomaien  bestiamt  und 
gegeben,  werni  die  Coordintiteo  seines  Endpunktes  gegeben  sind. 

Sind  die  <  uordlnaten  des  Endpunktes  eines  Strahls  in  Kezur 
•nf  den  Anfantcspankt  ^  und  zieht  man  durch  einen  Punkt  ßr^ 
dessen  Goordinaten  X^t  Yo  sind*  eine  Oerade  MAl^  welche  mit 
dem  g-citcbenen  Strahl  sriciclie  Richtung  und  Lange  hat,  sq  sind 
die  Courdinaten  de«  l'uiikfeü  A'  in  Beru|;  auf  ein  durch  Jlf  geleg- 
tes, dem  anfaui{lichen  paralleles  Acbsens>^tem  ebenfalls  .-i  und  JÜ, 
In  Beiutr  eef  das  nnflingltche  AfeksensTfiteiii  selbst  sind  daher  die 
Coordiniiten  des  Punktes  JV  X^-^yt,  Vq  "1- ^«  * 

Für  solche  Strahlen  sollen  folgende  Definitionen  pelten: 

I)  Zwei  Strahlen  sind  gleich,  wenn  sie  gleiche  Langen  hahen 
und  von  demselben  Anfangspunkt  nach  derselben  Richtung  laufen, 
wenn  eie  eise  i  entiseb  sind. 

II)  Ks  seien  0.^^  und  0.4^  zwei  Strahlen,  Zieht  man  von 
eine  <^erale  .^i.-/,,  welche  mit  dem  Strahl  0,4^  gleiche  Rich- 
tung und  LüngA  hat,  so  nennt  man  den  Strahl  0.4,  die  Summe 
der  Strebten  OJt  und  0.4^{Str.  OJ, =Str,  €^^,+Str.  OJ^). 
Zieht  man  ren^,  eine  lierade  .ii^i^«»  welche  mit  dem  Strahl  OJi^ 
irleiche  Länire,  aber  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  'so  nennt 
man  den  vSrralil  />.-/«  die  Üifi'erenz  der  Strahlen  Ojig  und  OA^ 
(Str.  OJ^=:Str,  Ö^,  —  Str.  OA^). 

Vm  die  Smhme  sweier  Strahlen  tu  fonsfrairen  bmnebt  man 
daher  nnr  aus  diesen  beiden  Srrahlen  das  Parttllelo^ramm  zu  een- 
struiren;  die  durch  O  gehende  niajronale  desselben  ist  die  Summe. 
Vm  die  liitierenz  zu  finden,  muss  man  ein  Parallelogramm  aus  OA. 
and  dem  Entgegengesetsten  von  O^i^  construiren^  die  durch  O 
gebende  Diagonale  desielben  ist  nlidann  die  DHÜBrens. 

ßs  musa  nun  noch  gezeigt  werden,  dass  Strahlen  den  in  §.  2. 
aufgestellten  Grundsätzen  genügen,  dass  sie  also  als  Grössen  be- 
trachtet werden  dürfen.  Die  Richtigkeit  von  I )  und  II )  ergiebt 
eich  nnaiHtelbnr  Md  die  Beweise  der  übrigen  Sitte  aind  einander 
gnna  Ibnlkb.  Cni  s.  B.  na  neigen,  dasa  , 

St.  (Str. Oji^  :±:Str.  OJ^)ssStr. OAt-^Htr, OJ, dbStr.  OJ, , 


bnaeieline  aan  die  OonrdiflMen  wom  A^^  J^^  ji^  all  X|,  l^i  ^  X«»* 


y,;  JC.»  y,.  Die  CoordiaatoB  te  Bad^aktet  dca  de«  SirMm 
OA^  eo^egesgeaaistett  Strahles  afaid  dMui  —  JC,»  —  y,.  Ans  dtr 

Krlvlärunu^  <h'r  Summe  und  Diflerenz  zweier  Strahlen  in  Verbiodniii; 
mit  dem  im  Aofaoge  dieses  ParograpJian  bttwiaieQM  Sate6  £»1^ 
daoo,  dasa  der  Kotlpunkt  von 

Str.  ö^, -h(Str.  Ö^.iStr.  OA,) 
Str..  OA^'-^  Str.  tf^.dbStr.  OA^ 
nspeccivt 

di«  Goordioatea  X. -|- (X.  d:  X.),  r,+(]r,dbF.) 
die  CooffdinateB  X,  H-  X,  db  X«,  T,  -f-  y,  F, 

hat.  Die  fc^ndpuokte  der,  durch  die  beide*  in  Rede  stehenden  Aus« 
drücke  beseieimeteo  Strahlea  habea  abo  gleiche  Goerdiaatea  o4cr 
lallea  saaaainen;  die  Strahlen  selbst  stad  also  gleich. 

Strahlen,  wciclie  verschiedene  Richtung  haben,  können  natür. 
lieb  nicht  mehr  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden  (§.  10.). 
Strahlen,  welche  dieselbe  Richtung  haben,  genügen  indessen,  wie 
leicbt  SB  ersebeo,  dea  ia  f.  1(K  aalgesteilteB  Graadsitaea  aad  dftr- 
lea  daher  als  einstimmige  Grössen  betrachtet  werden. 

§.  30.  Wird  ein  Strahl  mit  einem  absoluten  Bebandlungszci- 
chen  multipUcirt,  so  ist  das  Product  ein  Strahl,  welcber  mit  deoi 
Multiplicandea  dieselbe  llieblaag  bat.  -Dieses  findet  also  aaaeat^ 
lieb  statt,  wenn  der  Maltifdicator  eiae  absolute  rationale  oder  eine 
irrationale  Zahl  ist,  deren  angenäherte  Wcrthe  absolute  Zahlen  sind. 
Wird  ein  Strahl  mit  einer  negativen  Zahl  multiplicirt ,  so  ist,  wie 
leicht  sa  ersehen ,  das  Product  ein  Strahl  in  der  entgegengesetzte u 
Eiehtaag  des  Maltiplicaadea.  Bs  «oss  aaa  waiCMt  der  Begriff 
solcher  oehandlungaaeieben  entwickelt  werden,  ait  welcben  mdtl* 
plicirt  der  Strahl  eine  andere  Richtung  erhält. 

Man  denke  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Strahlen  mit  einem 
beliebigen  Ualboiesser  einen  Kreis  beschrieben,  dessen  Umfanj^  von 
der  RIebtaag  eiaes  Strahls  H  in  eiaeai  beatiaiaiten  Pnnkt  A^  ga- 
adiaitten  wird.  Den  Punkt  A^  kann  man  als  den  Anfangspunkt 
der  Bogencoordinatcn  aut  dem  Umfange  des  Kreises  ansehen  und 
wilikiihrlicb  feststellen,  nach,  welcher  Seite  die  positiven  Coordina- 
teo  geaanoMa  werdea  sollea.  Wird  aber  dareb'  0  sagleich  aia 
reebtwiakligfts  Achsens^-stem  gelegt,  so  sollen  die  positifea  Bogea* 
eaordlaalen  nach  der  Seite  liegen ,  nach  welcher  man  die  positive 
'Halbachse  der  X  drehen  muss,  um  auf  dem  kürsestea  Wege  aack 
der  uusitiveo  Halbachse  der  Y  zu  gelangen. 

Die  Riebtung  eiaes  aadera  Strabls  Ist  alsdaaa  voUkosmaa  be-^ 
stimmt,  wenn  man  die  Bogencoordinate  des  Piaktes  A  kennt,  in 
welchem  der  in  Rede  stehende  Kreisumfang  von  der  Richtung  des 
Strahls  geschnitten  wird.  Die  Coordioate  des  Punktest  in  Bezug 
saf  A^  ist  aber  gleich  dem  Prodocte  des  Halbmessers  in  eine  po- 
sitiTO  oder  negative,  rationale  oder  irrationale  Zahl  Diese  Zabl 
9  soll  in  dem  Folgenden  der  beschriebene  Winkel  der  Richtung 
OA  in  Bezug  auf  OA^  genannt  werden.  Gs  ist  klar,  dass  der 
beschriebene  Winkel  einer  Richtung  in  Bezug  auf  eine  andere  un- 
aadUeb  viele  voa  elaaader  ?eriebladeao  Wartte  babea  .leaaB. 

Das  BehandlungpMichen  e  soll  anzeigen,  dass  ein  Strabl  bei 
aamMaderter  Llaga  aaab  dar  fmAnm  Salto  des  BiigMaaidi- 
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tbM  ffiskel  gedrabt  w«d«i  teil,  danen  Höges  4ltm 
Belbmeuer  gleicli  iit    Beseiekeet  H  einen  beliebigen  8trMbl, 

so  bezeichnet  H.i  einen  Strahl  von  gleicher  IJinge,  welcher  mit 
Ji  den  beschriebenen  Winkel  1  bildet.  Ist  n  eine  absolute 
ganse  Zahl,  so  schreibt  nach  der  Erklärung  der  Potena  eine 
Mielige  Wiederbelnng  der  dar^  t  eogezeigtee  BebwdlBMr» 
•lee  eiee  Drebeeg  dee  Stidde        dee  beetSiiebeeen  Wiakel 

-l*«  vor.  f  ss:\/'e  scbreibt  eine  Beliandiung  der  Eiubeit  vor» 
doreb  derea  rmelige  Wiederboluog  eiee  Dnbeng  dee  SCceble  am 
den  Wiebel     1  eotitebt.  Dieser  Bediegneg  genügt  neter  aedem 

die  DreboDg  des  StrabU  *m  des  bescbriebeneD  Wiobel  -+-  ^  und 

r  JL 

de  einer  f rübern  Bemerkung  nn  Pelge  das  Zeichen  \/(  oder 
imnMr  eine  beatiniMte  Bedeutnng  beben  eoll,  so  soll  gerade  diese 

•  Drehung  des  Strebte  um  den  bescbriebenen  Winkel  H--^ doreb  dee 

JL  r  -  ^ 

Zeieben  f  «der.       engeeeigt  werden.  Nncb  der  Definition  der 

Potenz  schreibt  alsdann  f  =         eine  Drehung  des  Strahls  um 

den  beschriebenen  Winkel  -f-      ?or.  Ist  9  eine  irrationale  positive 

Zahl  und  9  =  9)^  -f-  (jp ,  +  V'j  + .. ..  in  inf.,  so  ist  nach  einer  frühern 
Definition  c'/  =  c^« .  if^ .  e'/«  -|-  in  inf.  e'f  schreibt  also  eine  Dre- 
bnng  des  Mtreltls  na  den  Winkel  ^«Hr^i  +9, +****ininf.  ssy 
vor.  Das  Zeichen  c^— 'A,  we  9  und  tp  rationale  oder  irraiionaM 
positive  Zahlen  sind  und  9  —  ^  positiv,  0  oder  negativ  sein  kann, 
muss  alsdann  eine  Dreliuiig  des  Ntruiils  um  den  bescbriebenen  Win- 
kel 9  —  tf>  anzeigen.  Denn  bezeichnet  o:  eine  solche  Drehung  usi 
ip^^%  se  bü  effMiber  dr.fV'sC^,  eis«,  da  «V'angebbnr,  fas&iftfV' 

Ist  also  a:  eine  beliebige  positive  oder  negative,  rationale  oder, 
irrationale  Zahl,  so  ist  9*  ein  BehandluegsMicheB ,  welches  eine 
Diebnng  eines  Strahls  bsi  des  beechrtebeBen  Wiekel  op  vorsebteibt' 
*4Be  der  l>ehre  von  den  Peteanen,  oder  auch  unmittelbar  aus 
dem  eben  hergeleiteten  Betne  erglebt  sieb  daBB  leiebt  die  Rkktig- 
'  keit  folgeader  Sitse: 


|)e*.«rssc^,  ll)f»:fsrsa»-y,  III)  (f'>se**9. 

§.  91.   la  Betag  auf  die  f.  5^  en^egehene  BiatheUnag  der 

Bebandlnn^seichen  ergeben  sich  für  ('  tol^nde  Bestinnnagea. 

I)  t'  ist  ein  eindeutiges  Behandlung^szeichen. 

Denn  ist  der  Strahl  A=iH^,  fallen  also  beide  Strahlen  sa« 
sasiaien,  so  falten  diese  Strahlen  anch  noch  taseeiBlen,  wenn  nwn 
beide  nii  den  Winkel  or  dreht  Die  dnrcb  R.t*  und  .#*  dar- 
gestellten Strahlen  füllen  also  ensemBea  oder  sind  gleich. 

II)  ist  eine  Zahl. 

/t<-|-/(i  ist  die  Diagonale  des  aus  den  Strahlen  R  und  Ri 
eeastrairteB  Parallelogramsis.    (ü  +  iZi).!*  erbilt  smb,  wenn 
diese  Diagoaale  am  den  Winkel  M  dreht  Denkt  man  sich  das 
ParaUelegran  aü^ediebt,  an  eriabiint  (ü-^/l»)  ««?  eis 


I 


Diagonale  eine«  PardMog^rMaa,  dessen  Seiten  dnreb  ü.f,  .f 
dargertellc  wcrdca  ktaMD.  Mm  hat  abo  «itabar  (ü-f-^i)***- 
=     .  f  +  /<.  .      woraoa  M  tea  a«ek  lakht  (it— ü,) 

sssÄ.«*  — Ä,  crgiebt. 

III)  C  Ut  mit  iillen  positiveD  oder  negativen,  ratioaalen  oder 
irrationalen  Zahlen  uod  aach  mit  ty  gleichartig. 

Ist  yt  irgend  ein  8tnikl  aad  m  aine  potiüva,  ratiaBale  oder  v* 

rationale  Zahl ,  so  haben  H  .  a  ,  und  R  .  i*  .  a  gleiche  Länge. 
Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Richtung,  da  die  Richtung  beider  aus 
der  von^  R  durch  Drehung  um  den  Winkel  JC  entsteht.  Bs  ist  also 

/2  .  f  •  (— >  m)  aad  R  .{ —  m)  .§*  sind  die  entgegengesetztaa 
StrnlilpD  von  R.(*.a  und  R.m,9ß,   Da  leistera  ^cich  aiad»  ao 

uiussen  auch  erstere  gl('i<*h  seio. 

R.i^  .  iVzzzR,  R.fy,fs=:R,ey+^,    Da  nun  a:-\-y 

ssy'^op  ist,  so  ist  aacli  il.c».iys=sil.fSr.f*. 

IV)  f  ist  immer  angebbar. 

Denn  jeder  ongebbare  Strahl  bleibt  aagebbar,  waaa  ar  avek 
um  einen  gewissen  Winkel  gedreht  wird. 

f.  32.  Beseichnet  m  eine  posttive  oder  eiae  a^atiTe  gnnse 
Zahl,  so  ist  R .  z=R=RA,  also,  da  dieses  für  jedea  Werth 
von  R  gilt,  f2«7T  =  1.    Ferner  ist  =  i^n  .      z=  Da 

iK.f3v-=/i.  — 1  ist,  so  ist  auch  s"s=  —  1,  also  auch  «(2^1) -i* 

s «MT-M-B ...  f.  Beseichnet  naa  t* ,  d.  Ii.  die  DreliaBg  aai  aiaea 


rechten  Winkel  nach  der  positiven  Seite  mit  i,  so  ist  auch  t  ^ 
ssfT-si  nad  e^*"^*^  ''^ «  Eadlieb Ist ^  =s ffT . ff 

sn  tn 

S— 1,  (—1)»=«»  .18  =«»«  =  —1. 

BeieiehBef  ji  einen  beliebigen  Strahl,  so  kann  man  jeden  an- 
dern TOB  demselben  Anfangapunkie  ausgebendea  Strahl  dorch  oia 

Product  von  der  Form  A,r,k^  bezeichnen,  wo  r  eine  absolute^ 
rntiuuale  oder  irrationale  Zahl  und  ip  ein  positiver  oder  negativer 
beschriebener  Winkel  ist.  Die  Zahlen  r  .  k'f  uod  r'  .  «V  sind  im- 
mer, aber  aach  aar  daaa  eiaaadar  gleich^  wena  r'ss.t'  aad 
=  %Hn  ist,  wo  m  eiae  positire  aacr  aegative  ganze  ZabL  oder  0 
bezeichnet.  Denn  Immer,  nber  auch  nur  unter  dieser  Voraussetzung, 
haben  die  durch  ^i.r.e?  und^.r'.e^^  bezeichneten  Strahlen  glei- 
che absolute  Länge  {A.r  uod  A,r)  und  gleiche  Richtung.  I^ioe 
Zahl  voa  der  Form  r .  <7  heistt  eine  iaiagiaara  Zahl,  aie  wird«  eiae 
reelle,  wenn  <f  —  /i.w,  wo  n  eiae  gaase  Zahl  oder  0  iil.  r  heieat 
bekanntlich  der  iMüdnIus  von  r.t'^. 

^.  33.  Da  r  uod  ('f  gleichartige  Zahlen  uod  eine  Potenz 
ist,  so  kann  man  mit  imaginären  Zahlen  gerade  so  rechaen ,  wie 
aiit  andera  Aoadrückea  voa  ftbalicher  Gestalt.  Man  bat  daher 

r .     X r  . l^^'X r" .  «7 ' ....  =  rr'r ' ....  «V+V W 

r^:(,'«?)  =  ^.fe^, 

weaa  §^  ■ngabhaf  ele.'ete* 

.  Wa  bakaBBtea  SÜm  ihav  die  fielfitoaiigaD  Wanala  laiM» 
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sieh  Mit  Leicktigkeit  aus  den  «ufgestelltep  Begriffen  entwickeln. 

aiS5\)^(r  bezeicbnet  bekanntlich  irgend  eine  der  reelleji  o<^r 
imaginären  Zahlen,  bestimmt  durch  die  Gleichung  »«  z=  r  .  «V. 
Da  X  eine  reelle  oder  imoginare  Zahl  sein  kann,  so  musa  «=:^.c^ 
■eio.  Es  wird  dann  aua  obiger  Gteiebung  ^.i^sr.«^.  Dieae 
GleiekiefC  kau«  nor  kealeheo,  wein  ^sssr,  mf—^^tmt  itl» 

woraus  Q  =  l/r,  ^  =  — - —  folgt.  Bieraua  ergiebt  sieb      (rtf  ) 

=  i/^r .  e  •  ,  weleker  Aaedraek,  da  Baa  Ittr  v  Jede  poiiti?e  oder 
■egative  ganze  Zahl,  lo  wie  auch  0  setzen  kaoa,  MkaantKck  « 

TOO  einander  verschiedene  Werthe  liaben  kann. 

^  34.  Die  imaginären  Zahlen  lassen  sich  noch  unter  einer 
aadtm,  keaerkeaewofftbeB  Porai  darttelleo.  Bt  aei  ji  derjenige 
Strahl,  welcher  als  Einheit  aller  andern  von  demselben  Anfanga- 
nunkte  ausgehenden  betrachtet  werden  soll.  Man  lasse  die  po^i(ive 
Halbachse  der  X  mit  der  Richtung  dieses  Strahls  zusammenfallen 
uod  bestimme  die  Richtung  der  positiven  lialbacbs«  der  Y  nach  der 
la  4.  M.  gOBacbtea  Beawrkong.  Ist  naa  As=J.r^  irgend  oia 
aaderer  Strahl,  so  kann  man  die  Coordinateo  des  Rndpunktes  des- 
selben oder  die  Proiectionen  desselben  auf  die  Achse  der  X  und  Y 
durcb  j4*af  und  ui,^  beseicbnen,  wo  jc  und  y  positive  oder  ne- 
ffatire,  rationale  oder  IrratioDole  Zahlen  eiad.  Dieae  Projectionen 
Eaaa  man  aber  ebenfalls  als  Strahlen  betrachten  und  als  Producta 
YOa  ji  in  imaginäre  Zahlen  darstellen.  Iiis  ist  einleuchtend,  daaa 
gaaa  allgemein  die  Projectioo  auf  die  Achse  der  Xz=A,an  die 

aaf  die  Achio  der  Y=sji.y,i*=ji,p,i  sein  moaa.  Da  abtr 

il  die  Summe  seiner  als  Strahlen  gedachten  Projectioaaa  aalo  Maa, 
ao  ist  ^  .  rtf  r=i  A  .  j:  -\-  A  .  yi  ■=:  A  .  {a:      y  .  i). 

Ist  nun  A  anffchbar,  so  tolst  hieraus  ==  a; -i- y ,  $.  Denn 
dä«  +  y.<  all  SamBo  sweier  imagiairea  Zahlea,  wie  leiekt  sa 
kaweisen,  wieder  eine  imaginäre  Zuhl  r^,Bf'  sein  muss,  so  kann 
man  obige  Gloicliung  auch  schreiben  A  .  r('^  z=z  A  .r't'f.  Dieses  ist 
aber  nur  dann  möglich,  wenn  A .r=A.r\  also  r=sr  und  9 — 
s=z2yjf  oder  «v  =  «r,  daher  rtf  =  r'tr  ist. 

Da.  de»  Frikera  gemäca  i*  sst  —  1  ift,  ao  kana  am  aack 
ds  1/^ — 1  aetaoa»  weaa  aaa  keatiaat,  daaa  l^  — 1  gorada  dia 

&hl  i=rcS  und  nicht  — i  =  e   ^  z=:t^  bedeuten  soll. 

Bekanntlich  sind  diejenigen  positiven  und  negativen,  ratio- 
aalea  oder  irratioaalea  Zaklaa,  alt  daaea  awa  dia  abaolate  LäoAre 
eines  Strahls  multipliciren  musa,  wm  eeiae  Plojactionen  auf  dia 
Achse  der  X  und  Y  zu  erhalten,  unabhängig  von  der  Länge  des 
Strahls  und  allein  abhängig  von  seinem  beschriebenen  WiuKel 
Mao  beseickaet  sie  deabaib  mit  Cos  5p  uod  8ia  9.   Hau  hat  also 

J.jfssfnti,  aba.  il).Gaa  f     ji,fss{wtL  aba.  JQ^.Bia  f 
ss^.r.GoB  )p  s^^.rSiay 


oder 

4Psr.Cot  f  jfssr.Sia  9. 


Em  ist  daher 


Mit  diMM  AsidrOekra  knn  mn,  wie  aus  den  FrSlMra  €rbal- 
iet,  ebenso  rechnen,  als  wenn  i  irgend  eine  reelle  Zebl  wirCt  aar 

■BM  man  der  Bedeutung  von  i  gemäss     =  —  1  setzen. 

Aus  der  Gleichung  ar  +  i.y  =  ar'-4-f.y'  folgt,  wenn  ^  irgelod 
einen  StmM  bemelclinet,  A  .  (» »4- i  ,  p)  iss  ji  .  {ar^ -i- $ ,  y').  Die 
.durch  dieae  Ausdrücke  hezeicbneten  Sirahlcn  sind  aber  nur  dann 
gleich,  wenn  die  Coordinaten  ihrer  Goilpunktc  gleich  sind,  d.  h. 
wenn  A.x-='A.x\  A  .yz=.  A  .ff  oder  a:-=.a:\  y=f/  ist.  Es 
ist  hierbei  vorausgesetxt,  dass  or,  jc'^  y»  y  reelle  Zahlen  sind,  iodea 
eenst  sieht  A.s^^  A,y^         die  Bedentnng  Toa  Ceordi- 

aMen  haben  könnten.  Ba  ist  also  namentlich»  wenn  (^«4"y-e) 
asr.(Cos  9>  +  «  Sin  9),  auch  xz=zr  Cos  9,  y  =  r  Sin  tp. 

35.  Von  den  vielfachen  Anwendungen  der  obigen  Betrach- 
taageo  mAge  hier  aar  die  atlgenMine  Herleitung  der  ForeielB 
Cos(9-4-  a> )  and  Sin  (9  +  ^i")  eine  Stelle  finden.  Es  seien  A\  R 
drei  Strahlen  von  gleicher  absoluter  Länge;  der  beschriebene  Win- 
kel von  R  in  Bezug  auf  A  sei  9,  der  von  R'  in  Bezug  auf  R  sei 
«p'  und  der  von  R!  in  Bezug  auf  A  sei  ip.  Es  ist  dann  nach  der 
in  %,  28.  bcrgeleitetea  Foraiel  ^  s  9  +»SF''-  ^  Iriher  eat- 
wiekeltea  Begrifea  ergieht  eich  aber 

R^A,iff^  R'=A.&,  R'=sR,t7'=sA.tf,tr, 

also 

A  •^t^A 

I 

oder 

Nun  ist  aber 

«V' =  Cos  1^ -f- #  Sin  9 
=  Cos  9  +  »  Sin  9 
flVssCoa.y'-l-f  Sin  y'. 

Deber 

Cos    +  f  Sin  V  =  (Cos  9  -f- 1  Sin  9) .  (Cos  9^  -f-  i  8ia  y*) 

=  C089  .C0S9'— Sin9.Sin9'-|-i.(Sin9  Cosy'-hSioy'Cosjp) 

also 

Cos  f»rs  Cos  (9     9^)  =  Cos  9 .  Cos  9'  —  Sin  9 .  Sin 
Sia  fr  SS  Sia  (9  -I-     s  Sia  9 .  Cos    -f-  Sia  9f  •  Cos  9. 
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lieber  gewisse  merkwürdige  Reihen. 

VpD  den 

Uerm  Professtir  Dr.  Hessel 

in  Marburg. 


♦.1. 

Bs  giebt  eine  Art  von  Reihen,  welcbe  die  merkwürdige  Eigen- 
•ebnft  iMbea,  di«  lelgwadc  ZmaMitellaDg  venmebuliebt: 

I)  Berücksicbtigte  Reihe  ....  £S^  F 

II)  Reibe  der  ereten  Difierenseo  *)  Cy  d,   «  .... 

Ul)  Reibe  der  sweilen  DifferenitB **)  ^»      Z^,  £ .... 
IV)  Seihe  der  drittes  Düetemcn  tf, 

V«  ■.  w.  •  1.  w. 

d.  h.  ea  stimmen  die  Reiben  I,  III,  V,  VII....  (2/* — 1)  bin- 

sichtlicb  ihrer  sammtlicheo  Gliedert,  Cy  Dt  E....  mit  einan- 
der fibereie,  wlhr^nd  eine  ebensolche  üebereinstiamunff  stattfin* 
det  bei  den  Reihen  II,  iV,  VI ....  (2/>)....  hinsicbtlicb  der  sämnt* 
liehen  Glieder  ^,  r,  </. . . .;  indem,  wenn  man  allgemein  die  Dif- 
ferens  zwischen  dem  zweiten  und  ersten  Gliede  der  ^ten  Reibe  als 
erstes  Glied  der  l)teii  Selbe  entiebt,  daa  «te  Glied  der  ^en 
Seihe  dem  (»+l)ten  Gliede  der  (Q  —  2)ten  Reibe  gleich  ist,  so, 
dass  in  obiger  Darstellung  einerseits  die  gleicbcD  Glieder  der  Rei- 
ben I,  III,  V....(2/' — 1)  und  andererseits  ebenso  die  gleichen 
Glieder  der  Reihen  11,  IV,  Vl....(2i')  lotbrecht  unter  einan- 
der atebev. 

Beaeicjieet  bmb  das  aite  Slied  4ar  latee  Reibe  mkt,  und 
ebeapo  daa  «te  Glied  der  Uten  Reihe  mit  ^,  und  das  iste  ^ed 
der  ^en  Reihe  mit  ^'*^>  Summe  der  Glieder  der  Isten 


*)  B^  J^m,  C'^B^i^  B^Cmme  o.  a.  w. 
**)  ä^m^Bf  e-^hrnmCf  d^e^D  «.  a.  w< 
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von  Itlen  ^it       «tco  Glied« 
die  SaniBe  <ler  Glieder  der  Ilten 

eiosclilie$ilich  out  so  18t: 


■Dd  efceaae 
VOM  leüB  bii  tut  mMm 


49T  Ilten  Seihe  vom  1 

(!)• 

/         '///  /v 

4,  ^-H («-«)  = 


Sncht  BMitt  aus  3)- die  GrSeie      ^  «'^  Wertfc  in  1), 

so  hat  muo 


•IfO 


a  —  a  =sa  — o, 


«bd  de  an«  1),  weno  nao  statt  i»  «etat  gefaodeo  wird: 

##    f  / 

a  =  a  —  «, 

M       jH-I  » 

so  ist«  wenn  dieser  Wertb  in  5)  gcsetxt  wird:  ' 

/     /      /  / 
2a, —  a  =:a  — «»  . 
«      »—1    iH"l  » 


i  i  i 
Sasa  +  o 

«     m-i  «—1 


oder 


oder 


Iii         I  II 
a  =3tt  —  a    ond  a  s8a  — a  , 
ii-i    !•     iH4       «-H    *  «H-i 
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4*  h«    '  t 

t      I     I  Iii 

7)  a=3a — a    und^)a=:3a — a. 

II        M-l   »+•  n 

Siebt  MB  ebeito  «oi  1)  4i«  Gritaie         und  Mttt  dtn  Wtrtk 

in  2),  so  hat  oiftD: 

//    //     #/  / 

tt  —  o  =a  •+•« 

M        «—1  »—1 

oder    •  -  , 

9)  a  Siol  * 

■nd  d»  eu  2),  weea  um  itatt  i»  eetst  #—1,  gefandan  wird: 

/     //  // 
a  s«  — 

»-4 


  I  • 

■o  ist,  wen«  dice«r  Werth  in  9)  gesefit  wird: 


«id 


//    //    //  ti 

//  //  // 
10)  a=s3a— o 


II      //    #/  //      //  // 

a  =3€i  — a  oder  11)  a=3a  —  a 
jt— j     »— I  n  m       H+\  «-♦-9 


nnd 

//      ✓//    //'S  Ii     ^ii    Ii  X 

o  =if  a  +  a    ]  oder  12)  a  =  |[  a  -f-a  j. 

V»      »-2-/  •         \fc«H-l  • 

El  ist  sooach ,  gemäss  6)  und  12) ,  sowohl  Tür  I.  II.  Jede 
Glied  einer  dcrortigeD  Reihe  der  dritte  Theii  der  Summe  nu  dei 
nächatforbergebeudeo  und  dem  oächstfolgeoden  Giiede: 


a 


oder  man  findet,  gemäss  7)  and  8)  oder  10)  und  11),  für  jede  solche  ' 
Reihe,  jedes  beliebige  Glied  aus  dcu  beiden  ihm  Torhergehendcn 
oder  aus  den  beiden  ihm  folgenden  Gliedern  dadurch,  dass  man 
von  dem  3facheQ  des  nähereo  dieser  beiden  Glieder  das  ferner  lie« 

Cde  rabtrahirt,  d.  b.  ann  mg  in  einer  loleben  Reibe  die 
f  orwiiti  oder  riekwftrte  lilileo,  lo  ist 

.  j".J-  j  a  =  3a  — a  =3a  —  «. 
nnd  in  iL  i  »      m-i  mvi 

Y.  19 
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Wenn  also  in  irgend  einer  der  Reiben  I.  oder  II.  zwei  unmit- 
telbar nach  eioander  folgaode  Glieder  gegeben  lind,  so  findet  maa 
tfaa  nXdiste  bttliare  Glied  dadurch,  dm  man  foo  den  Drelfeehea 

des  grösseren  gegahenen  Gliedes  daa  kleinere  gegebene  Glied  ah* 

zie1>f,  wälirend  man  das  nächste  niedrig^e  Glied  bndef,  wenn  aas 
TOD  dem  Dreifachen  des  kleineren  gegebenen  Gliedes  daa  j^iÖMiw 
gegebene  Glied  subtrahirt. 

"   Man  kuB  alao  aehr  leicht  die  Glieder  Jeder  aolcheD  Beihe  der 

Ordnnng  nach  bilden,  sowohl  wenn  man  ftwrlrto'»  ala  mmm  mwä 
rfiekwirta  in  der  Reihe  fortachreiten  will. 

/ 

Noch  bequemer  aber  ist  es,  die  Glieder  der  zusamraeDgehorij^cen 
Reiben  I.  una  II.  abwechselnd  zu  entwickeln,  indem  man  «Ue  Glei^ 

chnnireB  1)  md  2)  nhwechaelad  beMtat.  Sind  «lao     B»  a  mmd  m 

1  i 

gegehei^  ao  lat:  ' 


^  //  /   /  J 

ns  1)  o=sa  —  a  / 
1     a     1  ! 

//    //    /  / 
2)  as=sa-f-a  1 
S      1      s  / 

dnma  hnt  man 

t     i  it 

•na  1)  assa-lrA 
a     a  a 

/////' 
MM  2)  a  =  fl|-l»a 
a     t  • 

i     1  ii 
noa  1)  a  =  a  +  a 
daa 

//   //  / 
Ma  2)  assa-f-a 
4     a  4 

n.  8.  w. 

U.  8.  W. 
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"//    //  / 

a.  =  a  +a 
«-4  m-4  «-»i 

# 

/      /  // 

"        »— l  «—1 

U     tM      t  ' 
•  s  a  +  « 

• 

• 

* 

/         /  // 

a  =«4-9 
»«-1  «  II 

//     //  / 
m  ssa«|>a 

* 

0.  ■•  w. 

.ft**  .F^^'P'**  folgr«oie  ZommeiiitellaDff  von  Reiben  I., 

Um  III.  dienen,  wobei  m  I.  und  II.  jedem  Glied«  aatea  die  il«  g«. 

bäbrende  OrdDungszahl  n  beigefügt  iot,  di«  iler  getraflencn 
des  ersten  Gliedes  io  I.  entspricht 


I. 

•    5\  6    IS  » 

-4      -1     Q  \l       S  % 

86    m    589  ....  . 

4    .   •      .  . 

u 

-13 — 1,  1  \  7  20 
-1     0    \l  t 

53     139    364  953.;.. 
t        4         I  0 

III. 

22     9    5    6   \^13  33 

86    m  660.... 

Hier  ist 

GleieboBf 

1   589  —  225  =  364 

2   953  —  364  =  589 

8.   6H-i7-H29-f-53-i-139-|-864i3»M» 

wenn  82: 


■=(0 


gesetzt  wird,  bat  smd  ehensoi 


2»  + 1>  IS -w  4  H- 1  +  7 + Sq  =s  S 
4.  ....  I6-I-1SH-8S+86H-S25)— 6-1-7»; 

!w«BB  ^  =  («)  6«Mlit  wird,  btt  mu  ebmso  ) 
4- 6-f- 13+33H-S6J— 9^— 4)=5 139  J 

19» 


»2 

§.6. 

Wbs  die  allgemeiDe  Form  solcher  Reiben^  wie  I.  und  II. 

langt,  10  hat  aaD,  wenn  der  Köne  wegen  ^o^^^  aail  ^aj 

=:«  gesetzt  und  jedem  Gliede  die  Ordaaagicalii  (•)  vatcn  beiga- 
liigt  wird,  lalgeade  ZaeaBBeaateUBBg: 

I    A  (2^  +  3«)      (5^  +  8«)      (13^-|-2U) .... 

"•1  t  8  4 

Bei  der  Verläng^ruDg  nach  rückwärts  erhält  man  ebenso: 

....(84^  — 2U)  (i^J^Sm)  {JU-Za)  (tU-#)\  1. 
—  3  —2  —1  0  \1 

 iUa-  21 A)  (5»  —  HJ)    (2«  —  3^)  {a—j\  «.^U. 

—  3  —2  — l         0  \l 


♦.7. 

Setst  «an  in  diafar  aNgemainen  Fora         oder  Asszl  nad 
oder  «sO,  lo  bat  iMn 


Reihe  l  5     2\   1     I     2     5     13     34     89  .... 

Ordnnngssabl— 1    9\l2345      6  7 

Reihe  II  — 3— 1\  0    1     3     8     21  55.... 

OrdDUDg^zabl     —1     o\l  2    34     5  6 


and  ea  bietet  die  Baibai.  dia Goafficiantan  UwJ  in  f.«.L  naddia 
Baiba  U.  Jana  fdr  «  ia  f.  «.  I.  dar. 


Umgekebrt, 
bat  man: 


f.  8. 

wenn  nun  in  f.  t.  ^ssO  md  «^1  letxc. 


I. 


II. 


,,.._8    —3     — 1\0     1     3    8    «l  55.... 
— »      —1        a\iss'4a  • 


1  \t  2    5    13    84  .... 
-1        a    \t       s    4  B 


nod  es  bietet  die  Reihe  I.  die  CoefBcieotea  dar  Ar  y€  in  f .  6.  11^ 
ud  dia  Raiba  fl.  iat  Jana  dar  CaaMaatan  Ar  •  in  f.  4L  II.  * 
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i 


Setzt' mB  8sl  Md  «ssS»  b»t  nuin  Mch  f.  6.  folgtad» 
wiohtig»  fteites,  voa  wtleUiki  wir  tplter  Gebittneb  Mekoi  werden. 


I. 


n  —4  — 1\  1  4  11  2d  76  199  521.... 
-«      -i'fXilt      4      «       6  f 


U.      ....      7       3       2  \3  7    18   47  123  322..,. 

I  .^-1  0\l   2345  6-. 

f.  10. 

Obgleich  io  %.  2.,  f.  S.  und  §.  4.  die  Bildung  der  Glieder  einer 
solchen  Reihe  der  Ordnung  nach  gezeigt  wurde,  so  ist  es  doch  nö- 
thi^,  einen  Ausdruck  für  das  ailgemeiue  (nte)  Glied  einer  solchen 
Reibe  lo  babeo.  Dieter  ist  ^^efunden ,  sobald  man  fär  die  in  4.  7. 
fand  f.  8.)  dargestellten  Reihen  der  Coefßcienten  für  I.  und  11.  ia 
#b  d.  die  Ausdrücke  für  das  Mte  Glied  f^efunden  hut.  Die  ReiFien 
%  7.  (und  §.  8.)  stiameD  aber  übereia  aut  fteüieoj  die  maa  in  fol* 
geader  Art  ündet. 

♦  lt.  . 

.  Be  ist  bekamt«  data  die  für  die  Lehre  vom  regelmässigea 
Ffiafeck  und  ftr  die  davaa  «bkäncendeD  KtoefforneD  wicbtiffe 

1/5  12 

firSüe  — ^ —  =  ^i^^i  folgende  Reibe  von  Potenzen  darbietet: 


Ordnungazahl 

1 

S             9  4 

Potans 

4(1/5- 

1),  1(3- V/5),  1(21/^5-4),  1(7-3^^5), 

Ordonngfsabl  |  5 

6              7  8 

Poteas 

ll),i(18-8v^5)»i(l3|/i^29).i(47-2lb/&), 

Ordnungszahl 

9  10 

Potaas 

.«84|/5-W^.  i(lM-55|/1^>l 

■ad  4^189  wenn  man  diese  Reibt  ?oli  Potenzen  nach  rQckwIrli, 
die  erite  biaana,  fortsettt,  m«  folgeada  Glieder  arbalt: 


OrdonngisabI        0  —1  —2  —3 


Patana         |i(2dbü\/5),  -(3-hi/5),  i(2V/5-fr-4), 

Ordaaagaiabl  |  —4 


Poteas  |iC7+3t/»)f 


uiLjui^Lü  Ly  Google 


2M 

■0  Hm  ftlltt  PoteBsen  von  ^(\/5>-l),  welche  ungerade  Exdomb- 
ton  haben ,  die  Form  i(^\/5  —  ^,  und  alle,  welelie  ftrtde  HZjp«- 
■enten  haben,  die  Fora  {(m  —  riX5)  darbieten. 

Betrachten  wir  die  Reihen  der  Wertbe  voa  ^  und  wcicties 
die  Cueflicienten  von  ^5  in  vorstehender  Bntwickeluug  sind,  ao 
finden  irirs 

1...,    84    IS   5  1 
von  ^  } 

Exponent    i  ««   «  «  « 

derPoieni  r  "  i 

|....  -81  —8  —8  —1  0 


Werthe 
von  V 


Exponent    j  _  _4  o 


1  8  5  18  84  88....  L 
1  8  5   7   9  11 .... 

1  8  8  81  55....  IL 
8  4  8    8  10 


der  Potenz 

BheuD  findet  Btn  filr  y  mfi  Ar  »  foigcnle  Mkea: 

1  4  11  29  56  199 


}  29  —11  —4  — 1 


Wnrtbe 

▼on  y 

Exponent  )  •«   k     s  i 

derPotoiil  "*  ""^  — a-»— i 

Werthe 
▼on  fp 

Exponent 
4er  Potens 


f. 


|....  18  7  8  8 
j,...  -6  —4  —8  0 

-     f.  18. 


1  3   5   7   9  11 

8  7   18  47  188. 

2  4    0    8  10. 


Setien  irir  |/5s±^,  ao  ktfben  tvfr»  wenn  •  irMad  einegwixe 
Zahl  bedeutet  nnd  p  irgend  eine  nndere  gnme  Zahl  ist,  die 
•chen  1  und  m  liegt} 


(2it~l)(2n-2) 
1.2 


 1-4  , 


i.t.a  ' 

(2w— l).M.(2w-5) 
1wm5 


(2n— l).>.(2j|~2p) 


C2w-lM2n-<2;H-l)) 


l....(2«— 2)  , 


(2«— lM2n— (2w— 1» 
■   1....(2j«— 1)"""  ' 
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Em  wird  ulso,  wesB  MB  MMBriefctigt,  tot 

I  SS  »»-0^», 


und  wenn  man  die  Werthe  von  ^,  welche  zur  ^  ^  5  •  (^»--yj«^ 
Potenz  gehören,  mit  jr, ,  Jr,  . •  •  •  be»«»chB«t,  to  «Hg«» 
seine  Werth  für  a:  gefiindeD,  «Ii: 

^  tot»  wenn  naa  4en  Co«fficieiiten  L   t.2.S....m  J 

der  Uten  Poten  eiiM  BiMsiw  d«ith  d«a  Aoidrmsk  b«« 

seiclmet,  die  GleicbiiBg  giU:  ^ 


♦ 

Zigleick  erffiebt  lidii 

15)  ^s=lC',  ft— »-f-C?.  5»-«.... 


f.  IS. 

Andererseits  iel 
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—  l)..„(2ai~(2ii— 1)) 


Bezeichnet  alio  r«  den  Wtfkk  T«n  ir,  ivddhar  sor  t«tn  P«ton 
TOD  V^ft— -1  gehört,  lo  iat  * 

ft»  iki 
10)  «wssIC?.  5^»-hC7.  *i-«-*-€7  .  5»-*.... 
1  t  ■ 

Wihreod,  wenn  den  Werth  von  •»  heselchsetf  der  sur  2«ten 
Potons  gehttrk,  dieser  Werth  geliuide»-irSffd  «k 

17)   iri,  =  r5"-f-?.  5»- i-t-C.  5«-2-i-?.  5«-«.... 

t  4  e   •  • 

SR  »1 

-h  c .  ^-p ....  -h-«: .  5*-*i :  a*»-», 

«.  14. 

Sollen  nnn  wirfclieh  die  lothen  djtr  Werthe  Ton  m  md  ?en  v 

(in  %.  11.)  den  Reihen  der  Coeffietenten  ?on  A  und  von  a  in  f.  6. 
entsprechcD  und  nicht  etwa  bloss  zufällig  innerhalb  ffewisser  Grän- 
sen  damit  übereinstimmeD,  ao  musa  allgemein  nach  1)  otih-i  — 
ssr»  vnd        2)  vm^\  —Vm  =  :cm  Min,  (Vergleicho  obea  In  f. 
die  GleichttDffeB  1.  ond  8.). 
Bs  iit  nCer,  wenn 


iit,  aaeh 


•o  dan 
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5»-i-L.£7.  5»-»-|-C?.  5"-».... 

t  4 

9h— l 

-WM/  *  *^ 

"^'^  V  2^  5»-»  +  C? .  5*"» -I- C .        . . .  . 

1  •  B 

••-1  2a— I 


am  der  allffemeio  bek»0Dten  Cigeoscbaft  der  Bioomial« 
GoefficieatoB»  g««^  welcher  C  +  C  =  C  ist,  folgt: 

-    =  ^  1  e .  5-' +  f .     +  f  •      •  •  • . 


2« 


■ 

und  et  iat  biernacli  bewieMD,  dau  allgemeiu 

•  *  «»1-1  —     2=  9m 
iaL   Ubenio  lisst  sich  der  Bewew  fuhreo,  daaa  ail^emeio  gültig 

t^»H  —  = 

ilt 

%.  15. 

Da  ann,  wenn  wir  für  die  Coeflßcienten  von  A  und  •  diaZttb- 
loogiweiM  der  4>lieder  toa  §.  6.  uad  4.  7.  beibebaltea« 

/  / 

18)  Xn  =  o^iü  ^  7-)  «1*0  «  =  '«-i 

uad 

//  U 

19)  fPbsa  (iD  f.  7.)  «Im  tt=s<%»-4i 

so  ist  das  f»te  Glied  ia  der  Reihe  6.  1.,  welches  N  hcisiea 
möge: 

/ 


während  ebroso  das  «te  Glied  id  der  Reibe  4.  6.  II.,  welcbet  darc^ 
// 


A  beseiebset  werden  ajig«: 


// 

iet;  aitbin 

t  4 


ISS 


//  S(>*-1)  lf»--D  S(m-1} 

23)  Aass-^C'.  öi"-«+T7.  8»»^H-€7.  5»-4.... 
•  1  9  t 

-I- cT*li»MM« . . , . -I- C7*i"| : 


♦  2«— 1  1 

4-«l5»->-h     .  5— C.  5—».... 
s  4 

-f-  C  .  5«->^> . . . .  4-  C  .  5»-"J  : 

Es  fiiud  soBaeh  die  allgenaeinen  Glieder  in  der  geneinecbaftU* 
eben  Form  (§.  6.)  der  fraglichen  Reiben  I.  and  II.  gefnndea. 

f.  1«. 

Aua  den  Gleichnogen  4)  und  3)  fol^: 

/      Fi       W/  /N 

m       m       \l.  ly 

/Iii 
'   15)  ^SS4l-*4^ 
m       »4-1  1 

//  # 

ao  daas,  w«M  ass«  IM,  aicb  erglebft:  ^ 

r    //  n    t  I 

24,1)  2=:a  und  25,1)  JTsa— o, 

«  M  «  »4't  t 

/ 

oder  wenn  d«r  Wertb  a  s  0  iat; 

1 


^lyu^cd  by  Güügl 


^  i     ii   n        _     -ff  ' 

8«  ist  s.     fBr  die  lUIhtto 

1)   1    2   5    13  34 
II)     13  8  21 

nach 

24»l|    l  +  ä-l*-&+13  s2l 


25,1)  I^S+SHhSKl 

iiod  bei  deu  Reiben 

I)  •   1  e  8  »1  144 
n)     1  H  .  5  15  34  8!^ 

iaiatcb  . 

MkS)  ••|.|  +  S^«H-ti-|cS5aB80--l 

und  nach 

25,2)  l-t-2^5-hl3-h34-|-89=U4. 

-    f.  17. 

Nach  der  Gleicbang  3)  ist: 

n        I  t-l 

i     i  n 


«-KU-»  1  «M»— l) 

1  / 


t       1       I  M  i 

Hieran»  £o%t  durch  Addilioo,  da  ^  ^ 


1  der  folgeade  Werth: 

26)  ;?=».«-^U'-*-5-4-?....-»-:s  I 

'  I.         i,    Li     «     3  "-iJ 
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Bad  auf  äholiche  Weise  wbilt  neD  durch  AowenduDg  der  Glei- 
choDg  4)  dea  Werth 

f.  18. 

I    ii    /Ii  t\ 

Ana  26)  folgt,  wenn  mb  gem&m  4)  setst  ^sa-^la^al: 

n       •      \1  1/ 
•      1  1        Li        S        t  M-lJ 


»+•11         1 '    Li     s     I  «J 

n    t  r 

ud  «beato  folfjt  ms  87),  «cbd  mn  gaalM  4)  Mfet  ^—a  ~ a: 

»        iH-l  1 

29)  a  — a=«ila-a|  +  I J  +  vi 
»4^1    1         \1      1/       Li       2      S  mX 

Es  gilt  daher  z*^^«  ^dr  die  in  §.  8.  dargesteiheo  Reihen,  für  wel- 
che a  =  0  nnd  a=l  ist,  die  Merkwürdige  Bigenachaft:  . 

//  rli     ii     Ii  li-m 

•  =n-l:f+:p-i-^  k-sX 

Li       f       s  «J  • 

/  ritt  i-M 

«H-l  Li        t       •  mJ  ' 

19. 

Aus  §.  1.  wissen  wir,  dais,  wenn  man  überhaupt  eine  Reihe 
von  Rei)ien,  deren  jede  die  Reihe  der  ersten  Difterenzen  für  die  ihr 

vorhergeheode  iat,  ait  I,  II,  III  ,IV,  Q  noaierirt,  die  wichtigste 

Eiffenscbaft  der  bisher  betrachteten  Reihea  voa  tteihea  daria  he- 
atebt,  daaa  bei  iheea  die  Gleicbaag  gilt: 

(D=0 

Biese  Gleichung  ist  aber  nur  ein  specieller  Fall  der  allgemeineren 
Gleichung,  welche  für  gewisse  Reihen  von  Reiheo  ffilt  uad  4ie 
Fora  bat: 

(?)=<!:) 
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und  worin  3  eine  beliebige  cooataote  2&ebl  iat,  Jt  uod  Q  aber  die 
bisherigen  Bedeatungen  haben.  ^ 


f  20.  . 

Bb  Mipiel  für  das  im  vorigen  Paragraphen  erwähnte  all- 

gemiaere  Gceets  (31.)  bietet  folgende  Eeihe  ven  Reihen, 

t  II 
welche  o= 4  nnd  asO  nd  a=s]  ist,  der. 


i  +  g 

+  8  + 


1  ^ 


©  * 


+  2    +  g    :    .  . 

~    00    ^    w    -     :  > 


et 


+  S  +  i  + 

8  +  I  +  i  '+  §  * 

+  8  +  =  +  3  + 

•  +  s  +  s  +  i 

■i-  »  -i-  s  -t-  s  + 

-  +  *  +  a  +  s 

+  -  +  +  2  + 

0  +  »  +  «  +  « 

^  *® 

^  +  ^  +  2  + 

1  I  ^     i  S  I 

•  +  S  +  S  +  : 


1=1     :    •  iS 

8    +  S  +  •:  ' 

I    I    I  : 

8    +    i  ' 

I   ;  • 
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.    f.  2a. 

iD  §.  20.  «o4  f  .Sl.  «ofiireftliiteB  BcItpMiB  toletor  R«ilm  vo» 
EailieD,  für  welche  das  id  der  Gleichung  31.  ausg^esprochene  «llg«* 
meinere  Gesetz  gilt  (von  welchem  das  in  der  Gleichun^^  30.  ausge- 
•prochene  Gesetz  für  die  von  uns  specieller  betrachteten  Reihen 
nor  ein  besonderer  Kall  ist),  mögen  genügen,  und  es  soll  hier  nur 
Doeh  an  die  Aehotiebkeit  des  Gesetsef  31.  mit  eln«m,  bei  mebr 
allgemein  hekanoten  anderen  Reihen  ?on  Reihen  geltenden  erinnert 
werden,  nach  welcbeu  bei  diesen  anderen  Reiben  von  Reiben,  wenn 
wir  die  im  §.  1.  angenommene  Bezeichnungsweiae  auch  hier  beibe- 

•=/9la    L  alio  «neb  as:il*.(a  1, 
■         n  ^  n  n  ^ 

(!)-'.  (n  ■ 

ist.  ,  ' 

Mao  eHbllt  Mlebe  Reibea  von  Reibea  bekaiMtikb»  wem  ni«i 

für  die  Reihe  der  Potenzen  irgend  einer  constantaa  Zahl,  ala 
Reihe  f.,  die  dazu  gehörigen  Reihen  II.,  III.,  IV.  a,  ■,  w.  0  ibrer 
iMen,  2ten,  3ten  u.  r.  w.  Qien  Differenzen  bildet. 

So  bat  man  z.  B.  für  die  PoteoMu  der  Zahl  5  folgende  Reibe 
von  Reihen  r 

l)....5-»     5-«     5-»     5»     5«     5'     5«     5*     5«  .... 

n)     ....4.5-»  4.5-»  4.5-»  4.5»  4.5»  4.5»  4.5»  4.5*  .... 
m)        ....  4*.5-».4».5-«4»J^-»4»J>» 4»Ji»  4»,5»  4»Ji«  .... 
IT)  .....  4».5-»4»a^-«4»ü-«4»A*4»J^«4«>  .... 

-  n.  8.  w. 

and  überhaupt  für  die  Potenzen  einer  beliebigen  conetanten  Zahl 
«  das  Gesetz: 

(2)= (»-i)(2"*)=(a-i)v(2~')  u.  i.  w., 


^«)  =  (*-I)«-l.(a)  =  (*-l)«-i.,-, 


in  dm  Anndttek— 

(o)='/>(a    )  und  o»iJ|^o~*^ 


i»3sn/~l  oad  ^X3(c^l)*  Mt 


Ebenso  wie  obcD  die  Gleichung  30.  jenem  spccielien  Falle  ▼<>■ 
31.  eottpracb,  wo  ^  =  1  war,  so  ist  auch  hier  der  Fall  möfflicb, 
wo  ^ss  I  wird.  Die  Werth«  D  iiimI  S  und  deren  Poteomett  ntibeB 
aber  bier  nntürlicb  nnr  daoD  den  Wertb  =1,  d.  h.  es  ist  nur  dna 

jMle  der  Beibe«  a,  III  ^  der  flmptreihe  L  gleidi,  wenn  % 

tu 

^  %  iet»  to  dm  nir  die  Reihe  der  Peteaiea  dar  Zeiil  2  «ss« 


m  < 

a  ....=:  ö  iat 


I)  ....  1  2  4  8   16  3»  .... 

II)  ....  1  S  4  8    16  .... 
Nl)      ....  12  4   8  .... 

a.  t.  w. 


lieber  die  naturpliilosophiselien  Prüieipien  der 

Bewegungsielire. 

Veu  dem  ^ 

'   Rerrn'  Doetor  Barfoss 

tu  Weimar. 


f.  1. 

1)  Da  jeder  Kör|ier  einen  Raum  einnimmt,  so  kann  von  einer 
bestimmten  Gestalt  der  Balm,  welche  er  während  seiner  Bewegung^ 
beschreibt,  nicht  anders  die  Rede  sein,  als  wenn  wir  die  Bewegung 
anf  bestimmte  PonlLte  desselben  l>ezieben.  Der  Anfang  aller  Ba» 
wegunsc-s lehre  beginnt  also  mit  der  Bewegung  von  PuoKten  in  ab- 
stracto, deren  Hahnen  rnfwclor  ffernde  oder  krumme  i..inipn  sind. 

2)  Durch  die  Vcrgleichung^  des  Weges  mit  der  Zeit,  in  welcher 
jener  beschrieben  wurde,  gestaltet  sieb  ans  der  Begriff  von  l*e- 
schwindiglteit  Wenn  der  Körper  A  in  deraaUiaa  Zeil  einen  weite» 
ren  Weg  gegangen  ist,  als  ein  anderer  ß.  so  sagen  wir,  A  habe 
sich  gesciiwiiuler  bewegt  als  D.  I)(jch  giebt  dieses  nur  eine  durch* 
schnittliche  ^  crgieichung,  aus  welcher  noch  nichts  für  die  Zwi« 
achcnseiten  geschlossen  werden  kann.  Danken  wir  aas  aber  daae* 
hen,  dass  ia  gleichea  Zaitrituiico  Mick  glaiaka  Va^  iiiiekgilagl 
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wortra  liwii  io  k§hmt  wir  äle  glelelifirttige  BaweffUD^  ond 
verstehaD  dtOB  natcr  Geich windigkeit  den  in  der  Zeiteinheit 
durchlaafenen  Raum.  Ist  uua  s  der  in  der  Zeit  $  mit  der  Geachwio* 
digkeit  c  zurückgelegte  Weg,  so  ist  9=:  et, 

3)  Wean  Io  gltMheB  ZSiten  wMkt  gleielM  Weg«  «nrfickgelegt 
werden,  8o  heiMt  die  Bewegaag  nngleichfgrajg  oder  verän- 
derf.  I^ogiscb  genommen  kann  nun  die  Bewegung  nach  einem  all- 
gemeioen  Gesetz  stetig  veränderlich  sein  oder  die  VerHudcruiig^  kann 
ohne  Regel  erfolgen.  Der  zweite  Fall  ist  kein  Gegenstand  mathe* 
Mtiflcher  Itotraebtung,  in  ersten  aber  Biasi  der  saraek gelegte  Weg 
«  irgead  ewe  Fonetloa  der  Zeil  #  sein.  Ist  naa  tBs/[l)  aad  wini 

#+A'  aui  tt  so  wird  ^  =  5     ^  •  ^-l-....      kleiatr  ava 

^  nad  folglich  aach  ^»  wird ,  desto  mehr  nähert  sich  ~  dem 
md  weaa  wir  aas  aiae  gleic]iföriuga.Baw«gaBg  daakea,  filr  wcl- 
c(e  die  Geiehwindigkeit  ^  ist,  so  ist  In  derselbea  geaau 

=  ^  Die  Teränderliche  Bewegung  läset  sich  ftJso  mit  der  gleich» 

Ilirmigen,  derea  Gesehwindigkeit     ist,  am  so  aiekr  vergleishen, 

je  kleioer  die  Zeitintervalle  siad,  iBaerkalh  wslebor  di4  Yeigieiehang 
Mgeetollt  wind.  Maa  aont  daher  aach  dea  IKflhtaatialqaotieBteB 

^  die  Geeehwiadigkeit  der  TerUBdertea  Bewegung  und  sagt,  dass 

die  letztere  in  ihren  DifFerentiulcn  gleichförmig  sei. 

Setzen  wir  also  die  veränderliche  Geschwindigkeit  so 

frird  r/f==:rr//  und  *=ye><//. 

4)  Bei  der  veränderten  Bewegung  ist  nun  der  einfachste  Fall 
der,  wo  die  Aenderunffen  der  GMcheraadigkeit  der  Zeit  proportio- 
■ol  sind,  also  die  GescSwiadigkeit  selbst  dareb  «H*^^  auagedrfickt 
werden  kann.  Hier  nennt  man  die  Bewegung  rinc  ^  lei  cliförmig 
bescbleunigie ,  wenn  //  positiv  ist  und  die  Geschwindigkeit  daher 
mit  der  Zeit  wäch&t;  die  couütaute  Grösse  b  aber  beittst  dos  Maass 
der  BesebleoBigung. 

Hier  iit  also  v^n-\-bt^  also  =  tM^sssM^-l-dddl^,  nad 
folflflich  »  ot  -\-  {/jp  -f-  Const.  Denken  wir  uns  sowohl  a  als 
auch  Const.  =0,  ko  wird  s  =  ^6i*  und  wir  haben''dann  den  ein- 
fachsten Fall  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  bei  wel- 
dier  die  Wege  den  Quadratea  der  Zeit  proportioBal  sind. 

5)  Wenn  die  Aendernngen  der  Geschwindigkeit  nicht  der  Zeit 
proportional  sind,  so  heisst  die  Bewegunur  ungleichförmig  beschien* 
Digt  oder  verzögert,  je  nachdem  sie  mit  immer  grösserer  oder  mit 
ianer  geringerer  Gesehwiadlgkeit^  vor  sieb  gebt.  Waoa  wir  bler 
nach  der  AeaderoBBg  der  GeaebwiBdigkeit  fragea,  so  babea  wir, 

weil  e»=;sp(0  eine  Fnection  ?ob  $  ist,  9  + A<'=:9+^.^/+...., 

Ab      db      tiHf  Aß 
also^         -l-jip  • -^-l-««»«  Je  lüeiaer  ana  hier  jS^-nad  aut* 

hin  auch  wird,  desto  mehr  nähert  sich  ^  dem  und  desto 
geaaaer  könneB  wir  also  aach  iaaeriialh  des  Zeitintervallcs  die 

•  20* 
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onprleicbrörmig  bescbleonigte  Bcwtgang  mit  eioer  fflelcbförmig  W- 
sriiir>uoigleD  -vergleicbeB,  4er«D  «oMtMtea  BMcbleaoignagiMMi 

c=3^  ist.  Dairom  seaneii  wir  den  Differeotialqaotieoten  ^  eben- 

fnlls  das  Maas«  der  Beschleuoiguns^  fiir  die  BewegüDg  -mit  naglekh- 
.förmig  feräoderter  <vMdiwiBdigkeit. 

Weno'ono  Jl^P  gMetst  wird»  so  utäv:=pdfmki  vsst/pdt. 

Weil  aber  vrr:^  ist,  so  hat  man  aucli//  =  ^^,  oAqt  ää*=:p.iU*, 

Natürlicb  ist  Iiierbei  das  Differential  der  Zeit  constant  ^enommeD. 

Hier  ist  also  das  Bescbleuni|piogsmaa6s  /»  ein  veräoderlicbes, 
al»er  der  einfachste  Fall  wir«  wieder  der,  wo  die  'Acndening  von 
p  der  Zeit  proportioiial  wäre,  also  p  z=  ö  -\-  ßt  ircsetzt  werdea 
könnte.  Dann  liätfo  man  dr  r=z  pt/t  z=: .  fff -\- (ir  t/r ^  also  v=bt 
•+-4/^''  ^  >  ^'  eine  ("oustante  bedeutet.  Ferner  dn  =z  vdt 
z=.Ot.d(  -\-  {§r  .dt^A:,dC,  und  daber  mz=/cI-\- {01"" -^-^ßi* -^-/c'. 
Nehmen  wir  aber  für  den  einfachsten  Pair  6=)^=:iP  =  0.'  eo 
,  wird  »  =  \ßt*^  welches  die  etnficbste  Vergleicbnog  zwischen  Zeit 
und  Wecr  hei  einer  Bewes^oDg  mit  gieichittrmig  wachsendem  Be- 
scbleunigungsmaasse  gäbe. 

6)  Nun  könDtcD  wir  aber  wieder  jenes  ß  veränderlieh  setxen, 
nnd  indem  wir  eine  aolcbe  Bewegung  mit  derjenigen  vergleicbca, 
bei  welehcr  ß  consCant  ist,  wfirden  wir  für  den  DiffiBfentialqaotiaa- 

lea  ^  eine  Bedeotuag  gawiBaen.  Doch  gebt  aaaera  Zer- 

ä*$ 

gliederuDg  der  Xaturerscheinungen  nicht  so  weit^  dass  wir  fUr  ^ 

eine  pliysikalische  Analoffie  anzwsrphen  wüssteo. 

'  7)  Dieses  bezieht  sieb  zunächst  uur  aut  die  Bewegung  Ton 
Punkten.  Bewegt  sieb  aber  ein  Körper,  so  ist  der  einfachste  Fall 
der,  wo  alle  seine  Pitakte  identische  Linien  heschmben,  also  jede, 
dieselben  zwei  Punkte  verbiodende  Gerade  in  allen  Lag^n  sieb  pa- 
rallel bleibt.  Diese  Bewegung  nennen  wir  die  progressive,  und  es 
wird  dieselbe  vollständig  erkannt,  wenn  die  Bewegung  irgend  eines 
Ponkles  am  Rdrper  erkaaat  wird. 

1)  Jedwede  Bewegung  eines  Punktes  A  ist  relativ,  d.  b.  aia 
wird  bezogen  und  gilt  nnr  in  Bezug  auf  gewisse  Punkte,  welche 
sich  in  Ruhe  befinden  oder  als  ruhend  gedacht  werden.  Wenn  die 
Bewejfüni];'  in  derselben  lihene  geschieht,  was  wir  hier  der  Rinfnch- 
beit  wegen  zuerst  voraussetzen  wollen,  genügen  bloss  zwei  Punkte 
JLM  tnr  Bestimninng  dar  Lage  van  .i,  deren  einer  als  Aafaags- 
punkt  der  Abscissea,  der  andere  anr  Bestimmaog  der  Lage  derAb- 
seissenlinie  dient. 

Die  Punkte  können  sich  jedoch,  olme  ibre  getjcnseitige 

Lac:e  zu  ändern,  selbst  wieder  bewegen,  und  mun  kann  die  Bewe- 
gung auf  die  als  rnhend  gedachten  Punkte  MJBt*  belieben.  In  Be- 
zug auf  diese  wird  die  Bewegnog  von  J  im  Allgemeinen  ganz  an« 
ders  nusfallen,  als  in  Bezug  mit*  //.!/,  d.  b.  ^/  wird  eine  panz  an- 
dere Linie  bcscbreiben,  wenn  man  die  Bewegung  auf  UM'  bezieht, 
als  wenn  man  sie  auf  LM  besieht.  Die  Bewegung  des  Pankles 
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A  io  Bexut(  nuf  USi'  neonen  wir  nua  zusammengesettt  aus 
MlMr  Beweg^nf^  in  lleiif  anf  d^^Pmkte  isM  «ad  aat  der«  Iba 
w  Folfife  der  Bewef^aiii^  von  LM  mkftinaeod««  Bewegung. 

2)  Für  die  ronstruction  «lor  Äusnmmetiffese'ztpn  Bewrganflf  gilt 
der  Gruodsatz  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  ein- 
telben  BewegUDgeo.  Sucht  man  dun  Ort  von  A  in  Bezug  nuf 
iJM^  cur  Zeit  ^,  eo  lasse  ms«  die  Punkte  JLM  vorerst  ruben  und 
bestinae  in  Bezug  aaf  sie  den  Ort  A*  von  ./  nach  der  Zeit  t  in 
Folge  der  Beweguntr,  welche  dem  A  in  B<>zuac  auf  hM  zukommt. 
Alsdann  lasse  nan  die  Tunkte  JUM  ^ie  Zeit  t  hindurch  sich  so  be* 
wegen,  wi«  es  ibneB  ia  Besag  mv^  MJM  sokomait,  obn«  jedoeb  die 
Lage  von  A*  gegen  LßM  zu  äodera.  Hierdurch  kommt  A'  in  die 
I^age  A",  welches  d<'r  richtige  Ort  von  A  in  Bezup^  auf  UM'  nach 
der  Zeit  t  sein  wird.  Man  kann  aber  auch  zuerst  JLM  sich  bewe- 
gen aod  A  ruben,  dann  aber  LtM  rohen  und  A  sich  bewegen 
s«n,  wenn  aar  jede  Bewegung  gleich  lange  dauert.  Dieses  ist  geo* 
metrisch  titimittelbar  klnr.  da  einrr.soits  eine  bestimmfe  Laire  von 
JLJU  gegen  JJM\  anderseits  aber  auch  eine  hestimaite  Lage  von  ^ 
gegen  ItM  am  l^nde  der  Zeit  /  gefordert  wird. 

3)  Biafacber  wird  die  Saebe,  weaa  die  Bewegung  von 
bloss  eine  progressive  ist,  so  duss  die  Linie  hM  in  allen  Lagen 
sich  pfirnllel  bleibt.  DHnn  besolirei!»t  jeder  Punkt  von  I^M  und 
auch  der  gegen  LiM  ruhend  gedachte  Puokt  A  dieselbe  Linie,  wel* 
cber  Cmstand  es  naaiiU  nacbt,  dass  man  die  Linie  LM  weiter  ba> 
trachte.  Daaa  die  Linie,  welche  A  in  Folge  seiner  auf  die  Pnnktt 
/»^bezogenen  Bewegung  beschreibt,  erhalten  wir  oben  so,  wcoB 
wir  LiM  ruhend  denken  uud  die  Bewefruna:  auf  UM'  beziehen. 
Kennen  wir  nun  noch  die  i^inie,.  welche  das  gegen  UM  ruhende 
A  in  Folge  dar  anf  VBf  beiögaaaa  Bewegung  von  £ilf  betcbreibt, 
so  ist  der  Ort  von  A  an  j|eder  Zeit  vollkomaien  bestimmt.  Sind 
AA'  und  AA*'  die  Linien,  welche  A  verrao^-e  einer  jeden  Bewe- 
gung, wenn  sie  allein  statt  hätte^  in  der  Zeit  t-  beschreiben  würde, 
so  aiebe  «an  darcb  At  eine  mit  ^u^' parallele  aod  identische  Li- 
nie A'A'",  oder  auch  durch  A"  eine  lait  A^  parallele  und  identi- 
sche Linie  A"A'\  so  ist  A'"  der  Ort  von  A  inr  Zeit  /.  OfTenbar 
kann  man  aber  auch  mit  den  geraden  f/inien  AA'  und  und 
ihrem  Zwiscbenwinkel  AAA''  ein  Paralleloirramm  AA'A'"A"  be- 
■ebraiben,  do  daaa  AT  abaofalla  der  richtige  OiC  too  A  aar  Zeit 
$  a^n  wird. 

4)  Hier  haben  wir  nun  die  Vorstellung  zweier  Beweg-ungen 
eiaea  ood  desselbea  Punktes  erhalten,  weiche  ihm  beide  zu  gleicher 
SMt  mkosani.  Er  bewegt  sicb^oimlifb  -swiefbeh  so,  aia  ob  er 
io  dar  Liaio  AA'  fortrücke,  diese  sell)st  aber  wieder  eine  progres- 
sive Bewcffung  nach  der  fJnie  AA"  h.ibe,  die  also  auch  dem  Punkte 
A  zukommt.  Dabei  nennen  wir  nun  die  Linien  >-/.■!'  und  AA"  die 
8eitenbewegnagen  oder  Componeoten,  und  die  Construction ,  nach 
wolebor  dar  wobre  Ort  Af"  Air  Jado  Zeit  gefaaden  wird,  beisst  daa 
Parallelogramm  der  Bewegangea, 

Das  Parallelogramm  der  Bewegungen  wenden  wir  jedoch  im- 
aier  nur  in  dem  Falle  an^  wo  die  Scitenbewegun^en  AA'  und  AA" 
aolbat  geradlinig  sind.   Wir  kSoooo  daraaoa  leieht  die  ans  awei 

Segebooteo  SMtoobewegungen  entstebendo  oHttlere  Pookt  für  Punkt 
estimmen,  auch  umgekehrt  jede  Bewegung  in  zwei  gerade  Seiten* 
bowagiiDgeo  seriegeo,  von  d^nen  die  eine  gans  wilUlcäbrlicb  ist. 
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und  eioerlei  Fuoctioo  der  Zelt  proportional  siad,  dsM  also  xu  je- 
der Zeit  AA'  uod  AA''  einerlei  Verliältniss  haben,  so  ist  das  Pa- 
rallelogramm AÄA"A'*  nicht  nur  die  HültHConstriirfion ,  um  den 
Ort  des  Punktes  A  zur  Zeit  t  xu  iinden,  sondern  derselbe  hat  in 
4«r  Zeit  $  die  DiMfoiiale  AJt*  lelbtt  dorableafeB ,  alto  dw  die 
tonmaeageietvte  Bewegoog  telbtt  Mcb  «ine  gerade  ki 

Ist  u  die  Function  von  Y,  welcher  die  Seiteobewegangen  AA 
und  AA^'  proportional  sind,  so  bat  man  AA  z=zt^=zamy  AA" -^^tt 
ss6ttt  wcDD  a  ODd*^  swei  Coostanten  bedeuten.  Ist  ferner 
Winkel,  deo  die  SeitealtewegfUDgen  mit  einander  mache»,  •#  iM 

die  Diagonale  AA'^  =ss     =3  mV^0*  -f-      -1-       cos  .  / .  wotMt 

folgt,  dass  auch  die  zusammengeietlte  Bewegung  derselben  Functtos 
fon  t  proportional  ist.   Die  Gesehwindigliejteii  der  SeiteobeweST^o* 

gen  aiod  ^  und  ^  nod  die  der  tnennmeDgesetzteD  Bewegung'  ist 

woraus  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  zusammenge- 
setzten Bewegung  aus  denen  der  Seite  nbcwegungen 
•Wnfalli  nncli  des  ParmllelograHn  snseiittenfceBetst 
Ut. 

Aber  auch  das  BcschleuoicriiiiSTHmnass  der  zasnm- 
nengesetzten  Bewegung  iüt  aus  den  Beschleunig ucisi^s. 
maassen  der  Scitenbe wegungen  nach  dem  Paraltelo- 
grama  sniaaiaengesetst,  denn  man  liut 


1)  Alle  diese  Sätze  sind  zunächst  nur  von  mathematischer  Be- 
deutung; Anwendung  auf  die  Natur  erbulten  sie  auerst  durch  das 
Geaeta  der  Tr&glelt  Naeh  dieaeai  kana  kaia  Körper  aeiona 
Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  von  selbst  ändern,  seadera 
hierzu  gehört  allemal  eine  Finwirkung  von  Aussen  her,  welche  wir 
Kraft  nennen.  Um  aber  eine  bestimmtere  »!»^rache  zu  haben,  woU 
leo  vrit  die  Oriaehe,  wodarek  daa  gieleMttnaige  Bewegung  erzeugt 
worden  ist,  eiaea  Biadrnek  nennen.  Diese  einmal  erlialteoe  gleiea* 
formige  Bewegung  dauert  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit  mit  un- 
veränderter Hieb  tu  ng  und  G  escb  w  i  n  d  i  ß;k  eit  so  laoffe  fort, 
biä  durcii  einen  neuen  Eindruck  dieser  Zustand  geändert  wird.  Den 
Eindraek  kakea  wir  gana  aaeb  der  erteagtea  Beweguag  xa  kaar* 
theiicn;  er  ist  also  der  Geschwindigkeit  proportional  and  seine  Ekk* 
tung  ist  einerlei  lait  der  Hicbtuog  der  Bewegung.  Fr  ist  nur  ein 
anderer  Ausdruck  für  die  Bewegung  selbst,  und  die  veränderliches 
Zostände  des  Körpers,  aus  weUikeo  aaletxt  die  gleickforaiige  gs- 
ladliafige  Bewegaag  karvargiag,  koarnea  kiar  aiekt  in  Betraeh' 
taag. 

%)  Unken  wir  non  eine  aagleickfofwiga  aber  stetige  Bearegangi 
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4ie  wir  suaäcbat  «iir  als  geradiinig  foaeluaea,  wolten«  «a  ist  <iie- 
nUm  sieht  9mäWi  B«  dettkeo,  als  dvcb  tfne  «miAttrbroeliiB» 

ciowirkende  Urüacbe  oder  Kraft.  Denn  sobald  die  Eiowiikng  «llf*' 
gehört  hat,  iät  nuch  der  Eindruck  vollendet  und  die  Beweguog  nun 
gleichförmig.    Hieraus  folgt  aber  sogleich,   dass  bei  der  ua- 

gleichförmigen  BewegiBg  d«r  Aaidroek  ^  diejesig« 

Geschwindigkeit  bezeichnet,  mit  wclclier  der  Körper 
gleichförmig  fortgehen  würde,  wenn  am  Kode  der  Zeit/ 
die  Einwirkung  aufhörte  und  also  der  Eindruck  vollen- 
det wftr«.  HcBD  innerhalb  des  folgeoden  Zelfthtiles  nähert 
iick  auch  bei  fortdeaernder  Einwirknng  die  Bewegung  um  so  «ebr 

der  gleiehftrmigen  mit  der  Geadiwiadigkeit  ^,  je  lüeiaer  ist, 

d.  h.  je  mehr  wir  afle  fernere  Einwirkung  heschrSuken.   Die  Ge«« 

scbwindigkeit  ^  ist  also  der  durch  die  vorhergegangene  Eiowir- 

kuog  hervorgehrachte  Eindruck,  und  es  dauert  dieselbe  unverändert 
fort,  wenn  alle  fernere  Einwirkung  aufhört. 

Aber  weseuflich  weiter  kann  das  Geeett  der  IVagkeit,  wie  es 
oben  ausgesprochen  wurde,  uns  nicht  fuhren,  we?l  es  nur  sehr  un- 
bestimmte Auskunft  für  den  Fall  giebt.  wo  ein  Körper  mehrere  Ein* 
drücke  zu  gleicher  Zeit  oder  auch  nach  einander  erhält.  Daher 
lind  ftr  die  weitere  BntwiekelBBfr  aaek  andere  SItM  adthig,  wel« 
che  hauptsächlich,  zu  Folge  der  UantellaBg  aller  LebikOeber,  anf 
folgende,  drei  zurückkommen. 

A)  Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  oder  auch  nach  einander  meh- 
rere Eindrücke  Dach  einerlei  Ricbtung  erhält,  deren  jeder  ihn  mit 
ehier  beatiBHatea  Gesebwiadigkeit  e^  n.  •.  w.  bewegen  würde, 
wenn  er  allein  vorhanden  wäre,  so  ist  das  Gesammtresultat  aller 
Eindrücke  eine  <>eschwiniligkeit  nacb  derselben  ftichtnng»  welche  ^ 
der  Summe  jener  gleich  ist. 

B)  Wenn  ein  Kirper  awei  Eindrieke  na^  entgegen^esetalea 
BiektnogeB  erhUt,  veräftge  deren  er  sich  mit  den  Geachwindigkei* 
ten  c  oder  e  hewegen  würde,  jenaehdem  der  eine  oder  der  andere 
Eindruck  allein  vorhanden  wäre,  so  erfolgt  die  Bewegung  nach  der 
KichtOBg  desjenigen  Eindrucks,  welchem  die  grössere  Geschwiadig* 
keit  eaiBpfiekf,  aad  ^war  Biit  einer  Bolehea  Gescbwiadigkei^  welohe 
des  roferseblede  jener  gleich  ist. 

C)  Wenn  ein  Körper  zwei  Eindrücke  uacb  verschiedenen  Rieb* 
taagen  erhält,  so  dass  er  also  nacb  der  einen  Richtung  mit  der 
Gemwiadigk^t  0,  eder  eaeb  d^r  aaderen-  ant  der  Gesebwiadlg keü 
c  sich  bewegen  würde,  je  aaehdeoi  der  eine  oder  der  andere  Ein- 
druck allein  vorhanden  wäre,  so  rrfolfft  die  Beweguog  nach  der 
Diagonale  des  aus  den  Geschwindigkeiten  c  und  c'  und  ihrem  Rieb- 
tungsButerschiede  construirten  Parallelogranrns.  und  EWar  mit  einer 
aaMen  Geeebwtedigkiit,  welche  dnreb  eben  diese  Diegenele  dnr- 
gtttellt  wifd. 

f.d. 

Von  den  anter  A,  B,  X  aufgefiibrten  Sätaen  find  nun  offenbar 

die  beiden  ersten  scimn  im  dritten  enthalten,  und  sie  müssen  foljg- 
licb  alle  drei  das  Ergehniss  eines  allgemeineren  Gruadsataes  sein. 
Dieaen  glaube  ich  njin  so  auMprechen  tu  koooeo: 
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Wenn  ein  Körper  gleichzeitig  mehrere  Eiodröcke 
erbKit,  so  erfolgt  die  ■•weguDg  in  der  W«ieei 
jeder  Eindruck  mit  ■BterlDOffrter  Riebtang  um4  lBt«B« 
eität  fortbestände. 

Eigentlich  beweisen  lässt  sich  dieser  Satz  nicht,  wohl  aber 
kann  man  ibo  mehr  erläutern  un<t  zuoäcbst^nur  auf  zwei  fclindrijcke 
kMcbriokei«  Ceaetet  also,  et  habe  ein  Körper  ^  gleichieiti^  zwei 
BindrSeke  ttacli  den  Richtungen         uud         erhalten,  8o  lat  da- 

-  mit  gemeint,  dass  der  Körper  ^4  gleichf<irinis:  in  einer  bestimmten 
Zeit  den  Weg  j^D  zuriickleiyen  würde,  wenn  der  Kindruck  nach 
der  Richtung  jijB  nicht  vorhanden  wäre;  uder  ab^r  es  würde  der 
Kdrper  io  deraelben  Zelt  gleichförmig  und  geradlinig  ion  A  iiaeh 
B  geben,  wenn  er  den  Eindruck  nach  der  Richtung  AD  nicht  er- 
halten hätte.  Da  nun  nach  ohigem  Grundsatze  beide  blindriicke  mit 
unveränderter  Richtung  uud  Geschwindigkeit  fortbestehen,  so  folgt, 
dan  der  Körper  A  eine  solche  Bewegung  machen  ranss,  ?ernöge 
•4eren  er  sich  gleichförmig  aus  der  Linie  AD  nach  der  Ricbiuug 
Aß  und  ebenfalls  gleichförmig-  aus  der  Linie  AR  nach  der  Rich- 
tung AD  entfernt,  und  daher  in  der  Tliat  die  Diagonule  des  aus 
den  gleicbzeitijgen  Wegen  AH  und  AD  mit  ihrem  Richtungsunter 
icbiede  beschriebeDen  Parallelogramms  durcblKoft. 

Bs  iit  alio  klar,  dass  in  de»  obigae  Gnndsatte  das  Parallel«* 

gramm  der  Bindrucke,  gewöhnlich  der  Kräfte  genannt,  unmittelbar 
enthalten  ist.  Um  sich  die  Bedeutunng  des  obigen  Grundsatzes 
noch  auf  andere  Weise  zu  erläutern,  denke  man  sich,  ein  Körper 
habe  einen  solchen  Eindruck  P  erhalten,  vermöge  dessen  er  sieb 
nach  der  Riehtaag  AB  gleiebförmig  bewegt,  uad  ea  gebe  dersalba 
in  einer  bestimmten  Zeit  von  A  bis  B.  Io  demselben  Attgeablicka, 
wo  er  in  A  ist,  erhalte  er  einen  zweiten  HÜndruck  so  wird  er  ' 
lick  deonocb  nur  gleichförmig  und  geradlinig  bewegen  können« 
weil  der  Voranitetzung  zu  Folge  all«  nreere  Binvirknng  sogleich 
•nfbören  soll.  Er  maff  nun  in  deneih««  Zeit,  io  wekkar  er  «hae 
Zntbun  des  zweiten  Kindrucks  von  A  nach  B  p:ec:angeo  Wiiv» 
wirklich  von  A  l)is  f  gelangt  sein.  Hier  kann  man  sich  ofTenbnr 
vorstellen,  dass  jener  erste  Eiudruck  P  mit  unveränderter  Intensi- 
tlt  md  eeiaer  aafiteglicbea  Ricbiaog  baatündig  parall«l  (artWataa- 
den,  daSB  aber  ein  zweiter  ebeofulls  unveränderlieber  und  mit  BC^ 
beständig  paralleler  Lindruck  Ii  den  Körper  aus  der  Linie  AB 
weggerückt  und  so  durch  die  Linie  AC  geführt  habe.  Dieser  Hin - 
dmck  R  war  in  deoMelbeD  Augenblicke,  als  der  Eindniek  Q  %\k  P 
getretee  war,  ah«  bcIiob  in  A  vorhanden,  und  die  Bebauptoag 
kommt  nun  darauf  zurück,  dass  H  mit  Q  identisch  sei,  oder  dass 
der  Eindruck  R  den  Körper  in  der  Linie  AD ^  die  mit  BC  paral- 
lel ist,  mit  noch  eben  derselben  Geschwindigkeit  bewegt  babeo 
wttrde,  weao  der  Elodnick  P  oickt  verhaedeB  gawesea  wöre. 

Auf  dieien  Cbmodsats  dea  eegestörfeii  Partbaileiiem  aller  Bie. 
drücke  nadi  loteDsität  und  Richtnog  ist  daa  Parallelegramm  der 

Kräfte  von  mehreren  Heroen  in  den  mathematischen  Wissenschaften, 
namentlich  auch  von  Newton  gestützt  worden,  und  es  folgt  daraus 
unmittelbar  durch  die  Zusammensetzung  der  Bewegungen,  wofor 
'  die  Regeln  in  f.  2.  entwickelt  werdea  sied.  Dasa  wenigsteae  New« 
tons  Meinung  auf  diesen  Grundsatz  znriekkemme,  scheint  mir  aaa 
seioea  Worten  oomittelbar  kervorsagebes,  weloke  alfo  laotee: 
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Corpn«  viribus  conjaoctis  diagooniea  pwrallelagraiMni  eodea 
teapore  describere,  quo  later«  separatia. 

Si  corpus  dato  tempore,  vi  i^a  Jf,  famliir  db  ^  ad  et 

vi  sola  A,  ab  ^  ad  com|>leatur  parallelogrammnm  ABCD^  et 
vi  utniquc  feretar  id  eodem  tempore  ab  A  ad  D.  Nant  quoDinm 
vis  A  affit  secundttoi  lineam  AC  ipsi  BD  parallelan,  haec  vis  oi- 
M  Mtobit  velveitirtes  MeMlesdi  «4  Kmm  ittMi  BD  a  vi  alter» 
fj^eoitam.  Accedet  igitur  COTpns  eoden  tenpore  ad  liaeaai  BD  sivs 
via  A  iMpriniatur.  sive  non ,  atque  adeo  in  fioe  iiiiu«  temporis  re- 
perietar  alicubi  io  linea  illa  Bl).  Eodem  argumeoto  in  lioe  tem- 
poris eiusdem  reperietur  alicubi  in  linea  CD^  et  idcirco  iu  ntriusque 
lioMe  cMiearM  D  reperiri  neeene  est. 

Die  Worte:  nam  quoniaiu  fia  N  agit  u.  s.  w.  bis  p^eoitam  spre- 
eben  docb  offenbar  den  obigen  Grundsatz  aus.  Denselben  könnte 
■lan  vielleicbt  dem  tiesets  der  Trägbeit  oocb  zur  V  ervolistfindiguug 
Iräaiirngen ,  wenigstiBB  tcbeiai  er  ait  ibai  aaba  venraadt  aa  aain. 
Das  Tragheitsgeaeta,  wie  es  abao  «Oagesprocben  wurde,  Salt  aebas 
in  dem  ati^emcinoren  der  Naturnotbweodigkeit  enthalten;  was  es 
über  die  Bewegung  lehrt,  folgt  aus  dem  letzteren  unmittelbar  mit 
Hülfe  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde.  Daher  kann  kein  Kör- 
per 4arci  aieli  aalbal  ia  Bewejfun^  kaanaea,  und  die  eiaoial  aat- 
atandeae  Bewegaag  kaaa  weder  la  Hinsicht  auf  Geschwindigkeit 
noch  auf  Richtung  von  selbst  eine  Aendemng  erleiden.  Weiter 
führt  uns  das  Trägheitsgesetz  uuch  keinen  Schritt ,  wenn  wir  ihn 
eicbt  eiaea  bestimmteren  Gebalt  gehen.  Dieaes  gesehiebt  nna  da- 
durch, dass  wir  e»  auf  das  gleicbaaitige  Zaeaaimenwirkeu  mehrerer 
Bindrücke  ausdehnen.  Der  Körper  genügt  jedem  Kind  rucke 
gerade  durch  eben  so  viel  Bewegung,  wie  wenn  dieser 
Kiodruck  allein  vorhanden  wäre,  und  die  Begelu  für  die 
Z.aaaaaiaaaatattBg  dar  Bawegnng  gabaa  falglieh  aBöh 
die  Noraiaa  für  dia  Baarthailva|  aatavaiaagaaatatar 
Biadrileka. 

§.5. 

In  der  neueren  Zeit  ist  man  jedoch  meist  von  dieser  Betrach- 
tungsweise für  das  Kräfteparallelogramm  abgekommen  und  hat  da> 
für  andere  Denoastrationen  ersonnen,  die  zum  Theii  weitläufig  und 
laKr  kiaitlicb  reariaat  aiad.  leb  glaah«  aicbt,  daaa  mb  eiaaa. 
wlrklidiaB  Vortleil  dadorah  arreicht  habe,  um  aber  die  Sache  ia 
ihr  wahres  Licht  zu  setzen ,  will  ich  mich  beispielsweise  auf  l'ois- 
sons  Darstellung  beziehen,  zumal  dieselbe  nach  einigen  hier  und 
da  vorgekommenen  Aeusserunsren  nicht  richtig  verstanden  wordea 
la  aela  aektial,  and  Paisaoa  adlardiugs  verdlaati  gegen  uagarecbta, 
Varwiirfe  vertheidig.t  zu  werde«, 

Poisson  setzt  zuerst  zwei  gleiche  Seiteneindrücke  P  voraus, ' 
in  welchem  Falle  durch  den  »iats  des  zureichenden  Grundes  leicht 
folgt,  dam  der  KBrper  der  IJaie  folfcen  BOia,  waleha  den  Wiakal 
der  Seiteneindrücke  halbirt.  Macht  afao  jader  Seiteneindruck  mit 
der  Resultante  H  den  Winkel  ^,  so  konn  man  setzen  /l=gn(/*^), 
und  die  erste  Aufgabe  ist  nun,  dass  man  zeige,  es  sei  9>(/',  o:) 
=  7^(0^).  Hierfür  nimmt  Poisson  nicht,  wie  manche  seiner  Tad- 
lar«  ahva  Ua»  dia  Willkikrilcbkait  des  Maasaea  von  /*,  aaa* 
dem  Biit  sahr  TicfbKek  mgl«iek  uch  da«  Uaürad  ia  AaipffMfc, 


in  ^iP^x)  keiBtt  atttfcr«  Qriase  f«rkoaiBt,  4ie  aiit 
P  p^leichartig  ist.  Da  nämlicb  im  Verhiltaiia  il:Pbei  jeder 
Maasseinbeit  dorli  dasselbe  bleibeo  nuss,  ho  kann  R  nur  z=z  Ptf\a:) 
aeiD.  Wenn  aber  zur  tiildiing  von  ^f{P^a:)  noch  eioe  mit  P  gleich- 
artige CoDstaiite  a  nöthig  seiu  sollte,  so  wäre  aucb  der  gaoie 
Mtaw  verfehlt,  Md  4iMer  UMlaii4  ist  es  gerade,  dar  hier  aSa  eis 
Aziam  hingaatellt  werden  muss;  denn  daraus,  daaa  leh  nicht  wuasit» 
wober  eine  solche  Coastante  in  die  Rechnung  kommen  sollte,  kann 

icb  doch  nicht  auf  die  Abwesenheit  derselben  scbliesseu.  So  könnte 

p 

s.  B.  wohl  /i  =  i^l +  — sein,  ohne  daaa  daa  Verkält- 

niss  P'.  H  bei  verschiedenen  Maasseinheiten  constant  zu  sein  auf- 
hörte. Duher  kommt  man  auch  durch  diese  Betrachtung  nicht  we- 
sentlich weiter,  als  wenn  mau  sogleich  die  Gleicbuog  ii^s.P,^{ßc) 
alt  eio  AzioB  MoiiBat* 

Nu  denkt  sieb  Poisson  jede  Seitenkraft  P  als  Resallute 
iweier  gleichen  Seitenkräfte  ^,  welche  mit  P  den  Winkel  x  ma- 
chen und  bat  dann  Pz=z  Von  den  vier  Kräften  Q  fallen 
iwei  swisehao  P  and  R  und  machen  mit  den  Winkel  a:  —  s, 
geben  elao  in  der  Rasaltaote  das  Glied  ^ly(jp— n)|  die  beiden  an- 
deren Q  machen  mit  R  den  Winkel  :r-4-s,  geben  also  in  R  ein 
zweites  Glied  ^yf.«* -4- s),  so  dass  H  =^  Q<f{x x) U.^^  —  *) 
sein  musa.  Weil  aber  aucb  /2  = Q^(x)]jp(;r),  ao  folgl 
«ngenblleklicli 

-  SP(*)jK«)s=y(Ä-».«)-f.y(j?r-»), 

welche  Gleiehang  nao  lur  Bestimmung  der  Form  9  dient. 

Hier  atasaen  wir  aber  anf  die  neiden  Asleve,  welehe  d^n 

eiganllidien  Nerv  des  Beweises  ausmachen.  Das  erste  ist  das,  wet< 
ches  ich  oben  in  %.  3.  unter  /% )  aussprach,  nnch  dem  anderen 
bringt  jedes  kräftepaur  in  der  Resultante  ein  eben  so 

Srenaea  Glied  hervor,  wie  wenn  ea  allein  wirkte.  Sind 
enn  eher  diese  Axiome  so  unmittelbar  klar,  dass  man  eine  aeiche 
Demonstration  der  Ncwtonschen  o  lcr  einer  anderen  ähnlichen  vor- 
ziehen könnte?  Allerdiugs  muss  zugourchon  werdetK  das»  der  aus 
mehreren  Eindrücken  hervargehende  Ge«ummteindruck  auf  gleiche 
Weiae  geftmden  vrird,  nnn  mag  die  Geaibinatienen  an  je  nvrei  an- 
eben,  wie  man  will,  aber  bieraua  ist  dach  neek  nicht  klar,  dnaa 
man  die  Resultante  jedes  Paares  als  unabhäugifi^  von  allen  übrigen 
Rindriicken  betrachten  darf*).  JHuss  ich  aber  dieses  zugeben,  ao  scb« 
ich  nicht  ab,  wie  ick  dadareb  gegen  da«  Axioal  in  f.  4«  in  Ver- 
fkeil  kommen  aolL 

Statt  der  naturphilosophischen  Bo<.'^rün<!tin&:  hat  man  aber  die 
Analysis  Puissons  angegriffen,  an  welcher  ich  ganz  und  gur  keinen 
Tadel  aufzuflnden  weiss.    Denn  wcun  auch  die  Functionen  cos  x 


*)  In  diesen  beiden  Ajdauien  liegt  aucb  zugleich  der  vollstlndiga  Grand 

für  ilif  Gleichung  ^(P,a:)  =  P.7(x).  Denn  »etiri  der  Seiteneiodruck 
p  iüt,  so  sei  die  Resultante  jtk.  Erfolgt  dann  p  gleichzeitig  mnal,  so 
entsteht  der  Eindruck  npy^^x  in  der  Resultante  wird  auob  der  Bin* 
druck  0lr,iiinal  erfolgen,  und  sie  wird  daher  ini.A^  M  data  alM  k  ven 
dem  Seitenaindmcke  inahbaagig  acte  aw. 
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und  — ^  die  tjnftaktiicli«  fiigeDicliaft,  üßfh  «elclier  %f(af}!p{M) 

=  SP(^  +  «)'^sK^7**s)       gr«Mti*  b«bM,  M  Mb«  kh  doah  iMt 

«io,  wie  dadurch  Poissons  Demoistratioo  DMgestossen  werden  soll. 
Derselb«  spricht  ganz  bestimmt  die  VoransMtsuogf  buk,  dass  in 
Ji^J^x)^  fijc)  eiDeriei  FaDctioDsform  für  alle  Werthe  von  ae 
Mi,  und  wenn  bsd  aacb  für  ditaa  BelMiiiptaii^  eincii  Bawab  var« 
laageo  möchte,  lo  mtisa  man  doch  Poissons  DemoDstriitioa  nur  aus 
diesem  Gesichtspnnkte  beurthetleb.  Darnnch  aber  bat  Pnisson  das 
Recht,  die  Ausdrücke  y>(ar-h»)  uod  ^{a:  —  a)  uoch  dem  Tavlorsclieo 
Lehrsätze  aufzulösen  und  fdr  die  beiden  daher  entsprinireDdeD  9>(^), 

SO  Wie  auch  für  die  bpiiicn  J,^  u.  s.  ij^.  2y(ar),  2.  ^  0.  s.  w. 
aa  setzen,  aad  die  Gleickaag 

SpC-J«?)  SP (»)  =  9 5P(^  — *) 

giabt  ibai  daaa 

Darana  gabt  deao  bemr,  daaa  8ie  <|aotiaBtco  y^^.^  e.  w. 

d*  .(fix) 

voo  ae  gar  nicht  aiebr  abhängen  fcSanea.  Wenn  daher  t  = 
—  geMtit  wM,  M  folgt  aogleich     VJ^  -  =  +  f  t/^jc). 

Dieses  darf  nun  immerhin  =:2co8^x  gesetzt  werden,  denn  ea 
bleiht  ja  die  Freibnit,  für  6  auch  einen  imaginären  Werth  gV^ —  1 
an  denken,  ao  das»  also  in  der  Entwickelung  von  cei  &m  alle  Glie- 

dar  poaitijr  werden  nad  aoaut  aneb  die  Fonclion  — ^   berück- 
sichtigt wird.  Weil  aber  für  a  =  die  Resultante  Ii  und  daher 
auch  9)(«)  =  0  sein  nnss,  so  sieht  man  sogleich,  dass  9>(s)  durch 
die  Function   ^ —  nicht  dargestellt  werden  liannj  denn  die  Kut- 

wiekelung  derselben  bat  für  reelle  Werthe  von  nur  positiTC  Glie- 
der und  kann  dabt  r,  weil  sie  immer  convergirt,  tur  solche  Wtrthe 
die  0  nicht  vorstelifa.  Also  muss  in  der  iSntwickelung  von 
dar  43aefficiant  ^  reell  aein.  Naeb  babanataB  aaalvtiaolea  FfM- 
pias  könnte  nun  ^sssl,  ^sasS,  ^  =  5  n.  e.  w.  aein,  allein  wen» 
man  nehmen  wollte,  so  würde  man  ein  Gleichgewicht  der 

Kräfte  io  solchen  Fällen  erhalten,  wo  es  attgenscbeinücli  nicht  statt 
beben  kann.   Es  ist  also  f)(«)is3eea  «  aad  dabar  ilassS^«  oaft  ar. 


Herr  Ooctor  Dippe  bat  ia  diabem  Arebiia  (TbL  III.  &  329.)  den 
Baaiaia  »  gaordaali  daia  ar  vao  dar  VaeaMaalaMig  «laar  giaiabMi 
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FoDcttoBifonü  für  «II«  Werft«  dw  Wiikel«,  welchen  die  Seitenkraft 

mit  der  Resultante  macht,  frei  iit,  wodurch  aeine  DeaoMtratioo 
allerdiogs  ein  Uebergewicht  über  die  vou  Pulssou  bekommt.  \ur 
bin  ich  der  Meinung,  dass  von  den  0  («ruoJsätzeo,  welche  Herr  Dr. 
Dippe  dem  Beweise  unterlegt,  nur  die  beiden  erateo  uud  der  fünfte 
■atiifr  abgeaeliea  tob  des,  was  ieb  9km  im  Uinaicht  raf 
PoiiieM  Veitnifr  litnretliob.  la  der  Gleichasy 

•ind  bei  Herrn  Doctor  Dippe  die  AasdrScke  9(jr),  w. 

nichts  anderes,  ala  eine  Art  unbestimmler  Coefficienteo,  für  welche 
eben  jene  Gleicbon';  die  Relation  ausdrückt.  Setzen  wir  %  =  Jf, 
fo  findet  sich,  da  ^(Uj  =  2  aein  musa,  angeublicklicb 

Nun  iat  aber  auch,  wenn  ar  =  45°>  9(2^)  =3  0,  alao  ^45«)  =  VX*2 
sSeoe45%  deker  dM»  =  i/iV/l  —  ee» 45* r=2eoi(y)", 

=  2cos(         .  Die  AllgemeiuLcit 

der  Gleichung  ^pia;)  =  2coti  a:  k.ino  nun  wohl  auf  eben  die  Weise 
dargetban  werden,  wie  Herr  Doctor  Dippe  ea  gezeigt  hnt. 


§.6. 

r 

Streng  genommen  w&rde  Oed  Diekt  einmal  das  Parallelngraaiai 

zweier  Eindrücke,  anch  wenn  es  noch  »o  streng  liewiesen  wäre, 
xn  einer  vollständigen  Begründung  der  Bewegungslehre  rühren^ 
denn  es  giebt  ja  noch  gar  keine  Ausführung  für  den  Fall,  wo  mehr 
nia  swei  Biadrüeke  ntaameawirken,  wenn  maa  niekt  nnniaiait» 
daaa  jedea  keliekige  Paar  dnrek  eben  den  Gesammteindmck  aick 
ersetzen  lasse,  wenn  ea  allein  vorhanden  wäre.  Dieser  Satz  ist 
aber  eine  Dothwendige  Folge  von  dein  in  §.  4.  aufgestellten  Axion^ 
io  dass  also  durch  dieaes  die  vollatändige  Cntwiekelung  der  BeWe- 
gunnlehre  vermittelt  wird. 

Die  meisten  Beweise  für  das  Kräfte|iaraIIc!ogranim  oder  viel- 
mehr alle,  die  von  dem  Poissonschen  sich  nur  in  der  analytischen 
Bebaadlungsweise  unterscheiden,  machen  jenen  ersten  Salz  zur 
VamniMttaDK.  Hier  mefae  iek  aber  dicaalinnlellungeo  fatnigliak 
dasakalk  tedelo  zu  mUsaen,  dass  sie  gar  keine  Anaknaft  darfiker 
geben,  wie  weit  denn  jener  Grundsatz  für  die  Demonstrationen  dea 
Kräfteparallegrammes  aasreirhe,  und  dass  man  nicht  ina  Klare 
darüber  kommt,  ob  die  zu  Hülfe  genommenen  Axiome  auch  aammt« 
Kek  notkwendifT,  waraa.  Der  aae  «ekreren  Bindrileken  keryarya* 
bende  Gesammteindmck  muaa  nach  dem  Gesetz  der  Naturnothwen 
digkeit  vollkommen  bestimmt  sein,  sowohl  nach  Intensität  als  auch 
nach  der  Richtung.  Indem  ich  nun  annehme,  dass  für  zwei  belie- 
bige Ekidricke  «Mijeaiga  Gcaaaaitelndivck  aiek  eeltett  laaae,  dea 
aie  hervorbrins^en  muaaten^  wenn  sie  allein  Wirkten,  so  genügt  aU 
lerding^  daa  l^arallelogramm  der  Bedingung,  dass  bei  jeder  Combi- 
aatian  deraelbe  Totaleindruck  erkallea  wird«  aber  ea  wire  ja  auck 
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^ohl  adglicb ,  dual  mir  im  ParnUelog^ramni  diem  UMtgmg 
nll^e,  und  hierüber  erbnit  mao  keine  Auskunft. 

Nun  ist  nlier  gleich  klar,  dass  jenes  Axiom  nicht  uDmittelbar 
mun  Kräftepurallelogramn  führen  kann,  denn  es  wäre  wohl  mög- 
lich, dam  nicht  T«Caleia4riNk  aeihst,  sandern  eine  f^ewiaaa 
Pnaction  desselhen  aus  eben  solchen  Functionen  der  einzelnen  Ein* 
drürke  qach  dem  Parallelogramm  sich  ableiten  Hesse,  wie  wenn 
■tan  z«  B.  die  aite  Potens  der  Resnitant«  aus  den  asten  Poteasan 
der  CöaponaBteii  durch  daa  Parallclo|^raBa  finden  mSaale.  W«ui 
aber  der  Sati  voB  der  Summirun^  gleich  gerichteter  Bindrücke  noch 
zu  Hülfe  p;;rnnmmen  Wird,  so  ist  aiicli  das  Kräfteparallelogramm 
\oll8tHodig  begründet.  Man  inuss  uamlicli  das  Princip  des  §.  4. 
wenigstens  für  einen  besoudern  Fall  Laben,  leb  ordne  nun  den 
Beweit  so: 

1)  Wenn  mehr  als  «wei  Eindrücke  auf  einen  Kdrper  wirkeo, 
ao  kurin  man,  um  den  Gfsnmmtcindrnck  zu  erhalten,  für  jede  be- 
liebiK«  zwei  denjenigen  Totuleindruck  setxen,  den  sie  erzengea 
wmen«  wenn  sie  tilmu  wirkten. 

2)  Zwei  gleiche  entgegeugesetzte  Eindrücke  hehen  sich  ver- 
möge des  Satzes  vom  zureiebeuden  Grunde  auf^  wenn  sie  allein  ' 
wirken,  also  auch  nach  1)  in  der  Zusammenwirkung  mil  beliebigen 
anderen  Eindrücken. 

WesB  sweii'.nBdrilefce  eiBeB-WiBkel  alt  eSoaBder  ■aehea»  wm  . 
folgt  der  Totaleiadnick  der  Richtung  keiBea  too  beiden,  aber  aeiae 
Eicbtung  fallt  immer  in  die  Ebene  der  SeiteneindrScke. 

Uiei'aus  folgt  mit  Kotbwendiffkeit,  da«a  wenn  zwei  Rindrücka 
auf  eiaea  Korper  wirkea,  deren  Hiebtaagea  ia  dietelbe  Gerade  fal- 
len, die  Richtug  doa  Gesammteindruckea^aHbh  aocb  in  diese  Gerade 
fallen  muss.  Denn  wenn  die  Eindrücke  rr,  —  a  und  6  nach  dersel- 
ben (geraden  wirken,  so  ist  der  Gesammteindruck  und  fällt  in 
dieselbe  Gerttde,  da  a  und  —  a  sieb  beben.  Verbindet  mau  niio 
«rat  6  mit  <—  ao  aei  a  der  Totaleiadfaek  nad  es  auicbe  deraelhe 
•lit  der  ersten  Ricbtuag  dea  Wiakel  weaa  er  mit  ihr  nicht  zu- 
sammenfallt. Indem  man  nun  wieder  %  mit  a  verbindet,  entstellt 
nach  1)  der  Eindruck  ^,  dessen  Richtung  mit  der  von  a  zusammen» 
fällt.  Daher  kann  auch  nach  3)  %  mit  «  keinen  Winkel  aiacben»^ 
oder  es  iät  ^ssO. 

4)  Wenn  zwei  gleiche  Eindrücke  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel gegeben  werden,  so  fällt  die  Richtung  der  Hesultante  alle- 
mal in  die  Linie,  welche  den  Winkel  der  Componenten  halbirt,  ent* 
weder  nach  der  eiaea  oder  aaek  der  aaderea  Seite  yom  Scheitel, 
Dieses  isf  schon  durch  den  Satz  des  zureicheadea  Gruadea  klar» 
ohaclion  sich  noch  eine  Art  Ueweis  geben  liesse. 

5)  Wenn  zwei  Eindrücke  nach  einerlei  Kichtung  gegeben  wer« 
den,  so  ist  der  Totaleindruck  der  Summe  beider  gleich  und  folgt 
deraelbea  Richtung. 

Daher  muss  nothwendi^  die  Resultante  zweier  Eindrücke,  die 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  gegeben  werden,  der  Differenz 
beider  gleich  sein  und  der  Richtung  des  Grösseren  folgen.  Denn 
hat  aiaa  die  Kiadridke  ar  aad  —  a,  ao  iat  B  die  ReattitaBle.  Ver* 
hiadet  aiaa  aber  ent  B  and  a,  so  entsteht  ^  +  «r,  und  weaa  aoch 
—  4»  dazu  kommt,  so  entsteht  wieder      d.  h,  {d et)  —  f- 

Nach  dieser  logischen  Spielerei  komme  ich  zur  Demoostration 
dea  Parallelogrammes  der  fiiodrdcke.   Maa  habe  drei  Eiodrücke 
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«r,  c  und  €8  sei  der  Wink«!  zwischen  a  and  b,  y  der  zwi- 
schen b  und  c.  Welche  tirösse  und  Richtung  nun  der  aus  a  nnd  b 
unter  den  Winkel  ae  «ilitebeude  Kiudrack  r  aneh  haben  Wb% ,  so 
IImI  sieb  doch  hcid«  \mmn  4ufeb  die  Disfonale  eines  Parallel«» 
grammes  erhalten,  wenn  man  nur  die  Couiponeuten  a  und  b  gehö- 
rig abändert,  ohne  dass  man  desshalb  auch  statt  des  Winkels  jc 
einen  andern  zu  setzen  genöthigt  ist.  Gesetzt  man  müsse  ma 
■tett  m  und  m^h  italt  h  letieB  and  et  iindbe  r  Mt  A  den  Wisknl 
ee  Iii 

ir  ein  t=zmm  ein 
'      |r  een/=eMi  eoa  jf-f-ee,^. 


lodern  wir  ferner  r  uod  c  unter  dem  Winkel  /-f-y  verbinden,  um 
den  Totaleindruck /i  tur  alle  drei  fJumpooeoten  zu  erhalten,  müsse 
mnD,.«ai  nacb  dem  PumllelngrMi»  su  mbnen,  m^r  etnll  r  «nd 
flia«  atott  c  aetien..  Macbt  if  mit  c  den  Winkel     an  bat  man 

/l  sin  ^=»i,r  sin  (/-f-y) 

/l  cos^xs«i,r  oo8(/-|-y)-f-M,0 

•der  wenn  mn  8in(/+y)  und  co8(/+f)  nnfUü  nnd  eintt  rein/ 
nnd  r  eei  /  ihm  Wertbe  nne.d)  aefeikt 

(VI  sin  gz=zmm^a  6in(^ >f- y)  +  ^i«*,^  sio  y 

\R  eoEg=mm^a  co8(^-i-y)  H-«»|«i»,^  cos y-i- «»i«^. 

Wir  ändern  nun  die  Ordnung  der  Verbindung.  Indem  c  und  b 
nnter  dem  Winkel  y  verbunden  werden,  entstehe  der  Eindruck  o 
•ed  es  mache  derselbe  mit  b  den  Winkel  X,  Muss  nun  f^c  und  f»,o 
atntt  ü  nnd  ^  geaelit  weiden,  um  aaeb  dem  Parnllefegf«ttB  an 
recbnen»  an  iat 


8) 


sio  A  =  /uc-  siu  y 
|(f  coaA  =  /ic  cos  y-l-f(|^i 


nnd  indem  wir  wieder  (>  und  m  nater  deai  Winkel  X+dr  verbinden 

nnd,  um  nach  dem  Parallelogramm  ru  recTinen,  ju^o  und  /u,a  statt 
Q  und  a  setsen,' erhalten  wir,  wenn  H  mit  a  den  Winkel  /  macbt: 

B  ab  raMs€  ^"{Ä-*-«)  .  . 

JR  eour  =  f**Q  cep(i+ 
woraus  mit  Hülfe  von  8)  folgt: 

i/l  ain  /=/Bf*,e.ain(«-f-y)4-#»i^i^  ii»  « 

'  (iA  eo8Xs/u^,c.cos(ar  +  y)  +  />*iA*s^  coa  dr+/u^,<7. 

Weil  aber    =    +  ^  —  /^i  ao.  findet  aian  aua  9)  nacb  dem  bekana* 

ten  Eliminationsverfahren ; 


10) 


R  ald  g=si$^4t  ain(jr+|f}+|»^M  V 
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Aus  7)  und  10)  folgen  nun  die  beiden  Gleidiungeii»  welche  die  Be- 
dinguog  aiii4rlek«B,  dMt  nach  bei4«B  *G»BbiiuitioiafoIgen-  doch 
einerlei  CMMto  «ttd  KkMv^  «kr  RmHwite  iMniitkouMi  mmMt^ 
■iMliobt 

««,4»  co8(^4-y)-h  <w,  «P,Ä  »i  D  y  8in(d>4-y) -I- /*, Ä  si  oy. 

Die  weiteren  BestimBiiogeii  aber  «eben  aus  der  anderen  Bedingung 
in  Grundsatz  1.  hervor,  dass  nämlich  die  Grosse  und  Richtung  der 
Resultante  zweier  Eindröcke  von  allen  noch  ffegehenen  Eindrücken 
naabhängig  sein  soll.  Dieaer  Badiogung  wird  mw  düdflrch  genügt, 
Wtmn  In  den  Gleichungen  11)  dt«  CotmeiaiiteB'glficicr  Biaoa  and 
CTosinus  gleich  sind«  nämlich  wenn  =jUj,  in,^,  =:/u und 
OT,  =  jU/u,  ist.  Um  aber  dieses  zu  beweisen,  müssen  wir  noch 
einen  vierten  Eindruck  d  zugeben,  welcher  mit  c  den  Winkel  « 
■•eben  nag*),  üb  Ar  diesen  Pell  den  Toteieipdiaefc  i*ttt  eiu 
beitee,  bat  man  It  und  d  unter  dem  tVinkel  x-i-g  *m  verbinde!. 
Be  mache  P  mit  d  den  Winkel  /i  nnd  man  mBfse,  um  nach  dem 
Parallelogramm  zu  rechnen,  m^Jl  statt  H  und  m^d  statt  d  setzen, 
so  bat  nao 

P  sin  //  =  m^H  sin  (4  + 

■ 

lj$4t  man  hier  sin  (« er\  auf  und  setzt  statt  R  sin  g  und  JR.  cos  g 
«Miel  die  Wectbe  eas  7J,  deoe  aber  auch  «ea  ^0),  ao  findet  aicbs 

und  . 

Darum  bat  man  aber 

l ******  +  Bii<(y-*-»)-|-  «i,^  IIB  % 

'  )=s^^siii(«<-|»y-|-a)+ sin(yH-a)  -h  ^t^eiB» 

und  dic!>c  Gleichun$r  gilt  für  jeden  Werth  von  s.  Da  aber  kein  m 
und  (X  nach  Grundsatz  1.  von  x  ahhäugt|  so  müssen  die  Coefiicien- 
ten  gleicher  Sinns  Betbweedig  gleich  sein.  DeaB  wenn  aien  ench 
.Bnnebmen  wollte,  es  wire  de«  niebt  se,  ee  kdante  mb  decb  %  so 
wlblcB,  das^  «•  B. 

mm^a  sio(^  +  y-f-»)-t'M,sa,^  sin(y  +  a) 
=  /*,a  sifl(ar  +  y  +  x)  +  /*i/*s^  sin(y-i-») 


*)  Es  niirde  hinreichen,  die  erste  der  Gleichungen  7)  mit  cos  s,  die  an-' 
dere  mit  sin  %  zu  multipliciren  und  die  Prnmicff  zu  addiren  und  das- 
selbe Verfahren  auch  bei  den  Gleichungen  10)  auzuwenden.  Ich  wählte 
sutt  dieses  Caiculs  die' obige  Dsrstdiong,  oa  seglsieh  seuie  BesiebeBg 
rar  Sache  nachsawsiseB. 


würde;  mao  brauchte  our 


a — co«(ar  -t- jf)  -|-  (fn,M«  — cm  y 

u  oehmeD.    Aber  daDo  würde  doch  /t»/*,  =/t*«  werden  t  nod  da 

der  Werth  von  s  auf  alle  m  und  kriiieu  Kinfluis  bati  10  ist  4i6 
GleicbuDg  ^/*,  aligemeio.  Daruon  ist  nun 

IS)    MM,  fcs^„  M,M.  SS^if».,  M,«=iH^, 


nod  dieiet  find  die  Gleichungen,  welche  der  Grundsatz  1.  bedingt, 
ldk  Terlawe  aber  jetzt  die  allgemeine.  Betrachtung,  weil  es  ■aia^ 
Absicht  nicht  ist,  diesen  Aufsatz  mit  weitläufigen  Rechnungen  wm 
füllen.  Ich  bringe  vielmehr  sogleich  den  Grundsatz  5.  io  Aoweadungy 
und  Reize  zu  dem  Behufe  den  Wlokol  a:  =  0,  um  If  in  die  Ricu- 
voo  a  ^u  bringen.  Alsdann-  ist  a  +  ^  die  Resultante  von  a  und  6 
and  ea  Ut  datalwlb  mssam^  sl,  M.daif  dit  filticbungen  13)  in 

.14)   M,=/*„  M,=f*^/«„  sa,=/«^.. 

Darnach  ist  ^  Nebn«  ieh  aber  noch  e=&,  lo  wird  naeh 

ntt  u 

Grundsatz  4.  noth wendig  ^,  und  daher  m^^m^.  Davon  ist 
der  Sinn  folgendert  Bringt  «an  an  den  beliebigen  Bin* 
drieken  0-^6  und  6»  die  nnter  des  beliebigen  Winkel 
y  wirken,  die  Fnctoren  «»,  und  m,  an,  nm  die  Resultante 
nach  dem  /'arallelogramm  zu  berechnen,  so  ist  allemal 
Darum  ist  auch  in  allen  FSlIen  a=|i  und fi,=f*,^ 
«nd  die  Gieiebnngen  14)  liefern  feigeiide: 


•,=/*,  und  M.=#»/4,, 

worana  /t*,  =  m,  = /i«  =  1  folgt  Hiernit  lit  aber  das  Ptvallelo* 
Iframm  der  Eindrücke  vollständig  bewiesen. 

Ich  habe  diesen  Beweis  nicht  in  der  Meinung  .abgefasst ,  um 
damit  meinen  Vorgängern  den  Rang  abzulaufen;  meine  ABticht  gebt 
▼orziigiich  nur  auf  die  Erörterung  der  Principien  der  Wiaaeosrhaft. 
Für  diessmal  schliesse  ich  aher  die  Betrachtnngen»  VM  fie  bei  der 
näcbiten  Gelegenheit  weiter  fortzDfiibren. 
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XXU. 

lAmmg  doer  Interemanten  geometrischen 

Ait^abe. 


Won 

Heirn  PrafeMw  Hessel 

io  Mubiirg. 


Anfgabe. 

Es  ist  gegeben  eio  Winkel  A  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  und  ein 
PaakC  «,  C«t  switeben  denen  Sehenkel«  lrg«Bdw«  liegt; 
man  toll  die  gerade  Linie  ma»  ziehen,  welene  die  klein- 
ste der  Linien  ist,  die  durch  den  Punkt  a  so  gesogen 
werden  können,  das«  sie  ihre  Kaden,  wie  es  uod  in 
den  Schenkeln  von  A  haben. 

AnflSsnng. 

Ei  sei,  in  Taf.  iV.  Fig.  4.,  ui  der  gegebene  Winkel  nnd  a  der 
gegebene  Pnnkt,  wi«  ki  Tif.  IV.  Fl«,  a.  Man  siehe  'nrnnt  dnnk 
m  die  K'aK  so,  dass  ^^A^a  =  Ja^=:A(s90»  —  1^)  ist 
Hierdurch  wird  JIK'  =  j4A.  Mao  ziehe  femer  durch  a  die  iap 
senkrecht  zu  aK  und  die  la^  senkrecht  zu  j4K*.  Der  Winkel 
ICam,  den  die  gesuchte  Linie  man  mit  K'aK  macht,  heisse  9,  und 
dia  Winkel  Amm  nnd  Awm  mögen  alt  m  nnd  m  baiaiehnat  1 
dan.  El  iit  dann  iissih-4^9  nnd  Mrsi(^9,  nnd  aan  kaftr 

n  mm  Ä-5=  


sin(*— i»)  ^sfa 
I>as  Düfereaaiai  von  aws,  wann  9  ? eriiiderUeh  ist,  wird  alsa  sein 

d  am 

Satsen  wir  dan  OÜEBraatial(|oaüaiilan   V    assOi  f 0  iet 


'      sin  m*  siq  n* 


und  man  erhält,  wenn  man  statt  und  statt  -~—  direo  Wer- 

'  sin  »I  sin  n 

tbe  aus  1.  und       setzt  (wälireod  Bau  olioe  dieaeu  Kuastfriff  la 

TcrwickelteB  AaadriickeB  koMf(),-4le  ilMitnt  einlMlw  QlcMhiuig: 


,  7)  M.MtMaa:«» 
oder 

8)   «MW :  ar«  =  cot  4» :  cot  fli. 


Wird  mmn  As  Mnkrecbt  !■  ugeooaBOs,  lo  iit  i  m 
sscot  «iscot  ü;  «1  BOM  alto 

9)   MS  :  mt  =  am :  am, 

also 

« 

10)   aM  ==  IM, 

BitbiD  auch 


Mi».  Nm  bat  maak  aar  BaalSaBiiBg  4aa  Piaktea      aHtkiii,  ii 

ff  der  Lasa  dar 


S  gagakaa  iit,  aar  BestiaMBaBifr  der  La(a  dar .  f|aakiektaa  liaia 
«■a«»,  folgende  zwei  Bestimiiiung'sgtücke: 

I)  M  liegt  so,  daaa  ^a»A  ein  rechter  Wiakel  iati 

II)  #  Hagt  io  der  damk  m.  gekaadaa  gaMektaa  Liaia 
daia  BOSS  «ras  ist. 

Der  ersten  Bedingung  entspreclien  die  Pnakta  daa  Halb» 
kraiaes  asp.l  über  dem  Durclimesser  .4ft. 

Dar  zweiten  BedinguDg  geoügen.die  Punkte  der  Hyperbel 
«^«/aVaa'*),  walaba  AK  and  AJP  sa  AsymptaCaa  bat  «ad 
dareb  dok  Punkt  a  geht;  und  diese  ist  gemäss  der  Gleichnng 
f»i'z=zam\  in  welcher  n's'  und  am'  die  betreffenden  Stucke  jeder 
wilikührlicben «  durch  a  gelegten,  die  Uvperbel  as't  in  den  zwei 
Paaktea  m  nnd  «'  schneidenden  Linie  atV  bedeuten,  sehr  leiekl  va 
coaatrairen. 

Dar  Punkt  s  in  der  gesuchten  Linie  ma»n  ist  also  der 
Durchscbnittspunkt  jenes  Kreises  mit  dieser  Uvperbel, 

Da  nun  «llgeaein  für  jede  durch  •  gabeiMle  Linie  «aW  luick 
daa  Giaichaagaa  1.  nad  % 


*)  VcffMck  Bnif  AtOk«!  BtpmM. 


I 
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so  ist  4er  veränderliche  Radiw  der  hier  erwäknleo  Ujperbel 
beatinnt  durch  die  Gleickuag 

wo  9-'  den  Teräuderliclieu  Wiukel  bedeutet,  den  a»'  mSti  <ler 
dy  gUidiaclmnfciifiwB  Orm^  JK'K  Mclit. 


XXIIL 

Zur  Theorie  der  {([egelsdinitte. 

Herrn  C.  Adams, 

Lebrer  der  llatbenacik  an  der  Gevvtrlieehala  a«  WiMrtfcnv 


Herr  Dr.  Sehlönileli  s«  Jena  beweist  iai  Sin  Bande  dea  Ar- 
cliivs  S.  386.  einige  Sätze  von  Sechseekeo ,  welclie  in  oder  um 
einen  Kegelschnitt  bescbriebeD  sind.  Seine  Beweise  stützen  sich 
auf  die  Theorie  der  projektiviscben  Gebilde,  auf  jene  schönen  Sätze, 
walche  8ni»ar  \m  amoer  Abhängigkeit  geoaetriaeber  Oailal« 
ten*^  in  atrenger  systematischer  Folgerichtigkeit  entwickelt  bat  — > 
Ks  durfte  aua  für  die  Leaer  des  Archivs  nicht  uninteressant  sein, 
sur  Vergleichung  der  verschiedenen  Methoden  in  der  Beweisfoh- 
mar  diaulba»  Bilae  nf  aodar«  Waia«,  Dialleb  alt  HSHe  der 
Tranaveraalea  bewieseo  an  sehen,  aal  es  aaeb  nttri  mm  aal  die 
Wichtigkeit  dieser  Lehre  von  Neuem  aufmerksaan  zu  werden.  — 
Die  Sätze,  die  ich  als  bekannt  voraussetze,  und  deren  Beweise  in 
Caroot,  Poucelet,  Steiner,  Plückers  analytisch  geometrischen  l^^nt* 
wiekalnmB  oder  Mch  \%  jmIimp  jeigeneft  „Lakn  von  den  Thraos« 
varsalen*"  nacbgeaehen  werdail  können,  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  oder  auch  ihre  Verlänge- 
ruagea  T09  ain^r  heliebigeM  geradlinigen  Transversale  geachnittea 
werden,  ao  tbeilt  dieaa  Traaevenale  jede  Seite  des  Dreiecks  in 
zwei  solche  Abschaittv,  dM*  das  Product  aua  drei  nicht  an  eiaatt* 
dar  liegenden  Abschnitten  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  andeiren. 

2)  tlnigekehrt  werden  auf  zwei  Spiteii  eines  Dreiecks  und  der 
Verlängerung^  der  dritten  Seite  oder  auch  auf  den  Varlängeruogan 
•Uar  Mi  Saidas  dfai  Paafcta  ao  angenoanan,  daaa  daa  Product 
aaa  4ni  %iicht  aa  abMltr  IteRaadi»  JMhaeballtao  dar  «akev  gldch 


ist  dem  Prodsoie  der  dni  uidenm,  m  liegen  dieee  PenkU  io  gera- 
der Linie. 

'3)  Wenn  zwei  Dreiecke  eine  tolclie  Lage  babeD,  data  die  Ver^ 
bioduDgslinien  ihrer  Koken  je  zwei  und  zwei  in  drinscibeo  Punkte 
KUsammeDlaufeD ,  so  liegen  die  I)«rcb«choilUpttDkte  ihrer  eoUpre- 
cheodea  iieitea  in  gerader  Linie.  . 

k)  ümgekelirt,' wentt  swci  Dreeke  eide  iMch« 'Lage  hül»ca» 
4ms  die  nurchsehttiltepttakte  veo  Je  twei  entapreebetrdeD  Seiten  in 
gorader  Linie  liegen,  so  scimcidrn  Pich  die  Verbinduo^^aKBiCB  ikrcr 
eotsprechenden  Ecken  in  einem  und  demselben  Punkte. 

5)  Wenn  die  Seiten  einea-  Dreiecks  von  einem  beliebig^ea  Ke- 
^  fj^eleehoitte  geschnitten  werden,  so  entstehen  auf  jeder  Saite  vier 

Ahscbnitie,  welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  dass 
dtts  Pruduct  der  einen  Haltte  gleich  ist  dem  Produrte  der  anderen 
Hälfte,  vorausgesetzt ,  dass  io  einem  und  demselben  Pmducte  nicht 
«  aalehe  Abeebnitte  Torkaaaien,  welche  einen  Pnnkt  des  Kegelscbaitta 
snai  gemeinsamen  Kndpnnkt  haben. 

6)  Der  Durchschnitt  zweier  1*olaren  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Kegelschnitt  ist  der  Pjol  für  die  VerbindungsJiiue  dec  . Pole  jener 
Polaren.  .'.*'.*«* 

7)  LiegeosaMbrart  Poakta  in  cerader  Linie«  in  aebaeidea  aieh 
ihre  Polaren  für  irgend  einen  belicDigen  Kegelschnitt  in  aiaeai  aad 
deaselben  Punkte,  dem  Pol  jener  (leraden. 

8)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  einbeschriebenen  Sechsecke 
liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der  gegenüber  liegendea  Sei- 
ten in  gerader  Linie. 

9)  In  jedem  einem  Kegelschnitte  umschripbenen Sechsecke  schnei- 
den sich  die  drei  Diagonalen,  welche  «lie  gegenüber  liegenden  Ecken 
verbinden,  iu  einem  ,und  demselben  Punkte. 

Die  LebreUta  des  Harra  Dr.  Schlöaiilcb  aiad  ava  folgende: 
I)  Wenn  man  in  einem  dem  Kegelschnitte  einbescTiriebenen 
Sechsecke  ABCÜEF  die  drei  Hauptdiagonalen  AD,  BE,  CF 
zieht,  von  welchen  eine  jede  das  Secliseck  in  zwei  Vierecke  thetlt, 
und  soduDQ  iu  diesen  Vierecken  die  der  Uauptdiagonale  des  Secka* 
äcks  gegenüber  liegende  Seite  bis  tum  Darobschaitt  aut  dieser  Dia- 
gonale verlängert,  so  erhält  raan  sechs  Durcbscbnittspuokte  M\  A^, 
y^,  xM'\  i\  ",  P^y  von  denen  sowabl  die  drei  entea  als  die  drei 
letzten  iu  gerader  Linie  liegen. 

Beweis.  Taf.  IV.  Fig.  &  Man  bcCradita  drei  aa  ciwa- 
der  anstossende  Saltaa  AB^  CB,  EP  jtwuüm  «la  Trane uraaiea 
d«i  PraMia  mbct  so^  kat  aa»  Mck  Lahrsata  L: .  . 

09f  .hA  .eB  zsimB^ihtß* .ttA  , 

aF  ,bN' .cE  :=zaE  ,IF  ,cS\ 
Malliplieirt  saa  diese  drei  OJaicbaagaa  ia  aiDABder,  a«  erfaiUt  bmv: 

{\)mM'AN\*F'.mC^mF\hAihsf^eBi€B 

•  ^^aP'  .IM'  .cN\mb\aE,bC.hrV€A.£if. 

NoB  iat  aber  nack  Lehnati         '  / 

(U)  mC.mf.kA.kB.^M.Ji'w^mB.mB.iCkF.iA.eB. 
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DifUirt  MO  (I)  «Mreb  (II),  «o  eriiilt  mtm-. 

Da.  BW  die  Pvnkte  ilf',  N\       tkwtlü  «f  dta  SeilM  4m  ' 

Dreiecks  tike  Hegen,  ao  fio<i  dicielben  nach  Lehrsatz  2.  in  gerader 
Linie,  lübenso  v,  \tA  bcwieseo,  dMt  die  Pnokte  M",  Jjli'\  P"  iu  ge- 
imder  Linie  liegen. 

11)  Die  Gerade  lklA\  welche  nach  Lehrsats  6.  die  DarehichDittB» 
pnekle  der  drei  Paare  gegeoüher  tregender  Seiten  vcrkiadet^  geht 
zugleich  durch  den  Durchschnitt  der  IB  forigea  LeknatM  erwibsteB 
Geraden  M'A'  und  .»/"A". 

Beweis.  Bezeichnet  nan  die  Durchschnitte  von  BE  und  CF^ 
•  AF  mod  BBs  AB  und  CD  einseln  mt  </,  /«  te  elod  wegen 
des  einheschriebenen  Sechsecks  AFCDEB  diese  IPsakte  in  gera. 
der  Linie  (Lehrsatz  6.).  In  densc  Ihon  drei  Punkten  «r,  d,  f  schnei* 
den  sich  zugleich  die  Seilen  der  Dreiecke  M'M"M  und  P P'*P\ 
milbio  gehen  nach  l^ehrsutjK  4,  die  Verbindtiogvlinieor  ihrer  Udwn« 
d.  b.  die  Geraden  BtP'^  ilfi^'/J/P/ durch  eiftefl*  dbd  densi^lben 
Punkt  Denkt  etan  aick  durvk  dl«  Ecken  des  Sechseeki  jtf^ff C^^F 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezu^cu,  sn  erhält  man  ein  un- 
acbriebenes, Sechseck,  das  oiit  dem  eiubeschriebenen  im  Verhältniss  ^  *  . 
der  nolareo  Redpredllt  atebf;  die  Anwendung  der  Sitse  6.  nnd  7. 
Mf  die  beiden  letiten  Sätze  führt  demnach  zu  folgendem  Satze; 
'  III)  Wenn  man  in  einem  dem  Kep^elsohnitte  umschriebenen 
Sechsecke  die  gegenüber  liegenden  Seiten  verlängert,  bis  sie  sich 
einzeln  in  drei  Puii<iten  durchschneiden,  und  man  zieht  von  jedem 
dicaer  Onrehacknitttpankte  Gerade  nach  den  beiden  übrigen  locken 
des  Sechseeka,  so  schneiden  sich  von  diesen  sechs.  Geraden  drei 
und  drei  in  einem  und  demselben  Punkte,  und  diese  beiden  neuen 
Punkte  liefen  mit  dem  Durchschnitte  der  drei  Uauptdiagonalen  dea 
Sechseeka  (l^hreata  9.)  in  einer  nn4  derselben  Gcradtti, 

iV)  Verlängert  man  in  einem  dem  Regelscbnitle  aia'beacliriabar 
nen  Sechsecke  diejenigen  Dingoniilen ,  welche  von  demselben  ein 
Dreieck  uhschneiden,  und  bestimmt  die  Durchschnitte  72,  S  je 
sweier  gegenüber  liegenden  Diagonalen  dieser  Art,  ao  liegen  je 
awni  diaeer  Dnrchaelinitte  mit  einem  der  Dnrehsehnitte  P 
dar  Gegenseiten  des  Sechsecks  in  einer  und  derselben  Geraden.        ,  \ 

Beweis.  Da  die  Durchschnitte  g  ^  a .  h  der  («egeiiseiten  des 
Seclisecks  ACFDBE  in  serader  Linie  liegen,  so  haben  die  Drei- 
aeka  EFh  und  BCg  die  in  Lebraals  3.  bexelebnetp  Lage ;  mithin  > 
liegeb  nach  demselben  l^atoe  die  Durchschnitte  il,  (2  .ihrer  ant- 
aprechenden  Seiten  in  gerhder  Linie.  ^en  ao  wird  bawiaaan, 
daaa.dia  Pni^kla 

»  •  AT,  * 

einzeln  in  gerader  Linie  liegen.  '  ' 

Die  Anwendung  der  Sätze  0.  und  7.  auf  IV)  filfart  noch  zu  fal> 
geadtB«  Sataart 

V)  Verlänfart  ami  In  einem  dem  Kegelschnitte  nmachrlebenan 

Sechsecke  die  erste,  dritte  und  fünfte  Seile,  bis  sie  unter  sich  ein 
Dreieck  bilden  i  eben  so  die  awaite,  vierte  nnd  eechite  iieite,  bii 
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aaeh  diese  ein  Dreieck  biUea,  to  icluietdep  Mdi  die  Verbiadasg*. 
Ifaiicn  der  gegenüber  liegMide«  Bdtra  ikmer  Dreiecke  je  swei  um4 
swei  auf  den  drei  Diagomüeii  des  •Sacbtecki. 

Dt  Beweis  liipscs  Satzes  kaon  aucb  direkt  aus  den  Brian» 
choo'schen  Satze  (Lehrsatz  IK)  hergeleitet  werdeo.  Siebe  aeiBe 
Lebre  der  Transversalen Lehrsatz  LXXXIII. 


XXIV. 

üeber  die  RdlheD,  welche  den  Cosinus 
Sinus  dorch  Potenzen  des  Bogens 

ausdrücken. 

Voo 

Hem  Doctor  O.  Scblömtlcb, 

PriTatdoeenten  an  der  UniTersItit  tu  Jena. 


In  den  Supplementen  zu  RIQgels  malhematisclien  Wurterbflich« 
grSndei  der  Berr  Herauageber  dea  Arcbira  den  Baweia  der  Reibe«: 

* = *  -  Ä  •**  rr^ri •  •  •  • » 

X  j:*       ,  .1'- 

810  XI 


A       1.2.1   '  i.2.1.4«tt 

auf  die  folgeodeu  rein  goniometrischen  Sätze: 

— «.(SilBie)  ■iBie-|.ia.(8ab;9)«aia4#^....i 

sin  «0  =  #• ,  (28in       cos  4©  —    (tiin      '  cos  ^ 0  -f-  

—  is,(28in  i@}*sin|&  +M«(^in  \ßY  ain      — . . . . 


ia  wdcben  n  eine  positive  ganze  Zahl  aaln  iMm  und  m», 

W.  die  KiDODiialcoctricieiiteD  dea  Exponenten  n  bedeuten.  Die- 
■er  Beweis  der  Cosinus-  und  ^inusreiken  bat  die  grossen  Vorzöge, 
•baasowohl  von  der  Anwendunc  iaiaguiärer  Gröaaep,  aU  von  der 
Mathod«  der  eAbMÜBBtee  GoeOeieBlia  M  i«  aeia,  aebiM 
^  GüllViM&t  4er  «leicb«i«eD  (1)      ^      elmMhiW  Weg* 
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Mwkgtwieteq  bat.   DieM  geichiebt  9.  a.  0.  mittelst  4ei  ScblusiM 

von  f»  auf  »+1,  welcher  bei  aller  Evidenz  docb  das  UDangeoebme 
bat,  dasB  man  nicbt  weiss,  wie  man  zu  jenen  Gleicbiin§^n  gelangt 
ist  Ba  «ttrft«  daher  niebl  Bberflüssigr  seit,,  ein«  alesieiitarc  Ablai- 

tUg  derselben  mitzutbeilen. 

In  einem  früheren  Aufsätze  über  die  BioomialcoefficieDten,  Ar- 
cbiir  I.  Tbeil,  S.  431.  u.  f.  babe  ich  gezeigt,  dass  man  auf  elemen- 
tarem Wege,  durcb  ein  Verfahren,  welches  mit  dem  der  DiifereiH 
MBreciiBVg»  Aeboliciikeil  bat«  tu  folgendeo  GMdbnngen  gelangen 

-I- cas(2ii 4)jr     . . . .  * 
oder,  weil  sv«=:svm,  mt=mm-u  m^^mm~^  0.  s.  w.  ist: 


(2cos;r)'"cossMr  =  M«  +  s>4  cos^S^  +  M,  cos4ar-f-....  (9)  ^ 
«od  diento! 

(2cosdr)"'  sin  ma:  =  si,  sin  2a;  +  ot,  sin  4;r  -h  sin  6a?  + . . . .  (4) 
w^lcle  fir  «  SS         in  die  folgeadra  übergeben : 

i2»\n^y»  CM ^Ü~^=B es,  —      cos«  +  siiCQs2«f ->..«.  (h) 

In  der  Reibe  (5)  setzen  wir  nun  m  suecessive  =0,  1,2,  3....  bis 
zu  einer  beliebigen  Zahl  «  und  multipliciren  die  entstehenden  Glei- 
cbongep  Buit  +«0»  "^^ii  +.*ft  u.  s.  w.,  <o  kommt; 


»o 


—  if,(28in|«)  8in^w  =  — »,(lo  —  l.cost») 

—  «^(isin  ^w)*  cos|i#  =  +  <»,(2o  —2,  cos  «  +  2,  co8  2«f) 
■+-  «.(Ssio  ^m)*  sin  |«f  s=s ~  is,(3,  —  3,  cos m  +  3,  cos  2m 

-^3,  cos  3«) 

H-««(2|iBim)«>eosis»=s-4-m«(4»  — 4,  cMtf-l-4, cMftr 

—  4,     9m -Iv  4«  «M  4i^) 

±  j»»(2siB  i«)"  cos  Ä  ±         —  «^cos»H-«,««i2m 

:f:Bb»  MS  mm}. 

Wbbb  wir  jBtil  Altos  Bddir«B  BBd  dia  Frieder  bbT  der  rMbteB  Seite 
BBcb  den  CoilBit  oyr^oB,  ib  irif4-' 


«,(2sin  ^w)«  cos ^  -+-  i»^(28in  4»)*  cos     — . . . . 
—  »,(2aio  i»)  810 1*#  -f-  ii,(2»in       aio  >  — . . . . 
-~     *™  ^1      ^»  ~*  ''a  ^^  • .  •  • 

Hh  €01 3ir(«.  .8, — .4, + .S,  —  •« •+- ....) 
•••••••••••••    •  ' 

cot  Mf  •  • 

per  CoefHcient  eioet  CoiioM  cos  pm^  wo  ebe  potitifo  gman  ZoU 
ist,  würde  sein 

^P'Pp  —  '^i{P'hl)p'hn^2{p'^2)p'-'...,  (8) 

Die  Samme  dieser  Roibo  ist  sehr  leiekc  tu  fiodeo«  Mos  beaoik# 

zunächst^  dass  für  ganze  positive  m  and  r  immer  m^sm^»^  bI^ 
bin  die  obige  Reibe  auch  gleicb  der  folgendeo  ist: 

•  ;»o  —  «jH-iO» 1),  4- 2), —  . 


DiHlbkt  pao  bier  Mp-^i,  np+a  o.  s.  w.  durch  i«y  aus  und  setzt  für 
0-l-l)i>  (^+S)t  0. «.  w.  ihre  Werths,  so  ist  «aeero  Reibe 


-  -.11  _  Z±l  ^  (*-y)  jn-p-l)    {p+2)ip^l)  - 


Die  GrdswB  iaaerbslb  de#  Klssiaer  sind  aber  aicbtt  Aaderes,  ah 

die  successiven  Binomialeoefficienten  des  ExpOBOBteB  m^p.  Das 
Agp^rof^at  derselben  mit  wechselnden  Zeichen  f^enomaa  ist  Nall, 
sobald  »>>/i  ist.   Wir  habea  daher  auch  in  (8): 

Substitifireu  iHr  diess  Resultat  in  die  Glwcbung  (7)  ffir  ^  =  0, 
1,  3, 3, ...    M  —  1,  so  findet  sich,  dass  die  Coeflicienteo  von  cosO«, 

cos«,  coa2«,  cos(/i  — sämmtlicb  =0  sind.    Der  Cöeffi- 

cieat  des  letzten  Gliedes  daf^egen,  worin  »z=:p  ist,  wird  1.  iiod 
frlgiieb  gebt  die  Oleiobaog  (7f  ia  die  einfachere  über: 

m.  —  «»(Mb       eof  -f  -  mJtpkn       oss  4«    . . . .  I 
-n  #.(ftiiB  \m)  sia  |tP + ».(«sia       sia  >  —       )  (9) 

=S  cos  INI  ) 

Behsadelt  bmo  ebeaso  die  Gleicbnig       so  ergtebt 
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it,(9iin  4»)«  liD  I»  H-  ««(IMo  4«)*  ib  |«  - . . . .  ^  (10) 


Diese  Gleicbongen  sind  es,  deren  Ableitung:  gei^cben  werden  aollte 
uod  weiche  für  m  =  0  id  die  a.  a.  0.  gfebrauchten  übergehen. 

Die  lfilitfriclielan§r  tfer  Connus  und  ^»inosreibe»  aae  denselben 
ist  im  kwsMr  AnitoiiUiBg'  folgend«.  -  Mna  aeliM  in  Forael  (9)  mm 

SS 41,  «Iw  «SS       ond  setse  üen.  ia  4ie  Wtvtbe  von 

n(/f— I)  n(«  —  I)  (/?  - -J) 


no  wird:  ... 


^  1  ^(x--tt)/28in4ttV 


 TäTJji  V-ir>'  <^"«>--  — 

~  «nd  ^  und  •  im  Gänsen  beliebig  «nd  nnr  der  Bedingung  nnter- 

worfeni  duss       eine  ganxe  positive  Zahl  ist,  welche  aber  von  will- 

kiibrlicher  Grösse  sein  kann.    Zugleich  iet  lilar,  dasa  die  Reibe 

0    '  sc 
se  mehr  Glieder  beben  wird,  je  kleiner      d.  b.  je  gröeier  iet 

^w 

Die  Reibe  (9)  hat  nämlich  Glieder,  folglieb  die  obige  —  +1 

Glieder,  einf  Anzahl,  die  immer  zunimmt,  je  kleiner  u  wird.  Las- 
•en  wir  endlich  m  nnr  Grinse  0  fibergeben,  m  ist  . 

folglich  auch 

ferner  kabea  wir  dnan 

C0S^=±:€08^M  IJ.  s.   w  =1 

ein     =5 sin  I«  u.  s.  w.  .«.^=5  0, 
md  wenn  wir  ancb  ia  den  CoeflIieieBteB  «=0  aebaea: 


MI 

and  diese  Reibe  ist  jetvt  eioe  Meadlicb«,  w«l  4ie  GUeiitrftBubl 

-I- 1  ■Mmllick  g»w#r4«o  ist. 

Durcb  ADweodoDg  des  nlaliclM  Varfikraiis  «if  die  Gleichug 
(10)  erhält        ebenio  leieht: 

!■  tjileBatiMken  Vortrage  der  Aealyiis  bietet  die  vorige  Ber* 
■telluDg  den  Vortheil  d»r,  duss  sie  den  natörlicbsten  Uebergangs- 
ponkt  in  das  Gebiet  der  iaiagioäreD  Greaaee  bildet.  Man  kenat 
scbon  die  Reiben 


2  — 

-TT"*- 

i.8.S.4 

2a       —  1 

und  braaeht  in  deiaelbeB  ■ttr«=l/^l  sv  eehHeB,  «•  wgleicb 
SU  dee  Portern  in  geiugen: 

 '  =  cos  ar,  =  "■^» 

r 

•w  welehto  van  wieder  die  folgeodeii{: 

ableitet.  Setzt  man  hierauf  fia:  fiir  f*,  so  ergiebt  sich  ganz  allge- 
nein  für  jedes  fi  die  Gleichung: 

(cos  ^  db  sin  x/*  =  cos  f»jc  db  tlB /lAjr, 

voe  der  mmm  gewdhnneh  «aaiiigeheD  pflegt,  oai  die  Ceainm  efd 
Sieeareihe  tnfksliideo. 
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XXV. 

Nachtrag  zu  der  Abbiiadfan^  Thl,  V.  No.  XVIII. 

iierm  Fr.  Seydewitz^ 
Obvriafarer  am^Jnnanon  lu  HeiligcMtadt. 


Naclidpm  die  Abhandlung  Tb.  V.  \o.  XVlll.  acboo  abgedruckt 
war,  bat  mir  der  Herr  Verfanser  dieser  Abbandlunff  deo  folgeodcD, 
nach  aeiaer  eigaoeä  Atwtfng  „iwai  weaeaflieha  ▼ariAmraag^eB'* 
eotfiultcnden  IVach(ni|r  i>  derselbeö  gesandt,  and  rocksichttich  der- 
selben die  Bcsiiinmutic:  ge^ebeo^  dass  die  mit  A.  bezeicbnele  Ver- 
besserung die  Steile  von  f.  6  1 — 2  (exclus.),  und  die  mit  K.  be- 
seicbuet«  Verbeaiemog  dl«  Stella  der  uomittelbar  auf  ^.  7.  3.  fol- 
gendan  BetraelitonK  lod  der  Siitsa  4.  nod  S.  eionaliaien  siill. 

G. 

A. 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
swei  InvolutioDen  von 
'Pnftklao  «ad  aaatardaai 
•iB  b'aliabifar  Paakt  ircge- 
beo-  sind,  einen,  Kegel- 
schnitt XU  finden,  welcher 
durch  diesen  Punkt  gebt, 
••4  Mir  walebaa  dia  sage- 
•rdoaten  Tunktenpaare  je- 
ner beiden  In  Solutionen  zu- 
gaojdnete  barnoniscbe 
Pala  aiad. 

Auflösvng.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutionen  ungleichlie- 
l^and,  so  suche  man  deren  Haupt- 
paakla  aad  aafarl  alaaa  Ra^el- 
aahaitt  H,  welcher  durcb  diese 
vier  und  durch  den  gegebenen 
Punkt  gebt}  so  ist  ^  der  verlangte, 
la  jeden  andavia  Falla  dagegen 
verbinde  aaa  daa  g^gaaaDan 
Punkt  B  nit  swei  sugeordneten 
Paoktenpaareo  A,  a';  b,b'  und 
a', ;  b,,  b'i  einer  jeden  der 
Sarai    gegabeBia  leTaWaBaa 


1.  Wenn  in  einer  Ebene 
zwei  Involutionen  von 
liltralilaa^    aa4  aaaaardaM 

eioa  baliebige  Gerade  ge- 
geben sind,  einen  Kegel- 
schnitt zu  finden,  weicher 
diese  Gerade  berührt,  und 
fir  walebaa  dia  aageordaa« 
ten  Strablenpaare  jener 
beiden  Involutionen  znge- 
ordaete  harmoBiacbe  Pola» 
raa  aiad. 

Auflösung.  Sind  die  Gebilde 
beider  Involutiunen  ungleichlie- 
gend, so  suche  man  deren  Haupt- 
atrablaa  aad  aafart  aiaaa  Kagal» 
schnitt  91,  welcber  diese  vier  aad 
die  gegebene  Gerade  berührt;  so 
ist  n  der  verlangte,  lu  jedem 
anderen  Falle  dagegen  suche  naa 
auf.  dar  gegebenen  Geradea 
das  gemeinschaftliche  Paar  zu- 
geordneter Punkte  zweier  Invo- 
lutionen, welche  durch  die  IXurch- 
aebaitta  «,  a'^  b»  V  JMd  o,»  a', , 


m 


durch  die  Geraden  a,  a'i  6^  iß' 
und  o^i;  ^i,  und  inche 
äwt  geoi'eingchaftliclie  Paar  zu- 
geordoeter' Strahlen  e^e'  zweier 
Involutiunen,  welche  durch  //,  r/'; 
ißf  V  BD/i  a,,  ü', ;  bvy  (t' i  befttimmt 
wvrdeo;  to  slDd'aieM  Streblen 
«,  ^  Mcb  f.  3.  5.  BoIhweBdig 
vorhanden.  Sodann  suche  mno 
in  den  gegebenen  Involutionen 
diejenigen  Punkte  q,  q^,  welche 
dea  Dorebicliniite  p  ihrar  Rich- 
tnnnlinien  «ST,  zugeordnet 

sind,  verbinde  diese  Punkte  mit 
einander  durch  eine  Gerade  P 
■■4  die  Punkte  B,,  B^,  wo  P 
YOtt  «,  0'  geschnitten  wird,  mit 
je  zwei  zui^porJnoten  Punkten« 

ptiaren  a,  a';  b,  b';  C,  c';  b,  b'  

irgend  einer  der  gegebenen  In- 
volaliooeo   dareh  die  Geraden 

so  schneiden  sich  dip  letzteren 
paarweise  auf  dem  Umtaufe  des 
verlangten  Kegelschnittes  %, 


b, ,  b',  der  Geraden  A  mit  zwei 
zugeordneten  Strahlenuaaren  a, 
af  \  h^  b'  und  «, ,  o', ;  6, ,  d«*,  ei- 
ner jeden  der  zwei  gegebenen 
Involutionen  bestimmt  werden : 
so  »iud  dieüe  Punkte  €  luich 
\.  3.  5.'  Botbwendif^  Torhanden. 
Nodaoo  suche  man  in  di>n  ge|^* 
henen  Involutionen  dipjcoigea 
Sirahlen  y.  ,  welche  d«  r  Ver- 
bindungslinie P  ihrer  Mittelpunkte 
#,  «,  zugeordnet  find,  verbinde 
den  l)urclischnitt  /;  dieser  Strab. 
len  y,  mit  den  Punkten  e,  t! 
durch  die  tieraden  A ^ ,  A^  und 
nndlieb  dfe  Pnnkte  a,,b,,c,tb|  ^ 

ä'm  b',,  c',.  b',           wo  -df,  von 

den  Strahlen  «r,  d , . . .  a\ 

h\  c\  tt . .  .  .  irgend  einer  der  a;e- 
gehen<^u  luv  ulutiuneo  geschuiiieii 
wird^'  nit  den  entsprechendn| 
PunktfBn  a,,bt,C„b,....^j^J^,jK^ 

c',,b',  wo    /j  von  den  »n- 

geordneten  Strahlen  a\L\d^tt.^ 
6,  d  ,,,\  derselben  Involn» 
lion  geschnitten  wird,  dnrcb  gn» 
rade  Linien,  so  sind  diese  die 
Tungentcn  des  verlangten  Ke- 
gelst-ha  itteti  %.  '  ,i 


Beweis  (linke).   Da  «dg  «...)  =  ^fl»  b,  e,  b....) 

also  liegen  die  Punkte  /f,,  i9,  und  die  Durehscbnitte  von  a,,  ; 
^,  ,  ^,  . . . .  auf  einem  Kegelschnitte  %;  und  dn  auch  die  Geraden 
Siitjr  jßiPi  Ji^pi  Ü^B\\^,e'  entsprechende  Slrableopanre  vno 
ß,,       sind,  ■e  nrantfl'die.CInfndcn  B^p  nnd  B^p  i» 


ten  17, ,  /f,  berühren  und  auch  dnrcb  den  Punkt 'iff  (ftben.  •  Sie« 
dient  man  sich  zur  Construction  von  ?(  der  l^unktenpn.ire  a,  .  a',  ; 
b| ,  b'i  ;  c , ,  c',  ;  b, ,  b',  . . . . «  so  fällt  der  neue  KegcLschniit  mit  dem 
vorigen  zusammen,  indem  beide  den  Punkt  B^  die  Tangenten 
B^p  und  deren  Berlbrnngspunkte  genwin  .bnben.:  Da  nur  |i  " 
harmonieche  Pol  von  /*  für  Jft  ist,  also  jP  dun-h  die  harmoini 
Pole  von         ,  für  %  geht,  so  sind  nach  ^.  4.  2.  die  Puol 
a,  a';  b,  b'5  c,  c';  b,^....  nnd  a,,a',;  bj,b',;  C»  ,c'ii  b,^  b'.,'.... 
nngeordnete  hnnnoBiacbe  Pole  für  i(. 

VnrtMiMbt  man  den  Punkt  B  linke  und  die 'Gerade  A  recbln 
nach  nod  nach  mit  anderen  Punkten  nnd  (icradeo,  ohne  die  |f«gt* 
bMen  Involutionen  zu  ändern,  so  erhält  man  links  ein  Svstem  von 
Kegelschnitten  mit  zwei  zugeordneten  gemeinschaftlichen  öckaotea 
Bx  •  und  mbta  •ines'  «it  swei  zugeordneten  ffemeinanbaftnebna 
TnnyinnadntnbBebnktnn  «,#1,  wnlebm  nnll  nder  jMlwiiRBd»  JeMnbo 
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die  gtgfibeiieD  Involutionen  aui  ungleicbiiegenden  oder  aoa 
sleu!b1ieff«DMo  Gebilden  bestehen.-  Jeder  Piinkt  oder  jede  Gerade 
Uki  ier  Ebene  iioeä  MtMmfi  emttmm'  gehört  eiiem  der  -danr  ire« 
liaf%w:iL«9elMhMlto«i|'MnHii  nö«  «aif.  &  «rgiaht  Mi  .  . 


r  :j 


II 


• 


•  1  . 

1  o  n 


>  I 


B. 


I2iiie  lUliebi^^Geralit  werde  Wo  (6r^  . 
kante  S  der  Kegelsclmitte  §1,  S3,  QT^  ^  ....  iip  Puokte  4,  und  voo 
den  harinoniseben  l*oI.«ren  rr',  c\  d' . .  . .  ihres  g(>meinschaftlichen 
Tangcntf Dilurclischaittes  s  io  den  Punkteji  a,  b,  C,  b  .  •  .  .  geschnit- 
ten, wubei  vurausgesetzt  wird,  dass  ftj6\c'ftf,,,,  durch  einerlei 
Pnikt  p  gehen;  ef  aeiep  r,  . .'.  die  baraopitcheB  Pel8reii| 
der  Punkte  a,  C,  b  . . . .  für  ^,  IC. . . . ,  WtMie  also  sämmU 
lieh  durch  9  geheu  müssen:  und  4^  ....  seien  die  Strah-. 

leu,  welche  von  *  nach  0,  C,  b  gpben^  endlich  seien  a'\ 
(f' die  larinooiiclieBn FQlareo  dea  Pnnktee' 0  für  9,  SB, 
jD..  welche  alao  ■aouotlicb  durch  einerlei  Punkt  JB^'  der  ge- 
meinscbaftlicbpn  S'ekiinte  S  und  einzeln  durch  die  harmoniscbea 
Pole  u,  S  . . .  .  von  S  für  93.  (5,  5)  .  . . .  geben  müssen.  Diess 
vorausgesetzt,  so  schneiden  sieb  je  zwei  Strubieu  af€^'\l*^  l/*\c^c"\ 
dfit,.,.  }m  kBrinÖBis€bepi.P«le  der  Oe^Bdea  für  ll,9v<r<2).... 
Aber  die  Strahlen  a,  i^i d\»,,  bTldea  eioen  Strahlbüscbcl  s  oder 
ß,  welcher  mit  dem  von  «r,,  ä,,  r,  ,</,... .  gebildeten  Strahlhüicbet 
involutorisch  ist,  indem  ^  zwei  ..Strahlen  «r,  i«, ;  ^,6,  ....  zu* 
geordnete  harmonische  Polaren  vae  9  fdr  sämmtlicne  Kegelschniite 
aiad;  der  letstere  wieiler  ist  mit  dem  von  ^,  c',  if .. . .  gebilde*. 
ten,  //  oder  ß',  persprctiviscb ,  uod  dieser  zufolge  des  vorigeo 
Satzes  mit  dem  von  a'\  A",  c",  (t . . . ,  gebildeten,  ß'\  projectivisch; 
»Iso  ist  auch  B(a,      r .  r/  . . .  .)  =  B"{a\  h\  c'\  .).  Bedenkt 

MBB  nnn  i|ef  b,,  isden  biro  die  DorcbsehBitle  vob  S  Bod  derjenigen 
Strahlen  von  welche  den  Strahlen  §t  des  Strahlhuschels  B^ 
entsprechen,  mit  y ,  bezeichnet,  dass  in  den  .Strablbüscbetn  B^ 
B^y  B' y  ß^'  der  Reibe  nach  sich  die  Strahlen  «y,  »p,  B'*t  und 
#4|  2  *fi  pi,  ß"i  entsprechen^  so  erhält  man  links,  und  ähnlicher 
Weise  reebti»  dea  Sat»:,' 

'  '  4.  Hat  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  eine  reelle 
oder  ideale  Sekan  tc  und  einen  reelleo  oder  ideale^  Tbo- 

gen  ten  d  u  rc  b  sc  b  n  i  tt  gemein, 

liegen    a)    die  harmo- 


80 

nishen'Pole  einer  heliebi 
^eo  Gerodeo  ihrer  Bbeoe 
1B  Bezug  auf  alle  diese 
Kegelschnitte  auf  den  Um- 
fingen  zweier  Kegel- 
■  eboitte,  welche  die  ge- 
BieiBachaftliche  Sekante  in 
deo  Bimlicben  zwei  Punk- 
ten schneiden,  und  welche 
beide  durch  den  gemein- 
•chiftliokea  TaBgoBtan- 
darckiahaitt  gehao.  Dar 


so  umhüllen  a)  die  harmo- 
nischen Pularen  eines  he- 
liebigeo  Panktai  ihrar 
Ebene  ia  Basug  «af  alle 
diese  Kegelschnitte  iwei 
aeue  kegelscboitte,  welche 
die  BiBiiehea  awai  Strah- 
len daa  gemeioschaftlichaB 
Tangentend  urchschnittes 
und  beide  diegemeinschaft* 
liehe  Sekanteoerübren.  Der 
aina  ?aB  Janan  awai  Strah- 
laa  iat  diadaryarbiadaaga« 
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eine  von  jenen  zwei  Punk- 
ten ist  der  den  Durch- 
acbnitte  jener  Geraden  und 
der  gemeinscbaftlicben  Se- 
kante zugeordnete  barmo- 
nischePoI;  der  andere  liegt 
auf  demjenigen  Strahle  des 
gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurch Schnittes,  des- 
sen zugeordnete  harmoni- 
sche Polare  nach  jenem 
Durchschnitt«  geht.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel- 
schnitte berührt  im  gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnitte die  eine,  der 
andere  die  andere  der  bei- 
den Geraden,  welche  die 
harmonischen  Pole  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für  die  betreffenden  Grup- 

Een  von  Kegelschnitten  ent- 
alten. Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Geraden  in 
derEbcne  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  einen  und  den- 
selben Punkt  gemein  und 
berühren  in  diesem  Punkte 
die  eine  oder  die  andere 
von  zwei  festen  Geraden, 
c)  Tnter  diesen  befinden 
sich  auch  zwei  Kegel, 
schnitte,  welche,  indem  sie 
der  unendlich  •  entfernten 
Geraden  der  Ebene  ent. 
sprechen,  die  IVlittel  punkte 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  enthalten. 


linie  jenes  Punktes  und  des 

gemeinschaftlichen  Tan- 
gentendurcb^cbnittes  zu- 
ffeordnete  harmonische  Po- 
lare; der  andere. geht  nach 
demjenigen  Punkte  der  ge- 
meinschaftlichen Sekante, 
dessen  zugeordneter  har- 
monischer l*ol  auf  jener 
Verbindungslinie  liegt.  Der 
eine  dieser  beiden  Kegel-, 
schnitte  berührt  die  ge- 
meinschaft liehe  Sekante  in 
dem  einen,  der  andere  in 
dem  anderen  der  beiden 
Punkte,  in  welchen  die  har- 
monischen Polaren  des  ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnittes für  die 
betreffenden  Gruppen  von 
Kegelschnitten  convergi- 
ren.  Daher  haben  b)  alle 
Kegelschnitte,  welche  den 
verschiedenen  Punkten  in 
der  Ebene  der  ersten  Schaar 
entsprechen,  eine  und  die- 
selbe Tangente  gemein  und 
berühren  dieselbe  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  von 
zwei  festen  Punkten,  c)  Un- 
ter diesen  befinden  sich  auf 
solche,  welche  paarweise 
von  den,  einerlei  Richtung 
zugeordneten  Durchmessern 
aller  Kegelschnitte  der  er- 
sten Schaar  umhüllt  wer- 
den, indem  sie  den  unend- 
lich-entfernten Punkten  der 
verschiedenen  Geraden  der 
Ebene  entsprechen. 


(Der  nun  folgende  Satz  5.  nebst  der  beigefugten  Note  ist  weg- 
zulassen.) 


Google 


Uebugsaii^alM»  fOr  Sehfller. 


Tob  dtm  Horm  Dnctor  Schlömilcb,  Priffttdoetiten  ab 

der  DniveraUät  sn  iea«. 

1)  Sei  das  glnehscbeakliche  Dreieck  M^O  (Taf.  IV.  Fig.  6.) 
das  Profil  eines  geraden  Kegels,  jiß  das  einer  ibo  schneidenden . 
Ebene.  Der  Schnitt  sei  so  geführt,  dass  die  entstehende  Durcb- 
scbnittfigur  eine  Kllipse  bildet,  von  welcher  AB  die  grosse  Achse 
darstellt.  Die  zur  CoDstruciion  der  Ellipse  noch  ocMbige  kleine 
Aefcte  findflt  m  darck  falgeadM  Verfabrea:  Maa  bnlbir9  AB  in 
C  und  siehe  durch  diesen  Punkt  eine  Gerade  parallel  OP^  und  eine 
zweite  parallel  j^/A',  welche  letzlere  die  Gerade  OP  in  G  und  MO 
in  Ji  schneidet.  Mit  GH  als  Malbmesser  beschreibe  man  ans  G 
als  Mittelpunkt  einen  Kreisbogen,  der  die  dnreb  C  gesogene  Senk- 
reehte  in  K  aeboeidet;  CK  wt  dann  die  kleine  Ualbacbse  der  El- 
lipse. Nimmt  man  also  61^=  t^i^^  6*/^  senkrecht  auf  Aß ^  sa 
hat  man  in  Aß  die  gronse,  in  £}£!  die  kleine  Achse  der 
denen  Ellipse,  die  nun  leicht  gezeichnet  werden  kann. 

Wie  läset  aleb  die  EidiBdieit  dieaes  VerfiibreBa 
Welche  ttodMfeatiaB  Mtt  bIb,  wbbb  dar  Kegel  bIb  seUefer  iMl 

2)  In  (Taf.  IV.  Fig.  7.)  stelle  die  gezeichnete  Gurre  eine  gleich- 
aeitige  Hyperbel  dar;  ?on  einem  Punkte /*  derselben  sind  nach  den 
Badpaaktaa  A  nnd  B  der  Aebse  die  Geradaa  AP^  BP  gezoffea. 
Errichtet  man  in  einem  beliebigen  Paukte  M  der  verlängerten  Achse, 
welcher  aber  zwischen  ß  und  Q  liegt,  eine  Senkrechte  MN,  wel- 
che von  AP  nnd  ßP  in  D  und  C  geschnitten  wird,  so  ist  PCD 
^LP^B  VBd  folglioh  aMb  L  PDCs^LPBA,  Wia  Maat  siali 
diBM  saigaa?  (Beide  Sätze  sind  aabr  laicbt  zu  bewaiaaB,  wbbb 
Imd  AaeB  aia«  prajeetiviaeba  Badaataag  BbgawiaaC.) 


AlgebraUfslie  Sitze,  welehe  sn  bewdsai  sbd. 

Far  jBflB  aaganda  Zahl  >  1  iit 

ai'--l«        (at»-l»Hai«-t«)  _ 
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«■d  für  jede  gerade  Z«bl  >0: 

t       2^   m*^V 

Beide  Reibea  werde«      weit  fortgeielsl,  bis  lie  tea  eelWl 

>c«ehea. 


Einige  Berichtlgimgeii  zu  TlieU  IV. 


S.  187.  Z.  1.  statt  cos     e.  a.  eee 
•       m.  Z.  «.   „   ftedeiies  e.  m.  BefrMlioB. 

.  «. 

Beriekti^ei'gea  i«  der  Abhaedlonc  lle.  XXXII.  veji 
Berra  Dr.  B.  G.  BJVrliBg. 

6h  893.  Z.    1.  V.  u.  statt       und  }'„  s.  n.  tr,;  uod  r,,. 
^tMuZ.    1.  V.  a.    „  (l-l-4;»,^.)» 

„  298.  Z.    5.  V.  o.    „  J(fl-ßip"'{ß)dß)  E.  m.        - /9)  V,"(/D* 

„  299.  Z.  10.  V.  o.  „  411— 4a»)9>'  s.  ai.  '-Aa')(p", 

„    .,    „  12.  V.  0.  „  J{l-*.4a'](jp''i,  m.  ^1(14-40»)^". 

,t  SOQl  Z.  V«  e»  t,  MR. 

,«  11.  V.  o.  „        s.  m.  2tp"'. 

„  301.  Z.  7.  V.  u.  „  f ,    ff,  8.  m.  f,  —ff,. 

„  304.  Z.  13.  V.  o.  =c,  s.  m.  =0, 

„  309.  Z.  9.  T.  o*  ,»  «va  ■•  «OS—. 

„  313.  Z.  18.  V.  a.  „  (44)  s.      («Q; . 

314.  Z.  4.  n  9,  «y-i^e  e.  a.  jm 
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Henm  Gustav  Schmidi 

SU  Wien. 

(Von  Uem  IMmtor  C.  L.  v.  Littrow  io  Wien  dem  Hmu«geb«r  mr 
Aulbahmt  in  das  ArcbiT  mitg«theUt.) 


I^t  TOB  B>  De  Dt  io  LondoB  (88,  Straad)  «ngegebM  IH- 

pleidoaeop  iat  so  einfncli  in  seiner  ADwendunf^  und  verapricht  so 
g-cnaue  Resultate,  dass  man  eine  allgemeine  KinfUlirun^  dieses  Mit- 
tels, die  Zeit  zu  bestimmen,  mit  Zuversicht  erwarten  käun,  Ks 
bealebt  dwaelbe  bekaiiDtlicfc  io  «Imm  ?ob  drai  dIm  -  pBraDelBB 
(«lasplatten  geliildBtBB  gleichschenkligen  PrinBB,  diu  wir  bier  der 
Kiofachbeit  wegea  ngleich  als  rechtwinklig  annehmen  wollen;  es 
bilden  sich  so  vob  iedem  leuchtenden  Punkte,  der  vor  der  Hypo- 
tenusen-Fläche  sich  beündet,  zwei  refleetirte  Bilder,  deren  eines  von 
dieser  Hypotenusenfläche  des  Prisma's  sariekgMrorfiBB  wird,  Bad 
deren  anderes  durch  doppelte  ReBexion  an^  den  Kathetenflachea 
entsteht.  Diese  beiden  Bilder  werden,  wie  aus  der  Natur  der  Sa- 
cbe  bervorffeht,  sich  bei  einer  gewissen  Bewegung  des  leucbtendeo 
GageaitaBdet  iaiBier  geg^eB  Biaaader  bewegea  oder  sieb  tob  elaaB« 
der  entfernen,  und  somit  auch  in  einer  gewissen  Lage  dieses  Ge- 
genstandes sich  decken.  \»t  nun  ein  solches  Prisma  einmal  z.  B. 
in  Bezug  auf  den  Meridian  richtig  aufgestellt,  so  erfolgt  die 
Deckung  ancb  immer  wieder  zur  Zeit  des  wahren  Mittags.  Da 
ebe  Miebe  Deckung  mit  grosaer  Scbirfe  tieobacbteC  werdea  Kaaa, 
und  selbst  die  Bewaflfnnng  des  Auges  mit  einem  Fernrohre  erlaubt, 
da  ferner  die  Vorrichtung  bei  ihrer  Kleinheit  durchaus  keinem 
schädlichen  Einflüsse  der  Temperatur  unterliegt,  so  kommen  dem 
Dipleidoicope  die  ?orzügfe  eiaei  Gboiiqbb  ia  crbUiteB  lleasBstabe 
aa,  obaa  dav  ei  detWib  eene  MaebtbeUe  beOne. 
MV.  s«| 
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Uiitor  (]io9pn  fernständen,  glaubten  wir,  würde  ein  analytischer 
Beweis  für  die  Theorie  dieses  Instrumentes,  die  sich  übriflrens  auch 
auf  elementarem  Wege  entwickeln  läast,  nicht  ohne  Interesse  mib. 
Et  handelt  fich  aher  hier  nai  folgendea 

Lehraats. 

Bei  eloeB  i^eraden  Priaaa  yon  ^leiehiicheBkliffer 
rechtwinitliger  Basis  deeken  aicb  die  beiden  Sonnen, 
bilder  zur  wahren  Mittagszeit,  unabhängig  von  der  Höhe 
d.er  iionne,  wenn  die  Hypotenusen  fläche  senkrecht  auf 
dea  Meridian  steht,  und  die  SeiteukaDten  parallel  zn 
der  Ehene  deaaelben  liegen. 

Beweis. 

Es  eei  (Taf.  IV.  Fi^.  1.)  die  Ebene  XZ  pandtel  an«  Meridian. 

Das  Prisma,  dessen  Basis  ABC  sei,  stehe  senkrecht  auf  der  Ehene 
XYy  und  so,  dnss  die  Vorderfläche  ARA'B  mit  der  Ebene  yZ, 
und  die  Kante  AA'  mit  der  Axe  Alt  susanmeofalle.  Man  bat  noa 
aus  Taf.  IV.  Fig.  2.  die  Gleichung 

^C«.  «+y=sw 

Die  zur  Hhene  XZ  parallelen  Licbtstiaiilm ,  welche  die  Sonne  im 
Meridian  auf  das  Prisma  wirft,  sollen  unter  dem  Winkel  a  gegen 
die  Ualbaxe  der  positiven  x  geneigt  sein.  Führen  wir  einen  der- 
ielhen  durch  den  willkahrllchen  Pnnkt  ae  sind  seine  CHd- 

chnngen: 

y-7j=0    .  I  i) 

/  • . . .  ■  f  • 

,-C  =  (ar-$)tga( 
Dieter  Uchttftmhl  i)  tchneidet  die  Ehene  «sO  in  deai  Pnnkle 

».  =C— $tg«, 

Die  Linie  1)  kann  daher  aneh  an  anigedrfiekt  werden: 

y— y,  =0         j  ' 

I  .  *  •  • 

Em  hi  leicht  einanaehen,  data  dieaer  Uehtil^hl  1)  in  dar  Lbie  . 

»  — a,=  — jptgol 
Tan  der  Ebene  FZ  oder  MssaO  teleatitt  werde;  aealft  wwd  aaeb 
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ein  zu  1)  imralleler  LichtttrabI,  der  die  Ebene  «  =  0  in  Pukte 
(j^M")  trifft,  voo  dieser  spiegelnden  Fläcbe  in  der  Linie 

(....3) 

ralltctirt^ 

.  Bl  sind  nun  'die  folgenden  allgemeiDen  Aufgaben  eiozusebalteB» 

I.  ^nf  di«  dnrch  4«b  Pank!  («y«')  gelaffU  Ek%n9 

jf(«-«')-*-A(y-y')+P(«-«')=tl  . 

in  Pnnltte  (W«0  ein  Perpendikel  su  errickten. 

nun  erhält  leicht 

als  Gleich uDg^en  des  verlengten  Lothes. 

II.  Den  Neigungswinkel  d  nweier  lieh  im  Pnnkte  ' 
(^yxO  seh  »ei  dend  er  Geraden  \   •  i 

...  ^) 

a— «'s»  jB(«-.«)(  / 
oad  '       *  ' 


anin^ebea. 

Dieaar  wird  gagabaa  dnrdi 


eoi  ds 


V^(l  4- ^>  +  i?»)  (1 -I- ^» -1- /T'/ 


III.    Durch  zwcfi  aiek  aehaeidaade  Gerada  JL  and  L' 
aine  Kbene  xa  legea 
Diese  ist: 

IJB'  r-  ^B)  («  -  «0  4-       ^)  f y  -  y)  =  M  -  ^)  (a  -  aO. 

Verfolgen  wir  nun  den  LichtstraUJ  1)  weiter,  so  finden  wir, 
daaa  er  die  Ebaaa  jt^m^m  tiilR,  waaa  aar  ^,  fj,  C  ecliieklick 
gawihlt  idad,  aad  awar  m  Piibkte:  ' 

»' =£•!-(•— l-fl)tg«. 

Wir  köaBW  dia  fekicliungen  1)  and  ofH-psam  den  Fannabi 
11^  UL  toiaar  aapaaMn,  wana  wir  ikaaa  dia  Geatalt  gata< 


«MV 

y-y=0  ) 

Im  Durcbschniitspuokte  (^'yV)  erricktea  wir  eiu  Loth  auf  die  Ebeoe 
BC  Dieüi  iit  nach  1. 

y— 

Onreli  dieses  Loth  und  die  lioie  1 )  legen  vir  eise  Ebene.  Dns 
der  FofflMi  III.  bedienend,  «hniien  wir  nb  Gleichnog  deiedben: 

—  (df  — 4?')tgtt-|-(y— yOtga-4-(«  — *')  =  0....  4) 

Wir  müssen  nun  noch  den  NeiguDffswinkel  des  Lothes  gegen  die 
Linie  1)  trennen  lernen.  INeier  wird  gemessen  dnreh 

. .  •  ^   cos  a 


Man  masB  jetzt  eine  Linie  durch  {a:'y'%')  in  der  Ebene  4)  zieben, 
welche  mit  dem  BinfnUslotbe  den  Winkel  360»  —  J  einscbliesrt.' 
Diese  Linie  sei: 


Zof  Bestimmung  von     und  jB  bat 
nnd 

cos  «  ^  1  'i'J 


woraus 


nnd 


1+^'— ^lin    SS:  1-1-3^4-^* 
folgt.  Hnn  hat  also  entweder 

^stgaf  B^^AtgnS 


Die  beiden  ersten  Werihe.  verwandeln  S)  In  1)»  nlM  gehdren  fii 
letnt ereil  dem  «nlUlenden  Strahle  nn,'iind  aelne  Atfchnogei 


die 

in 

■Ind  aoMlt: 
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«  — ^(«--jrltgal  ....  5) 

BiÜiio  aueb  *  ' 

»  —  »  s=: -•  (y  —     *g  a, 

fuA  da  y  —  y  oicbt  oo  iit,  am  4r-T-:r'  =  0  seio.  Die  endliclieu 
Gleicbnngtta  d«i  von  4m  Spiogel  BC  rdlectirt^  StrabU  «od 
daber: 


I  5) 


Dieter  Strahl  5)  trifft  die  feibeue  AC  oder  o:  — y=:0  in  PuakU: 

{  «dar 

a^  ==a'— (*'-y)tg«l  a*  =C— Öf-n)  tg«. 

'  Om  anznzeigaa,  dan  diäter  Punkt  {.v"y"%")  der  Liuie  5)  und  der 
Ebene  ar~y=0  aagabira,  gebea  wir  daa  Gleicbaagea  folgeade 
Form: 


^^^^ ,  ^  {....5)  und  ^C....(ar-ar")-(y-y')  =  0. 
Das  fiiofalltlotb  io  Punkte  (or'y')  itt: 

JP— — (y— ylj 

a— a^=0  I 

Legt  mati  durch  dietet  Lotb  nad  die  Liaie  5)  eine  Ebene,  so  er- 
hält man: 

<«-^iBoH-(y-y^tg«H-(»-«')=»o....  6) 

Dar  NcigaagBwinkel  det  Eiafalltlotbs  gegen  5}  ist  gegeben  durch: 

»   1  cos  g 

Ba  iil  ja'lat  aar  aacb  ttbrig,  alaa  ia  dar  Bbeae  6)  liegende  Gerade 

y-y"=^(*-a^j  7) 

s«  aiabaa,  dato  Wiakal  nit  dam  Lothe  darch 

d=:*^* 


beiünmt  int  Mui  erhält 

^=-(14-^)  Ig«.  = 


woraus  zwei  Auf lötangeo : 


„  J  und  „  ^  > 


felfw,  tut  wiiiifcei  dit'swdt«  das  •iiifallwdcB ,  aoaü  die  «nte 

dem  ansfallamleii  Strahle  angeliört.  Die  GleicbuDg^eo  des  W9m  Sfitt' 
gel       dM  iweite  Mal  reieclirten  Streblea  aied  diJier: 


»  —  »"ss  —  (ar  —  ar^)  tgo' 


|....  7, 

Dieser  triflft  die  Glasflädie  ar  =  0  in  Puakte 


ar  ^"tga. 

Führt  aian  in  1)  die  Grösseo  o:  ,  y"',  ttaU  jc",  y\  %"  eio ,  so 
«rfcilt 


Dieser  zweimal  reflectirta  SUahl  7)  fiUlt  daher  mit  dem  eüimal  re- 
flectirteo  Strahle  3): 


geaai  auauuMa»  was 


4 
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dem  Herausgeber. 


Die  in  der  vorbergcbendeD  Abhandlung*)  gegebene  sebr  ein- 
facbc  Aoaiysis  bat  mich  zu  eioigen  ullgcmeinereD  Betracbtungen 
über  dtts  üipleido8CO|»  veraolaHt,  weiche  ich«  ua  suffleicb  dem  Uro. 
'  VerfiMMT  dMMr  AbbsodliiBg  4m  lotereife  mn  beweiien,  auC  de« 
ich  dieteibe  gelesen  habe,  umA  denselben  zu  weiteren  Mi^beiloogeB 
10  emnBtera,  n  des  vorliegeiideB  An&atM  autlbeileB  werde. 

I. 

Wir  -wollen,  allen  unseren  folgenden  Cntersuchnngen  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  a^y»  zum  Grunde  leofcnd,  zuerst 
,  einige  aUgejneine  Betrachtungen  über  IStrablen  austeilen ,  welche 
auf  eine  aaf  der  Kbene  der  senkrecht  atehende  Ebene  fallen 
and  TOB  derselben  reflectirt  werden. 

Die  Gleichung  einer  jeden  auf  der  Ebene  der  senkreebt  stc* 
beBden  Ebene  bat  bekanntlich  die  Form 

1)  ^«-1- Ay-I- ^=0. 

Die  Gleichungen  eines  dieae  übene  in  dem  Punkte  {ftgr)  treffenden 
Strahls,  wo  also 


ii^  leieB 


we  ß,  y  die  180«  nicht  übersteigenden  Winltei  beteiebneB  fei- 
len, welche  der  als  von  dem  Punkte  {p^)  auagehend  gedachte 
einfallende  Strahl  mit  den  positiven  Tlieilen  dreier  durch  den  Punkt 
(/y^)  gelegter,  den  primitiven  Axeu  naralleler  Axen  eiuschliesst. 

Die  Gleichung  djer  durch  den  einialienden  Strulil  gelegten,  also 
dsfcb  deB  PoBkt  ipff^)  gebeedeB,  auf  der  gegebeeen  ^ene  1) 
fenkreebl  ftebenden  Bbene  ael 

*)  Ohne  diese  Abhandlung  vorher  gelesen  zu  liabeii,  wird  die  vurliegende 
nkbt  cant  ventindlieb  sein. 
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Da  io  dieier  Ebene  der  eiofallende  Stimbl  liegt,  so  ist  wegeo  der 
GleicbnBfrra  3)  ^dr  jedes  x 


5)       eona-^ß'eonß-i-C*  eoi  ^^sO. 

Da  ferner  die  Rhene  4)  onf  der  Ebene  1)  senkrecht  itehtj  M»  iat 
nach  deo  Priocipien  der  analjUscbeo  Geometrie 

Um  also  die  Gleichuog  der  durcb  den  einfallendeD  Strahl  3)  geleg- 
ten, auf  der  gegebenen  Bbene  1)  lankracbt  stehenden  Ebene  nm 
finden,  mnss  man  die  Grössen  J*^  B^^C  mm  den  ^tt\  Gleichnngca 

A'  cos  a  4-      cos  ^  -4-  C  cos  y  =  0, 

-    -fr-       -  >  -l-  C\%    r)  x=  41 

.eliainiren. 

Mnitiplicirt  mnn  sn  dem  Ende  diese  drei  Gleiehnngen  necb  der 
Mhe  mit 

(jf — f)  cos  a  —  {a^-'p)  cos 

'A  cos  ß  —  Ii  cos  a\ 

nnd  addlrt  dieselben  denn  u  einender,  so  erhält  man 

j      Ci?(.r  -  ;>)  —  A{y  —  q))  c««  ^  (     _0  ' 
(H-(^co8^— i?C08o)(»  — r)    S  • 

nnd  folgßcb,  wenn  niebt  C=0  ist: 

7)     \B{a:-p)-A{y-q)\  coayj 
-f-      cos  ^  —  ^  cos  a)  (»  —  r)  I 

Wenn  CsO  ist,  so  bat  man  nach  dem  Obigen  die  drei  Glei- 
ebangen 


^  cei  0 -I- 19' cos /?  SS  0, 

ans  denen  man  leicht  die  beiden  Gleichnagea 
<^  eee  ^ ir  eoe  a)^  »0, 

eo  wie  auch  die  beiden  Gleiohungen 


«  • 
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MOL  lit  MB  Dicht  kngleiek  ifsssd  md  ^=0,  lo  Ist 

COS  /9  —  ß  cos  a  =  0. 

8)    |Ä(^-;>)-^(y-9')}co8rl  ^1  , 

+  (ji  cos  ß  —  ß  cos  o)  (a  —  r)  1 

welches  daher  wieder  die  Gleichung  der  durch  den  einfallendeD 
Stn^hl  3). gelegnen,  auf  der  gegeiranen  Ebene  1)  senkrecht  stehen- 
den Bbeoe  nt. 

.  Wäre  zugleich  jr'  =  0  und  iff'  =  0,  so  hätte,  da  auch  ^'=,0 
ist,  die  GleicboDg  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  gelegten, 
auf  der  gegebenen  Khene  1)  senkrecht  stehenden  Ebene  nach  4)  die 
gaos  unbestimmte  Form  0  =  0,  welches  offenbar  nur  dann  der  Fall 
sein  könnte,  wem  der  eiufallende  Strahl  3)  anf  der  gegebenen 
Ebene  1)  senkrecht  stände.  In  dieses  Falle  wäre,  da  ijie  gOß:ebenc 
Ebene  1)  auf  der  Ebene  der  a:y  senkrecht  steht,  wie  so^ieicb  er- 
hellet, cos  /  =  0,  und  wegen  der  beiden  Gleichungen 

>        ^)eot/fs(|f— f)€oa« 

wäre  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

•lao.  wieder  . 

H-      cos    —  Ä  cos  tt)  («  —  r)  j 

die  Gleieiiung  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3)  g«k|ften,  anf 
der  gegebenen  Ebene  1)  senkrecht  stehendeo  Ebene. 
Mach  7),  8),  9)  ist  daher  immer 

^-(Jren•^-:^eM<i)(«— r)  ( 

die  Gleichnng  der  durch  den  einfallenden  Strahl  3j  gelegten,  auf 
der  gegebenen  BImm  1)  aenkreeht  ateWnden  Ebene. 

Die  Gleichnnjgen  des  Ton  den  Punkte  {ff^)  amgebenden  re* 
flectirton  8tmhla  seien  nnn 

in  ^""P  — y  — y  — 

.  f    coa  y      cos  ^      cos  jf ' 

viQ  (p^       X  nicht  übersteigenden  Winkel  bezeichnen  sol- 

len, welche  der  reflectirte  Stmlil  mit  den  posltifen  Theitai  ,dNinr 


846 

durcb  den  Punkt  ip^r)  gelegter,  4ea  {uruiUiteo  Axeo  paralleler 
AxcD  eiDHcIilieMt. 

Weil  4i«ier  Strahl, ^am  io  der  Ebene  10)  Hegt,  ao  iit  wegea 
4er  f oÄfigeb^iiden  Gleiphnigen  fir  jcdea  « 

{B  cos  9  —  J  coi  ^)  C08  y  .{a:  —  p)i  ^ 
+     COI    —    C08  a)  coejj .     —  f )  t  ' 

•lao 

It)  (^cM/^— i9cMa)eofx— Mcoe^  — ceef)eoif  ssO, 
oder 

l«!       COS  /?  —  B  COS  a   cos  y_ 

oder 

14)  ^(^t/^coe;;— coaj^coafr)— /^CMeieeajt'-*oee|^eoe^)=Bt» 
oder 

A 


I».   cos  ff  cos —  cosyrosjp___  jf 
'  COS  fi  cosjif  —  cos  y  co«  ^  ' 


16)   B  CQ8  y  con  tp"  A  cos  /  cos    -h  (^^  cos   —     cos  a)coB   =  0. 

Bezeicboen  wir  den  NeigUDgswiokel  des  eiDfallenden  Strahls  3) 
gegen  die  gegebene  Bbeoe  ij  doreh  I,  so  ist  nach  dea  PriBci|iien 
der  aaaljtiteheo  Geovetrie  ^ 

rCOS  a     .  nCON 


.    .     _,  COS  y  ■      cot  y 

sin  •  =  ,-■  — 


and  folglich,  weil  bekaoatlich 

i 

€08  a* 4- COS  ^ •f'Cea  y*  sa  1 

Ist: 

17) 

Gans  ebeo  so  bat  man,  weil  «  aucb  der  Neiguogswinkel  des  re- 
flaclirteo  tttrabls  11)  gegen  die  gegebene  Kbeoe  1)  ist,  uboe  Ue- 
siehoDg  der  ohera  nnd  natem  Zeichen  aof  efsaadert 

\Ü\    Jk^  A  cos 9  4-/? cos» 

18)  stof=sfc-rp^^gr-5 

«ad  ana  \%  17),  18)  ergebe«  aieh  daher  die  heMei  folgmideBtaM* 

it 


♦ 

^  kju^  jdby  Googl 


^  % 
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Daher  habeo  wir  jetst  die  drei  folgendeo  GleichangeD : . 

-I- iff* )  eM  /  cos  8s  :±:       CM  « -4*  A  €«• em  f 

-f-^ir  CM«  A  oca«^ 

C^*  +  ^)  CM  f  cc«  ^  SS  :f:       CM  a  +  A  ecc  A  M>  r 

—  ^if  Cosa—' ^CM/})c08j|r, 
i?*)  COB  y  coi  ;|r  =3  -4- €08/ cosjjr. 

Quadrirt  man  dieM  drei  GleicbuDgen  und  addirt  aie  dttM  M  eiliAO* 
der,  CO  erbälk  tma  mit  Rockiiclit  darauf,  das« 

CM  9*-4-MC  ^*H-CM  jt*^l 

iat,  die.  Glcicliuog 

»  ' 

-I-    )  CM  s      Ml « + ^  CM  CM 

-f  -  |(^*-|-i?>)€oi;'*+  (i?Mia— ^cmA*  icosjt*, 

und  folglick  -  * 

,  ^  -^B*  —iJcostt-i-B  cos  ß)*  j 


cos  ß*      cos     =  1  —  cos  a"*  =3  sin  a*, 
cot  o*  -f- coi  /»  =5 1  —  cof     =aio  ^' 

iit,  wie  mmi  Wicht  findet: 

^      A*  sin  tt*  -f-  ^»  sin  /f*  —  gi^ig  cos  a  coh  ß  ^ 
*  ^^»»ina^-f-Ä* ain/»>— 2^eos«cos^^  ' 

d.  i.  cot  x  =  —  c«8 

Setzt  nan  dub  mit  Beaiebuog  der  ubem  and  uotero  ^eicbeo 
aaf  eioander 

cot  jf  =  ±€08  y, 

ji  cot  9)  +  ^  cot  ^  =  d=     cos  a  -f-  ^  cot 

CM/CMjp  — ^CMyCM^  =  (i?Mta  — ^CM^^jt; 


€01  9)  +  ^  cot  ^  =  ±        cot     +  i?  €08 

^  cot  9  —  ^  cot  if>  =  =^{B Cosa  —  Jl  cot  ß)\ 

to  itt,  wie  man  biersn  leiebt  findet,  Mit  BeilelMMig  der  ebero  end 
utcm  ZeiclMB  eof  eiaender: 

i 

CM  f  sdscM  «,  MI  ^sd=CM  fit  CM  j^aaskcM  jr| 
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uod  die  GleiehoDgeo  des  rafleckirteo  ätr«Ma  wären  aUo  bmIi  11) 

^—p  — y  —  y  — « 

eoe'«      eoe/l      co«  ^f* 

d.  h.  der  retectlrte  Strahl  fiele  mit  dem  eiofalleodffB  Strahle  3)  so-. 

sammen,  was  offenbar,  weniggteDS  im  Allgemeineo,  ungereimt  ist. 
Daher  müssen  wir  mit  Ueiiehjuig  4er  obern  i&^d  nnkeni  ZeidMa 
auf  eiuaoder 

^  eoa  y -t«  ^  CM  ^  s  db     CO«  a -I- A  CM 

ACM^^CM^P  — ^CM^-MI^S      (^COSH-^^CM/QmI  ' 

d.  i. 

A  coay-|-ilcM^  =  :±:(^cMaH-^cos 
^CMf        CM  f^sqp(i9  CM  a  Jtomß) 

aetxen,  und  erbnlten  bicrana  ebne  Sobwierigkeil; 


»  =   ^STTTR  1 


C08  ^  =  -t-  A*^ß*  • 

CM  X  r* 

*Weil  ftber  nach  der  oben  den  Winkeln  a,  und  9,       x  bei- 

gelegten Bedeufung  oftenbar  nicht  x~T  ^^in  kann,  sondern 
;)r=180" — Y  muüs,  so  m^uss  man  in  den  voriiergebenden  Glei- 
cbnngeft  die  oben  Zdchcii  nebnieD,  nnd  daher 

—       cos  a^-  2ABtt»ß 

' 

l»)     {^^,^  (J»  —  ffa)  cos  ß  ~  iLlig COi  « 


aeteen. 

Setit  man 


ao  iat,  wie  au  Uicbt  findet: 

Icofl  9>:s    CM  a  M>^tfla^-CM  ß  tia 
cos  t/;  =     cos  a  ain      —  coa  ß  coa  2», 
coa  ju  =  — coa 

und  MgKehi  wm»  mm  bui  Bodi,  M  ollmbsr  voratefttit  IM: 
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cos  a  =  cos  X  OM 
ist)    jcoa  ßsssnm  X  cot 


!COt  9SC0S(tk»~X)CM  fl» 
COS  ^Slill(ifl»  '— *jl)OM  /», 
cos  X  —  —  siu  /*. 

Also  lind  Bach  11)  4ie  Gleicbafegea  dei  raflectirteB  Strifcb: 

:r  —  p  =  —  (»  —  r)  co8(3<tf  —  X)  cot  /», 


S4)  . 

'y— ^=s  — (»  —  r)  siD(2<tf  —  ^)cot^ 
II. 

lodern  wir  der  eigeotlichea  Theorie  des  Dipleidoscopes  jetzt 
Daher  treteo,  wollen  wir,  was  o6feobar  verstattet  ist,  das  System 
der  so  «DiehmD ,  dasa  die  Bh«M  der  opf  aof  den  drti  M» 
tenfläcben  des  Prisnas  senkrecht  steht,,  und  dieser  Annahme  zufolge 
die  Gleichungen  der  drei  Seitenflächen  des  Prismas,  die  wir  nach 
der  Ordnong,  in  welcher  die  drei  folgenden  Gleichungen  geschrie- 
bea  aiad,  die  ente,  xwefte,  dritte  Sefteniidie  neaaeo  woUea,  durch 

iAa:  -^By  +  C  =0, 

bezeichnen.  Die  Gleichungen  des  einfallenden,  die  erste  Seiten- 
flicke ia  dem  Paakte  ipqr)  treifeBdeu  Strahle  aeiea  wie  Torher 

'Cosa        cos  ^        cos  y 

wo  c^  /?,  /  ganz  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben ;  so  ist,  weaa 
für  den  von  der  ersten  Seifenfläche  refleclirten  Strahl  aach  ^t^tX 
gans  dieselbe  Bedentuog  wie  vorher  behalten,  und 

^ 

27)  tangw=-^. 

10  wie 


38) 


COS  a  =  cos  X  coa 
coa  ß^nn  X  «•§  m 
coa  f  ssaia  |» 


gesetzt  wird,  nach  23) 

caa  9s    acapii— it)«aa 
M)  {eaafs    aiafto— i)aaa  |>,' 
Jf=— rf"  I»; 
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aai  in  GMehnBcra  d«*  tm  dar  enten  Seiteaflitche  reOecticlea 
SInkb  liad  aMhM): 


») 


a:  —  p  =  —  (« r)  cos(2<u  k)  cot  /i, 
!y  — — (a  — r)  sin  (St^r-Xjtoi  fk. 


Die  GleieliiiOKeti  eines  dem  Strahle  26)  panllelea,  die  erete  M* 
'  des  tailBte  iWM  tMtad«    ' 


tenlicke  in  des  PMlBte  {pf^w^  tMfmdea  «reUe  lied 

Sl)  5Jz£^tL^^l^. 
'    cot «       em^  coejf 

Trifft  nun  dieser  Strahl  die  zweite  SeiteDfläche  in  dem  Packte 
ip'i^yx)i  so        iii^ii  zur  BestimmuDg  der  Coordioateo  p'i, 
r'i  die  GleiekmigeD 

cos  a         OOS  /i         cos  y 

oder 

^.(f'.  - 1^')     ^.(/.  -  9^)  -H       +  Ä.^F*  +     =  0, 


ecM  «         coe  /I        CO«  : 


•08  deeen  eieh 


32)   L  -.^  =  «^j^^£^^eo.^. 


oder 


*     ' '          cos  yi 


L   ^.P'-f-g.y'-f-fi 

•der,  weee  der  Kiine  wegea 

'»^B^^,  OOS  AH-^.sml 

giietit  wird) 

r|i',t=^-*,  eeel, 

35)  sio  X, 

fr',=r'  — taug  , 

ergiebt 
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Bezeiclineo  wir  die  180**  niclit  überateigenico  Wickel ,  welche 
der  voD  dem  Funkte  ip  ausgehendei  ¥0d  der  sweiteo  Sei- 

teallleli«  t«fl«cHrte  Stnfcl  mH  den  ywMft»  ndle«  dNier  4«rdi 
den  Fnbkt  {p\^'ir\)  gelegter ,  den  prioiitiTeB  Ax«B  ptnilfler 
Az«B  ciaidilicMt,  dareh  y,,  f»,)  j[fi;  lo  ist,  w«bb 

B 

36)  taag  lu,  = 

g«MtBt  wirdy  Bkek  S3) 

cot  ^1  =    dD  (S»,  —  jt)  eos  I», 

und  die  GleichuDgen  dieiea  von  der  xweiten  Seitenfläcke  reflectir- 
ten  StrabU  siod  ^Iglich 

m    j-a^  — =        — »^i)  cot/»,  . 

d.  i.  nach  35) 


39) 


I  y  — f'+A,  umXss  —(«.fZ-i- teBg  ^)  Ida  (So*,  —1)  c«t  |». 


Itt  DUB  {p\g\r'%)  der  Dorcbschoittspuokt  diese«  refleetirten  Strabli 
«ic  d«r  dnlt«B  ImteBflielie,  ao  hat  mD  tar  BaaCiBBung  der  Caor- 
diBBlMi  ff^i       i^s  die  OlficiHMigeB 

H-  Ä.^,  +  ^7,  =  0. 
IT*,  — /»'-HXr,  co8A=: —  (r,  —  r'-f-X-,  taog /u)  cob^2<ii,  —  X)  cot/i*, 
^.  — ^TH-ife,  aiD  A  =  —  (r',— r'H-*,  tangf*)  aia(2«.  — cot/*; 


-*.(/.-|^+*.  •oaA)-|-Ä,V.-/-|.Ä.  liB 
H-^,Oi^— it,  €oaA)-|-^»(f'— iiDA)+C;  i 

f>',  —p'-\'f:i  coaits — (r', — f'-l-*!  tangju)  coa(2a»,  — A)  cot  /u, 
y',  —    4- >t,  sin  A  =  —  (r  ,  —  r' -4-  ^,  Ung  p)  sin  (2ü>,  —  il)  cot 

•aa  deaea  aich  leicht 

ceal 

l"^  dt  coaCft».  -  A) + ^,  siD(9»,  -  A)  ^**'«  , 

r'-l-^,  faagi» 

^  «aai«»|  - A)  ^  i^a «n(2»t  —  A>       "^^^  /»» 


^  kju^  d  by  Google 
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oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

_  A^iffi'  —  k,  cQg  l)  -H         —      sin  l)  -4- 


!p',=p'  —  Xr,  cos  X  —  Ar,  €08(2(0,  — X), 
(f^^if  —  k,  sin  A  — ifr,  UD(2«, 

Die  ]80*>  nicht  fibersteigenden  Winkel»  welche  der  von  der 
■weiten  Seitenfläche  reflectirte  Strahl,  wenn  man  sich  densclbeo 
von  seinem  Durchschnittspunkte  (//aT^a'^a)  ni'f  dritten  Seiten- 
fläche  ausgehend  denkt,  mit  den  positiven  Theiien  dreier  darch 
denPonkt  (/''.T'^r',)  gelegter,  den  primitiven  Azen  MimllelerAxM 
eisichlieist,  sind  offenbar  180*  —  «..  ISO*-«-«,,  IW*— y.s  wU 
■mIi  37)  iet  felglieä 

eoe  (1^  —  t^t )  SS — cot  (2cü  t  —  1)  CGI  f«» 
eoB  (180«  —  ^, )  =  —  ein  (Äw,  —  ;ij  co;i 
cos  (180**  —  jKi )  =  »in  /* * 

oder 

cot(180«  — y,)  =  cos(180»-f-2w,  —  A)  coe  |»,  ^ 
«oe(180»-^,)  =  sin(l80*-ha»,  — occm  . 

Beieichneo  nun  jp,,  t//„  die  180»  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche'  der  von  dem  Punkte  {jf^^xf^S  ausgebende,  tob  der  drit- 
tel Seitenfläche  reflectirte  Strahl  mit  den  positiveji  Tbeilen  dreier, 
durch  den  Punkt  {v\ff%^%i  gelegter,  den  priaiti? eo  perolleler  Am 
einscbliessti  so  i^t  für 

43)   taug  w,  ==  ' 
'a 

BMb  23): 

cos  9,  =    cos(2<tf,  —  Sftf ,  +  X  —  180°)  cot  /n» 
cos  V»,  =     sin        —  211».  +  A  —  180°)  bot  ^, 
=  — »>» 

oder 

icot  9>.  =  —  cos (2w,  —  2ai,  -f.  ;i)  cos 
cos  ^,  =r  —  ain  (2a»,  —  2ctf ,  H-  ^^)  cos  /», 
cos  jKa  = —  sin  /li; 

* 

und  die  Gleichungen  den  TOB  d«  dritten  SoitMliAo  r^ecliileB 

IStrahls  sind  folgUck 
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x  — =  (»  —  r'j)  cosf2(ij,  ~  2<t;,  X)  cot  /u, 
Jf  —  f'»  =  (»  —  r\)  siD  (2«,  —  2<tf,  +  X)  cot  i»; 

•Im,  wcdo  mao  die  au^  \%\  bekannten  Ausdrücke  der  Coordinaten 

jr— ett  A^-it,  eti(S», ^A) 
=    — r'H-(A,  — i.)  tetff^t  coi(2ftp,— St»,  H-A)  ett  |», 

y  —  y'H-Xr,  Sit  X  +  «0(2^,— 
=  I»  — r'-K^,  —  Xr.)  taogf*}  wo  (2«,  —  cot  ^. 

Die  PStittllellilät  ^er  vod  der  tfuten  und  dritttD  Stittnfliickf  rt> 

flectirten  Strahlen  wird  vermöge  der  CleiciiaDgen  30)  und  45)  dit-' 
aer  Strablen  vQllatändig  durch  die  beiden  Gleicbangen 

cos  (2ft>,  —  2w , -f- X)  =  —  CO»  (2w  —  X),  ' 
Bin (2<c»,  ^ 2<i>,        =  — ain(2<tf~A) 

bedingt.  Dieat  beidta  GlticliUDgen  bringt  man  leicbt  auf  die  Form 

Jena  9(iii,—>i»,)  +  etB^|  ett  A 
=  faio  2(ai,  ^o»,)  —  tio  8a>|  ain  1, 

fein  2 (w, — bi,)  +  >iB  So»)  coa  X 
sss—  |cü«  2(w,  —  w,)  —  cos  2toj  sio  X; 

4,  u  Utk  tintr  btkattten  gotitactriaelitB  Verwtodhmg  wtt  dft 
Ptni 

C08(tU,  —  W,  -t-(ü)  C08((tf,  — Cü,  —  W)  cos  X 

=r  co8(a;,  —  cx>,  H-  w)  sin(b),  —  w,  —  w)  sio  A, 
8in(a>, — w,  H-^  tu)  co8(a>, — w, — w)  cos  A, 
=  ain((üs  —  u>j -f-<tf)  8in((tf,  —  iU| — (ü)  sin  A;  * 

■od  ■Mtrt  btidtt  BtdiuguDgsgleiebngeD  ledoeireB  aicb  dftbtr  auf 
dit  tlnt  QMebMg 

* 

'coa(4tfa  ~*<*t         COS  A  =  sio(a», — — a>)  sin  A  ' 

•der  . 

cta(w  +  t»i --(i»«)  tta  A«4-aiB(ft»-4*«>i  —  w«) 

d.  I. 

4^  eet(ca-|-(*t— »•'*-A)80, 

.  «tlebtt  «lit  dit  Btdingungaffleicbng  llr  dit  taslkUitit  der  ftn 
dtr  «tttB  BBd  driUBB  fitütBiltbt  vdttdrttB  Strtbltn  iat 
fMV.  '  •  S8 


Nach  ^)  iiml 

Ja;  -f-  üTy      C  =0, 

oder 

die  filf  irliiingren  der  drei  Seiten  der  Grondfläclte  des  Prianas.  IVeiJ 
nun  nncii  dem  Obijj^en 

B  B,  B, 

alio 

4 

igt;  to  itaDtt  MM  nach  den  Priaeipiea  der  aaalyliiebea  GeewetrSe 

fiSr  360»  — w,  360» —tt»,,  860**-»,  die  Winkel  sptzrn,  die  der 
eine  der  beiden  Theilc.  in  welche  die  Seiten  der  (>riin(lflache  de« 
Prismas  durch  beliebige  in  denselben  angenommene  Punkte  getheUl 
werden,  mit  dem  positiveD  Tbeile  der  zweiten  Axe  eines*^  durch 
eiaan  jeden-  dieser  Punkte  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  einschlieüst ,  indem  man  diese  Winkel  von  den  posi- 
tiven Theilcn  der  zweiten  Axcn  der  in  Rede  stehenden  Systeme  an 
nach  den  positiven  Tbeilen  der  ersten  Axen  hin  von  0  bis  360* 
sälilt;  und  Ar  ni,  ci>, ,  (i>,  kann  man  alt«  die  Brcinsungen  diaaer 
Winkel  zn  9t0*  natzeu,  welche  von  den  posilnaB  Thailen  der 
zweiten  Axen  an  nach  den  negativen  Tbeilen  der  ersten  Axen  hin 
von  0  bis  360<*  gezählt  werden.  Leicht  wird  aber  erhellen,  ditss 
die  ffoniometrischen  Tangenten  dieser  Winkel  ioiMer  den  ffonioaie** 
trnenan  Tangenten  der  von  den  negativen  Thailen  dar  nrailen  Azan 
nn  na^h  den  positiven  Tbeilen  der  ersten  Axen  bin  von  0  bis  360* 
bis  zu  denselben  Linien  gezählten  W'inkel  gleich  sind,  weshalb 
man  also  auch  diese  letzteren  Winkel,  wie  von  nun  an  fortwill- 
rand  ffeacWhan  tall,  filr  a»,  «/i,  w,  »atian  kann. 

Dia  dar  ersten,  zweiten  nnd  dritten  Seile  d^r  Omndfl&che  des 
Prismas  gegenüberstehenden  inneren  Winkel  dieser  Grundfläche  wol- 
len wir  respectivc  durch  0,  0^  bezeichnen,  und  die  Spitze  des 
Winkels  0,  als  Anfang  der  o^ys  aaneltmeo.  Äncb  wollen  wir  aas 
dia  poeitivan  Tbaila  der  Axen  der  ar  nnd  y  so  nngenaniniaa  den* 
kM,  dass  ms«  sich,  am  von  das  Wiakel  v,  durch  den  Winkel  B 
n  dam  Winkal  6^,  an  galaagian,  nach  daaeeikan  ftiektnag  Mb  ka- 
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wrgen  miiss,  nach  welcher  ibbii  »ich  bewegen  luoii,  im 'von  dem 
ne^irativeD  Theile  der  Axp  drr  y  durch  den  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  und  dem  negativen  Theile  der  Axe  der  y  einre- 
■cblaMeneD  rechten  Winkel  hindurch  tu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  x  zu  gelange». 

Alles  dieses  leHMgiüetit,  wiri  an  laichl  •rheHeB,  imm  la- 
mer  entweder 

«der 

0»  — 360! 

ist;  Oed  eben  so  leicht  wird»  wenn  mun  sich  durch  die  Spitze  des 
Winkels  @,  ein  dem  urimitiven  Systeme  paralleles  Coordinatensy* 
steme  gelegt  denkt,  erhellen «  d^  immr*  fibrigens  ohM  alla  Be-- 
miekng  an  dam  Varbargehaaden,  ealwadar^ 

oder 

-  (w  db  ISO«)  s  e,  —  3eQt« 

ist.  Aus  diesen  und  den  vorliergehendcn  Gleicbvn^aa  ergiabt  sieb 
nun  durch  Addition,  dass,  wenn  u  eia^  gaariasa  pasitiva  adar  aaga* 
live  ganze  Zahl  bezeicbnci^  immer  ^ 

ulso^  weil 
•St,  immer  . 

i»t.  Daher  ist  sut  Besicbuag  der  obam  aad  Botam  Zaiebaa  aaf 
eiaander 

cos(a>  +  fu, — ci>,)  =  ^cos((u  —  0), 
siB(a»-|-w,  ^wj=dbsia(m  — 6)i 

aha  abaafrlb  alt  Bailahung  dar  abara  aad  OBtan  UcIbb  aaf 
aiBBBdar 

co8(co-f-ü>,  — cu,)  COS  X  =  ^cos(a>  —  0)  cos  X, 
sin(ii»-|-«S| — »,)  sin  A=s±sin(w  —  0)  sin  X\ 

BBd  «ilglidb 

coB(<tf  +  {tfi — w,)  COS  X  +  siD(ai  +  m, — «,)  sin  "k 
ss;dbicaa(aiT-^  cm  A-|-aiB(ci»  — sin 

d.  L 

M(lt-|»  üt -*  tit 1)  s^cos(» 9  ^  I). 


I 


Daher  verwauileU  aich  die  ÜQdiDgiiBgsgletdaiiiig  4C)  in  di«  Bedio- 
guugsgleicbiitg 

47)  co«(«  — =  a 
Fiir  sin  ^  =  0,  also  cos  A=s:l=]«  wird  diese  Bediugnngsgleicliuog 

48)  ew(«>  —  @)=0. 

Weil  BAcli  28)  io  diesem  Falle  cos  =  0,  also  =  90»  ist,  so 
sind  die  pnralloIeD  einfallendeD  Strahlen  26)  und  3i)  derfibeaeder 
d?«  parallel.    Da  nua  die  Beding ungsgleichong 

cos((tf -r     =  0 

von  allen  Elementen,  durcli  welcbe  die  I«age  der  parallelen  eiafal« 

lendeo  Strahlen  beistimmt  wird,  ganz  nnabbängi;^  ist.  so  ergiebC 
sieb  aus  dem  V orberai^ehenden ,  daKS,  wenn  diese  Bpilinguuffüglei- 
chung  erfüllt  ist,  für  alle  unter  sich  und  mit  der  Ebene  uer  ar» 

Sarallel  eiafallende  Sirablea  die  voo  der  ersten  «ad  dritten  Seit'en- 
äche  des  Prismas  reQectirten  Sfrahlen  einander  parallel  sind. 

Nehmen  wir,  alle  im  Vorljrrjrelienden  o^emacbten  Voraussetzun- 
ffen  auch  jetzt  fortwäbreud  lestbalteod,  nun  noch  an,  dass  die 
Punkte»  von  denen  die  anter  meb  nad  mit  der  Bbene  der  ae%  pa- 
rallel eiafolleadea  Strahlea  au^gelien,  auf  der  negativen  Seite  der 
Kbene  der  y%  liegen,  so  wird  ieiolit  erheiieu,  duss  die  erste  Sei- 
tenfläche des  Prismas  von  diesen  Strahlen  unmittelbar,  d.  b.  ohne 
dau  variier  eine  andere  Seitenfläche  des  Priemaa  von  denselben  ge- 
•ebnitten  ^ird,  nur  dlami  getroffBn  werden  kann,  wean  * 

also 

ist.  Nnn  ist  aber  immer  O<180%  alio 

W  —  ö^  — 90%  270«  — ©<270»i. 

and  folgiieb . 
alio,  wenn 

•    cas(a»  — 9)=0 

sein  soll»  notbwendig 

49)  A>^ess99*. 

Für  0  =  90»  muis  folglich  w  =  I80«»  sein,  d.  b.  die  Bypotenase 
der  rechtwinkligen  Grundfläche  des  Prismas  muss  mit  dem  positiven 
Tbeila  der  As:e  der  y  zusammenfallen,  wenn  fiir  alle  unter  sieb 
«nd  mit  der  Bbene  der  jm  paraUal  oiqMtenda  «tniblnn  die  von 


te7  • 

der  erstell  und  dritten  Sciteofläcke  des  PriüflMM  rviectiltei  StNiUei 
eioaoder  parnliel  8«in  Hullen  *). 

Wir  wollen  bub  Boeb  4tn  V'all  etwas  geosBer  betrachCeB,  wbbb 

die  Grundfläche  des  Prisnins  ma  ^^ieichscueokligcs  rpcLtwiokliges 
Dreieck  ist,  dessen  Hjpotcousp  mit  dem  [lositiveo  Tlieile  der  Axe 
der  y  zu«aiDineofallt^  indem  wir  zugleich  aoiielimen,  dass  der  leuch- 
tende Pankt  der  Mittelpunkt  der  buuoe  iHt.  In  diesem  Fuiie  kauo 
ofTeobar  oislSO*,  Bf,  8  45**,  w,  =  135*  gesetst  werdea,  aB4  es 
iat  folglicb 

cos(2ci;  — A.)  =  cos  Bio(2io  — A)  =  —  sin  Aj 
co8(2<i>, — l)  =  8iu  X,  bin(2iu,  — ^)  =     cos  X; 

I 

cos(2<tf,  —  2<tf ,  +  il)  =  —  cos  X,  810 (2(i>,  —  2w ^  +  A)  =  sin 
also  nach  t9)  aad  44)  ' 


un4 


cos  A  CUS  /U, 

COS  ^  =  — 

sin  X  cos  f», 

COM  X=  — 

sin  1» 

cot  = 

cos  iL  cos  fft, 

cos  = 

sin  X  cos  i»» 

cos      =  - 

•  sin  f». 

Nehmen  wir  nun  die  Ehene  der  a:y  horizontal  no,  denken  uns  durch 
deo  Punkt  (/'^)  ein  dem  (»riwitiven  i^ljsteme  der  jcy»  parallele«  Sy- 
■tem  gelegt,  Bod  beseicbaea  in  diesem  SjrsttMe  die  Coordioaten  der 
tiBBBC^  derea  Eutfemnog  ?on  dem  Punkte  (p^r)  durch  q  bezeichnet 
werdea  mag,  durcb  |,  m  offeobar  ia  völliger  AUgeaieiB- 
beii 

$  =  ^  cos  u,  *i  =  Q  cos  ß,  cos  /. 

Bexeicboen  wir  aber  deo  von  der  Projection  der  Entfernung  q  aaf 
der  Rhene  der  ^tj  mit  dem  positiven  Theilc  der  Axe  der  ^  einge- 
schlossenen Winkel,  indem  wir  dieseu  Winkel  vun  dem  positiven 
Tbeil«  der  Axe  der  |  au  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
hia  voB  0  bis  960*  siblea,  darob  aad  die  Höbe  der  Soaae  dnreb 
äi\  ao  ist  olTeabar  ia  völligar  AllgeaiBbheit 

cos  cos 

fl  =  Q  sia  Si  eoa  üf, 

^=:^  sin  //i 

also  nach  dem  \  orbergehenden 

cos  a  =  co8  U  cos  //, 

OOS  ^scsin  i2  cos  i/, 

eoa  ^  =  sin  Ä 

*)  Dies  ist  der  ini  torbergebenden  Anflstse  betrscbtetel  Fsll,  wenn  sn- 
gleitb  ^1^0%  ist. 


368 

DsImt  knu  mm  wesreo  d«r  Gltlt^ngeu  22)  ofc^bsf  Issil. 
==  Üf'Mtiei,  ODd  ut  also  Mch  4eB  VorbecgelieiKlca  die  GM- 

CO!  jfss  — lin  iSf 

ttiid 

,  cos  9,  =     cos  /3  cos  fi^ 
51)    |co8  <//,  =     BIO  Q  cot  J7» 
[coa      =  —  sio  i^. 

Legt  mm  nun  dnrcb  des  Anare  ein  dem  primtiTee  Ayiteaie  paral- 
leles System,  und  bezeichnet  oie  180"  nicht  übcrstpigenden  Winkel, 
welche  die  von  dem  Auge  nach  der  Seite  des  Prismas  liiu  niil  den 
veo  desseu  erster  uod  dritter  Seitenfläche  reflectirten  Struhleo  u«- 
raHel  trezocreBeii  Lieieii  ait  den  Mieitiveo  TMleo  der  Axe«  dei 


in  Rede  stellenden  Systems  einseblieieeo,  respective  darcli  qf,  jf 
und  9^s>^'a»       so  iyt  effeeber 

und 

y',  =  180«  -  y.,  y',  =  180«  -  y.»      =  »8«-  » 
ette  eoeb  de«  Vorhergebeedee 

Scos  ^'  =  —  cos  S2  cos  //, 
cos  sin  i2  cos  //, 


Oed 


'cei  jj'ss:     sie  /f 

eos  y',  =  *  ces  12  eoe  AT, 
53)   (eo*      =    tb  Ü  eos  iV» 
cos  jf's^*    MB  ^$ 


elio  i««er 


SP'  =  9»'s»  ^  =5 IHO»  -  3^ 

* 

Fftr  il=  180*  ist  y  =  9d»,      =90«,  eise 

und  die  beiden  von  dem  Auge  aus  den  beiden  reflectirten  Strelilea 
paralld  prezogenee  Linien  lälen  deber  in  diesesi  Felle  mit  einen- 
der zusammen. 

Der  Eiutuchheit  wegen  uolleo  wir  nun  den  positiven  Theil 
der  Axe  der     ans  so  nnceniMBaen  denken,  dess  ninn  eich,  wn 

von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  je  durch  den  Cenidinninn« 

Winkel  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelan- 
gen, nach  derselben  Riclitung  bin  bewegen  moss»  oecb  weicher 
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sieb  Uie  Suniie  um  Uiiuiucl  bewegt,  uoil  die  Werthe  von  Si  «od  H 
f8r  die  sich  ia  der  Cbea«  der  jc%  be6ndeode  Sonoe  durcb  A  und- 
M  lelbst,  die  Wertlie  diener  Grössen  Tür  die  Sonoe  vor  und  nach 
ihrem  Durchg-ang^o  durefc  di«  EbcM  der  jc%  b  der  NMie  derNibeo 
*  aber  reepective  datcb 

....      sm,  flft),  ÄM. 

....  11^^),  /yu),  //(») 

und 

^1«  ^iJ  "^4» 

U^t  M^^a*»% 

beaeidwea. 

lüt,  dien  varauigeMtat,  die  Bbeac  der  m%  die  Ebeee  dea  Mari- 
diaaa,  au  i«t 

« 

....  sin  HWJ  sin  >>  sin  ii  <^  —  sin  Ii,  <;  —  sin  -Q,  . . 
....  C08  //(^}  ;>  cos       ^  cos  U C9S  //,  <C     cc^s      . . . . 

Isl  dagegen  die  li)bene  der  ora  nicbt  die  Ebene  des  Meridians,  so 
iai  eatwedcr 

....  aia  XIC9)>MD  i2(i)>iitt  fl<— ein  Q,<^un  .... 
. . I .  eas  //(» ;>  coa  /f^)^ coa  eaa  II,  >    cai  ÜT,  . . . . 

.  oder  * 

....  lin  i3m>8iB  fifi)>aiii  i2<  — aia  <  — na  il,  .... 
....  eaa  MW     eaa  JSfCU  ^  eaa  /f<<    eaa  /f,  <    eai  if,  . . . . 

Bieriius  sieht  mun ,  duss  in  dem  ersten  Falle,  wenn  nämlich  die 
Kbene  der  .rx  die  Ebene  des  Meridians  ist,  der  absolute  Werth  des 
Productes  sin  S2  cos  //  sich  nach  beiden  Seiten  der  Ebene 
der  jcz  bio  von  Null  an  um  Stärksten  ändert,  so  duss  sieb  also 
auch  ia  dieaeai  PaJIe  die  beidea  eiaaader  su  ISO**  ergänaeadeo 
Winkel  tp'  und  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  der  a:» 
hin  von  90**  an  am  Starksien  iindern  werden^  weshalb  also  oflen- 
bar  in  dieaeai  FaHe  die  Beobachtungen  die  grösste  tieottuiglieit  ge* 
wihrea  arerdea. 

Wir  wollen  nun  noch  die  primitiven  CoorJinateo  r**  des 

von  der  dritten  Seitenflache  des  Prismas  reflectirien  StraiiU  mit  der 
ersten  Seitenfläche  bestimmen.  Die  Gleichungen  der  drei  Seitenflä- 
chen sind,  wenn  wir  die  Hypotenuse  der  Grundtiacbe  des  l^risnas 
dnrch  m  haiaiehaaB: 


*)  M.  s.  den  vorhtrgshendea  Aufsats. 
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äimkt 

^  =1,  Ä  =0,  6'  =0; 

^,  =  1,  ifir,  =  -i,  c,=Oi 

uod  folgUeh 
also 

jfr,  *     s -T--T^^^  iU« 

'  «n  A  —  cot  1  ^ 

Hieraus  ergieß  lich 

Weil  nuD  p''=0  igt,  so  ergiebt  licb mittelst  der  eniteo  der  Glei- 
ekoDgen  45)  leiaht 

r"  =  r'  +  a.8ec  X  taog  /*, 

nad 'mitteilt  dar  awaitea  der  CUeichaogea  45)  ergiebt  licfc  daaa 
fener 

^'ssÄ-f'-^laag  A. 

Also  ist  oach  dem  Obigeo 

54)    l^^m  —  ^  —  m  (aug  i2, 
'r^sr^^«  MC     teng  ^. 

Für  iJ  =180»  ist  f  =  a  —  q.  Setzt  man  >  H-  y',  •  a  -f-  ^"  für 
«r'j  d.  h.  nimmt  roaa  die  Milte  der  Hypotenuse  der  Grundfläche 
aaa  Priraaa  als  Anfang  der  Goordiaataa  an,  so  wird  im  vorliegea- 
deo  Falle  y*:^  — ^,  welches  da  leicht  so  deateades  Eeaaltat  ist. 


*)  Man  hat  hicrbv»  zu  bemerken,  das«  im  vorliegenden  Falle  /»'«bO  ist. 
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XXIX. 

Eine  Aufgabe  aus  der  aoalytiscken  Geometrie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  €•  G«  Wunder ' 

an  der  Königl.  Säch«.  Landesscbule  St.  Afra  xu  Meiaaen. 


1.  In  dem  4(eD  Hefte  des  2ten  Theiles  dea  Arcbives  befindet 
aicb  (S.  419.  f.)  eine  Auflösung  der  Auff^abe:  Kg  ist  irgend  ein 
Kegelscbuitt  uod  eio  Funkt  geff^beu.  Ziebet  mitii  durcb 
den  Pookt  gerade  LiBieo^  welche  den  Kegelaebnitt  in 
BweiPnnkteD  durchscbneidco;  so  fragt  et  sieb,  auf  wjel* 
ebem  fCfonieiri  selten  Orte  die  Hnlbirungspunkte  dtr  von 
dem  KegeUclitiitte  bekränzten  Stücke  der  letzteren  lie- 
gen? VeranluMüt  durcb  die  von  dem  Herrn  Uerauageber  dea  Ar- 
chiven nm  ScblnsM  dieaen  Anfiiaties  gegebene  Nnehacnrift  habe  ich 
eine  andere  von  der  allgemeinen  Gleicbuog  der  Linien  dea  zweiten 
Grades  ausgebende  Rebandlung  dieser  Aufgabe  versuclit,  welche  ich 
hier  mittbeile.  Der  Kürze  und  Klarbeit  wegen  halte  ich  für  nö- 
thig,  der  Aullfisong  der  Aa^be  aelhat  fblffeade  allgeaieina  Bveier 
klingen  8her  die  GleiclmDgen  der  KegeUehoitte  vornnasaachickea. 

*.  Wenn  //  der  Parameter  einer  Parahel,  2«  die  grosse  oder 
Haupt-Axe,  2^  die  kleine  oder  Neben -Axe  einer  Kilipsc  oder  Hy- 
'  perhel  bezeicbnet,  und  a:^  =  r:«  gesetzt  wird,  wo  nun  r  und  « 
*raioa  Zahlen  hedeaten;  an  hat  »aa  MaaDtlich  ab  elafaabata  Cilei- 
changaa 

für  die  Parabel:  /        y»— ;».r  =  0  (I) 

für  die  Ellipse :       r'y«  -\-  s*a:*  —  r'Ä»  =  0  ....  (II) 
far  die  Hjrperbcl :   ry  —        +  r»^»  =  0  . . . .  (III) 

Die  aenkrechlea  Cnordinaten  ae,  y  heaiehen  äich  attf  die  Azea  dea 

Kegelachnittea ,  uod  baben  als  Aufangspunkt  bei  der  Purabel  den 
Scbeitel  der  Axe,  bei  der  Eüllipse  und  Hyperbel  den  Mittelpunkt  des 
Kegelachnittea;  dieser  Aofangafiunkt  aei  immer  durcb  bezeicbnet. 
Hiaraan  arhilt  man  dia  aillgenMiaafe  Fona  dar  Qlaiahaag  fdr  irgend 
aiaaa  Kagalaahaitt  awiaehea  aenkrechtao  Cnordiaataa  i  aad  m,  wenn 
man  Jt=:t  cos  g>  —  «  sin  (p  ~\-  ß,  y=.t  »in  y-|-«r  cos  <jP  •+• «  sub- 
atituirt,  wo  nämlicb  die  t'oordiuaten  t  und  u  sieb  beziehen  uuf 
einen  Anfangspunkt  dcaaen  auf  die  ursprünglichen  (in  obiger. 
QlalehangeB  varausgesetataa )  C^ardinateaasea  aidi  beaiaheadaa 
Caardlaalan  w:stß  aad  yssa  alad»  oad  a«f  aiaa  AhaeiaBaBaxa 


(Aie  der  welelra  mi  ier  Aze  der  ersten  Abfcietea  je  eioc« 
Winkel  =9  bildet«  (d«r  Wiakel  9>  ist  von  den  positives  TMle 
der  ersten  Abscisscnaxe  aus  nach  der  Seite  der  positiven  Ordioalen 
bin  gerecboet).  Die  («leicbung,  welcbe  mnn  durch  Ansfubrungr  die- 
ser Substitution  uuU  Ordnung  der  Glieder  nacb  den  Potenxea  von 
m  ond  #  erbilt,  toll  kors  für  die  Ptorvkel  dofvh  (P),  ßr  die  BIlipM 
d«rcb  (E),  für  di«  Hyperbel  dvrfb  (N)  angedeutet  werden. 

3.  Die  allgemeine  Gleichung  des  2tdi  Grades  sivisckee  mW9t 

seekrecbiea  CoofdiiMteB  m  ned  t  bet  die  Form: 

« 

+ Ai-h  A-f-JPssO  ....  CK),  • 

luiofern  nun  dieselbe  eine  Parebel,  oder  eine  Ellipse,  oder  eine 
Hyperbel  aosdrütkt,  iliid  ihre  €oM6€Vt«B  f^elck  tv  setsee  deaea 

der  Gleichung  oder  der  Gleichung  oder  der  (ileicboag 

(//).  Sieht  mau  die  Gleichung  (X)  als  identisch  mit  der  Gleichung 
«n,  80  ergiebt  sich:  4/16'=  Isio  q?'  cos  9' =  i?'.  Betrachtet 
man  die  Gleichung  (^)  als  einerlei  mit  der  Gleichung  (i?),  so  tiodet 
MB  AAC=  (r*  —  #•  )•  sie  tf*  -f- 4r«#»,  Ä«  =  (r •  —  #» )»  sia  «^p», 
also  4j4C  I>  i?*.  %Setst  Bian  endlich  die  Coefficienten  der 
Gleichung  (9)  gleich  denen  der  Gleicliuno:  (AT),  so  ist  A^C 
=  (r»-f-#*)*  8in29>  —  4r«#»,  =  (r'  4-*»)»  sin  Äy»,  also 
-<  DenDach  wird  die  Glelcbnng  C2t)  nur  daen  eiee  Perakd 
vorstellen  können,  wrao  hAC=:  a* ,  eine  Kilipee,  wen« 
eine  Hyperbel,  wenn  \AC '<C  B"^  ist. 

4.  In  der  Voraussrtzung,  dass  (2()  mit  (/'j  identisch  ist,  also 
(ü)  eine  l*arubcl  brxeichuet  ^  iiudet  mau  ferner  siu'  2y  =  ^  dage- 
gen ergiebt  sick  sie      s  \/^^^i|»^j^t '  Gleickeag 

(91)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  aetdrilckeD,  also  ait  (JP)  oder  (i/) 
identisch  ^eirl  »oll. 

Bezeichnet  «  die  Ordinate  (m).  X:  diu  Ahsriske  (I)  des  urspriing» 
lickeo  Anfangspunktes  bezogen  nuf  die  CoonlinaleMiMB  dee 
eeaen  Systeaies;  so  liedct  aicb,  weao  (!K)  eise  Parabel  aasdriektt 

I.  —          C  -f- lADfVA  -4-  ig'(2^  -k-Vi^C—KF\/C 
 kKD^C-E^) 

Weeo  aber  (ft)  eioe  Ellipse  oder  Hyperbel  beseieboet,  so  ist: 

Darob  m,  »  uad  Xr  wird  die  Lage  der  Axeo  des  Regelscbeilies  ae- 

~    4iBat«B  a  aad  #,  aad  ftt^ie  PaiaM  «• 


gen  die  Axen  4er  Ceardinatea 

Lage  ihres  Scheitels,'  fiir  die  Ellifise  naA  Hyperbd  die  l<ag(a 

Mittelpunktes  bestitnint.  I^bensu  findet  man  durch  Gleichrict7.nng 
der  eutsprecbendea  i'oeftirienten  die  aligt^nicinen  Formeln  znr  Be- 
stimsittBC  des  Parameters  oder  der  Axcu  des  kegelscboUtes  derck 
die  GeeSoicaleB  der  «leicboog  {%) ,  aHialicli: 

für  die  Pasabei;  (Ul>  ps^OS/C-^ßi/J^ 
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Tor  die  Klli|»M: 


(IV)     —  •  —  y^jv^if 

(U)   *•  —  ^)  iK^i -I- C)  4- iV/(J -  6)'  4-  ^ 

für  4i«  l^p«rM: 

(VIII)  _  jijK.,  j_      ^  C)    *V/( J  -  C|!  +  #»J 

CZ>»  -f  ^g*  -  2  ff  DE  ^(B*  —  hAOF 
(IX)       —       _  ^^^^  l;K^      6)  -H  i  V^iA^CP-i-ff'i 

Sk  Ulk»  wir  «IM  MB  BB  iiMcrvr  Aufgnbe  wenden,  selten 

wir  für  iswer  feet.  liass  der  s:<*u:ol)on<'  Punkt  ilurcli  Z,  «eiue  üuf 
die  Axeo  des  Keffelsolmif fos  jmi'I  hei  .Icr  l'umbel  Huf  den  Scheitel 
der  Axe,  bei  der  Kllipse  uud  H^|ierb<;l  auf  deu  Mittelpunkl  al»  An- 
fangspunkt sieh  besiebenden  Coordinnten  dnreb  u  und  jf,  der  flebel-. 
lel  der  Parabel  aber,  no  wie  der  Nittelpnnld  der  Kllipse  und  Hy- 
perbel durrli  A'  bezeichnet  werde.  Kerner  nehnieu  wir  an ,  wiis 
offenbar  vcrstuttet  ist^  der  gegebene  Kegelschnitt  aei  ausgedrückt 
durch  eine  fJleichung  «wisehen  reebtwInkTiehnn  üonrdtnsl«»  m  und. 
/,  für  welch«;  der  gegehene  Punkt  Z  der  Anfangspunkt  ist;  din 
deichung  (31)  in  ^.  3.  kann  »Iho  im  Allgemeinen  die  Gleichung 
des  gegebenen  Keuelächnittcs  vuntellen ,  und  jede  durch  Z  ge- 
legte  gerade  Linie  wird  nun  bezeichnet  durch  die  Gleichung: 

• 

m  .=  Ä  . . . .  (1) 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (91)  und  (1)  findet  sinn  für  die 
Coordinaten  der  Punkte,  in  weichen  eine  aokhe  gmade  Linie  d«n 
kegelscboiU  schocidet,  die  >Verthe: 

—  iPJ'+ig         .  ^{BP >4-  ig)'  —  *{jiF*  ^BP^C)F 

'  — ^.4P*  +  BP-hC)  ^        ?  53pmIw+0 

(DP     E)P      _j_  Pj^jBP     g)»  -^(. -h  ffP 
*^^7{dP^-^ßF-hC')  —  2(JP*  +  Br'^C)F 

Der  rationale  Theil  des  Werthes  von  t  be^aeicbnet  die  Abscisse,  des 
Werthes  von  u  die  Ordinate  des  Punktet»  in  welchem  der  zwiscban, 
4iem  Kegelschnitt  fallende  Abscbtiilt  der  geraden  l«ieie  bnibirt  wir4i 


deutet  «m  »Im  die  Abteisae  dereli  die  Ordioete  Hnk  «'  es, 
bet  nao  die  GleidteoMot 


Die  VVertlie  von  /'  uud  #/  äinlcrn  sieb  mit  dem  VVerthe  von  /*; 
elimiuirt  mau  nhvr  Phos  deu  (ileicbuns^^cn  (2)  und  (3),  so  drückt 
das  Resulittt  die  Ueziebuug  zwittcheo  deu  beiden  Coordinateo  jedes 
■  eolchen  Paektee  au,  welcher  dte  swiaclieB  den  R^leeheitt  fÜ» 
lenden  Abschoitt  der  geraden  fJnie  balbirt,  die  durch  diesen  Punkt 
selbst  und  den  Punkt  Z  erelegt  wird;  das  Resultat  ist  also  die 
Gleicbuug  der  ffesucbten  Curve.    Eutwickelt  man  die  üleicbungen 

(2)  und  (3),  ordoet  die  Glieder-  oacb  Potfrizen  Ton  oed  sabtra- 
birt  sie  von  einander,  narbdem  mau  ein         (2)  «lurrh  f.^ar'+l/IK 

(3)  durcb  Jf,  und  dann  (2)  durcb  Cu\  (3)  durcb  (CV'-|-A")  mul- 
lipiicirt  bat;  so  erhält  mao  leicht  swei  Gleichungen,  davon  jede  our 
die  erste  Puteos  von  P  eothält.  Durch  BiimioaiioD  der  Grösse  P 
•US  dieaea  leisten  Gieirliungen  erhält  anao  eio  Resultat,  welrbes, 
nach  Potenzen  von  u'  und  Zugeordnet,  durch  {A E^-^-CD"^  —  B DE) 
theilbar  ist;  so  gelangt  man  zuletzt,  wenn  die  Aceeote  voa  m  uod 
/  weggelassen  werden,  su  der  (ileicliung: 

^•*-l-.ilto+Or*-|-i/^+d^=sO  ....  (9) 

welches  die  Oleichung  der  gesochteo  Curve  itit. 

6.  Dureb  Beiroebiung  der  Glelebaag  (9)  crgiebt  sich  Fol- 
geades : 

I.  Da  die  <lrei  ersten  Cciefdcienten  der  Gleichung  (SB)  gnnz 
dieselben  siod,  als  io  der  Gleicbuog  (^),  und  oach  ^.  3.  our  voo 
diesea  die  Art  dee  daicb  die  Gleiebuog  uubgedriieklea  tLegalaebait» 
lea  abbäagt;  ao.lat  die  neueCarve  iaiaier  eia  KageTacbaatt 
YOa  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

II.  Diener  neue  kegelgcliuitt,  der  nun  immer  der 
zweite  K^Bun II t  werden  suli,gebet  allezeit  durch  deu 
Poakt  £\  deov  ia  der  Cleiebaag  (S)  fehlt  das  hesliaditKe  Glied. 

III.  Die  Axen  des  zweiten  KegelscbnitleA  sind  immer 
parallel  mit  den  Axen  des  gegebenen;  denn  die  Formeln 
zur  Bestimmung  des  Winkeis  9>  geben  für  die  beiden  Gleichungen 
(9)  und        gaos  dieselbea  Wertbe  (vergl.  %.  4.). 

IV.  Wenn  der  erate  Kegelschnitt  eine  Elllpae  oder 
Hyperbel  ist.  so  liegt  der  Mittelpunkt  des  zweiten  ke- 
gelschuiites  immer  in  derMittc  der  geruileo  Lioie,  wel- 

.cbe  die  Pookte  JTvad  Z  rerbiudet}  deaa  amd  f^'ttad  A^  die 
GoordiDuten  des  .Mittelpunktes  des  ztfeitea  Kepelacbaittea,  ao  itadet 
aiaa  nach  f.  \.:   i'=z\i.  k'z=:{k. 

V.  Ist  der  erste  k  e  g  e  I  s  c  Ii  u  i  1 1  eine  Parabel,  ko  ist 
der  Parameter  der  zweiten  Parabel  die  Hälfte  des  Pa- 
raaietera  der  erate o  (folgt  aaa  f.  4.  III.,  weil  /^=:|/l,  Bf 
=  li&  ist,  wenn  D',  E  Cuefficienten  «der  (>jeichung  (9)  bezeich- 
neo);  ist  er  aber  eine  KIlipse  oder  Hyperbel,  so  ist  das 
Verbältniss  der  beiden  Axen,  also  auch  die  Exceotrici- 
Vkt  in  deai  «weite«  Kecelaeboitte  dieielbe  ala  \m  eraten 
(folgt  ava  1^  4.  \Y.  aad  VU.).  '  .  ^ 


7.  Offenbar  ist  e«  wilikubriicli,  welche  La^e  man  den  Axefl 
der  Coordioaten  «  uod  /  f;ebeo  wil),  wenn  nur  Z  als  Apfangspupkt 
MMiBMCD  Wird.  Dm  dafccr  di«  weittrcn  B«tradrtiitMtt  wm  vereis« 
nckcD,  darf  man  aunehaien.  duss  die  Axen  der  Ceermnten  w  uii4 
t  perallrl  seien  den  ursprünglichen  Axen  der  y  und  .-r,  d.  i.  den 
Axen  des  kegelsciinities,  in  welchem  Falle  9  =  0  ist.  Hierdurch 
erhält  man  nach  ^.  2.  als  Gleichung  des  ersten  gegebenen  Kegel- 
■ckeittee 
lllr  die  Parabel: 

-i-lam  —  pt  -i-  a*  —  pß  =  0  ....  (fj) 

für  die  Klliiiee: 

r 4-  2ar»«  4-  2/?#V -|-  r«o»  # »/?*  —  =  0  . . . .  ((£) 
für  die  Byperliel: 


Wie  diese  drei  Gleichungfen  enthalten  sind  in  der  allgemei* 
neu  Gleichung  (^)  (§.  3.),  so  soll  der  zweite  ILegelacbDitt  über« 
baapt  ausgedruckt  seie  darcb  die  Gleiebnng; 

ji'm*-i-J^im-i'C't*-t'If'm^£'i^F'=zO  ....  ifl) 
80  daM  afea  iiaeb  der  Gl^drang  (9)  in  §.  5.  iaiaer  iit; 

B'  =  B,  C=C,  My=z^D,  4?'  =  iiS?,  /'ssO.. 

Übeaao  selleB  die  Bncbetabea  «f,  ^,  r\  ^,  ^,  dieeelbe  Be- 
deataog  in  Beziehung  «ttf  deo  aweitea  Kegeltchallt  habaa,  ale  die 

•Bfsprechenden  a,  ^,  r,  <*,  i&  für  den  ersten. 

-  '8.  Ehe  wir  uns  zu  d(>n  besouderen  Arten  der  Kegelschnitte 
wenden»  mögeu  noch  die  allgemeinen  Formeln  f^r  die  Coordiaaten 
der  Paakle  angegeben  werden,  in  welchen  der  erste  Kegelscbnitl 
Ton  dem  zweiten  f^eschnitten  wird.  Man  erhält  dieselben  doreb  Ver* 
bindaag  der  Gleichungen  (91)  und  (8),  a&ailick: 

 {BD — %iB)F:h Ol/fV {B*  - *JC)F+  M*  /,\ 

#  SS      .  ,  .  jy, '       '    '  •  •  •  •  \*ß 

oss  ■  -  ■■  ****  l"i 

wo  Bi^=:AE*  4-  r/>«  —  /?/>£•  gesefzt  ist. 

9.  Sei  nun  zuerst  der  gegebene  Kegelschnitt,  also  auch  der 
«weite  eine  Parabel.  Die  erste  Parabel  wird  dorcb  die  Gleicbnag 
(f))  §.  7.  ausgcdrickl,  io  dan  alaa  bier  ^=1,  ifssOsr 
//  =  2a,  E= — /»,  jr=a* — pß  ist.  Demnach  hat  man  für  die 
zweite  Parabel  J'=z\,  B  =zO=C\  D'=:a,  E'==  —  ip,  1^=0, 
Man  findet  daher  ausser  p'  s=:-lv  ($.4.  Iii.),  was  nach  ^.  6.  V. 
aeboB  bekaut  iit,  weiter  aaeb  f.  4.  i.:  . 

(I)  ill)^^-£. 


m  . 

Ans  (I)  ti|^'iel>t  sieb,  dass  die  Axe  der  zweiten  Parabel,  welche  pa* 
rallel  «it  der  Axe  der  eralM  iat  ($.  6.  III.),  dweh'jie  Mitte  4tr 

Verbindungslioie  KZ  geht.    Hierdurcb  mit  Rücksiebt  eaf  (H) 
aehr  leicbt  der  Scheitel  der  zweiten  Parnbei  g-efund(>n. 

10.  '  Für  die  NcbneidaDgapuekta  der  beideo  Perabels.  aiB4 
4«  8.  die  CuordiDatcn: 

weicbe  Wertbe  immer  möffiich  sind,  weoo  o*  —pß^O^  d.i.  wena 
Z  anaaei^elb  4er  eraleB  Penibel  liegt.  Bei  «*  —  ;/^=sQ  berthrea 
•icb  beide  Pkrabeln  in  dem  Punkte  Z.  Da  die  Ordinatpn  dieser 
Sebneidungspunkte  absolut  gleiche  aber  entgegengesetzte  Wertbe 
batien;  so  muss  die  Verbindungslinie  derselbe»,  d.i.  die  gemeinisaaie 
8ebne  beider  Parubehi  durch  die  Absrissenaxe  (Axe  der  t)  haibirt 
werden.  Hiereu«  folgt  wieder  nach  einer  bekaenten  Eigeoacfcaft 
der  Parabel,  das»  die  gerade  Linie,  welebe  die  zweite  Parabel  i« 
dem  Punkte  Z  berührt,  und  ebenso  die  gerade  Linie,  weicbe  dir 
erste  Parabel  in  dem  Punkte  berührt,  wo  die  erste  Parabel  von  der 
Am  der^^  gesebeitle»  wird,  parelM  leia  wm  mit  der  Verhim- 
dungslinie  jener  Schneidungspunkte.  Dasselbe  findet  man  ancb  auf 
fblgeade  Weise.  Seien      nnd  A  jene  beideo  Sehneidnngspunkte. 

m  dass  für  L  die  Coordbaten  w,  =  ]/u*^pß  and  /, 

^^yj^l  ir,  =  -  i/iTT^  .od =  s!^:^^ 

—  u — tt     pß  gjmj^  ***  ^"^^  =  —  ist,  so  bat  man  für  die 

4p  - 
durcb  /«  and  A  gebeade  gerade  l^oie  die  Gleicbaag: 

•  — =  0) 

Nadi  der  bekaoutf  n  Is^igeoacbaft  der  Parabel  findet  aMin  für  die 
iSerade,  weicbe  die  tweite  PafaWI  im  Pankte  Z  berührt,  zunäcbat 

die  Gleichung:  «  =  ^^;  setzt  man  nun  bipr  die  oben  (§.  9.)  ge- 
fundenen Wertbe  fiir  i*  nod  A'^  so  erhält  Bao  fQr  diese  Taageale 
die  Gleichung: 

•  =  (t) 

F&r  den  Punkt  f>,  in  welchem  die  erste  Parabel  von  der  Aze 
der  t  geschnitten  wird,  sind  die  auf  die  Axe  und  den  Scheitel  die- 

ser  Parabel  bezogesen  Coordinatea»  y'sa,  ^  =  daber  efjgiebl 
sich  fiir  die  Gerade,  w^luk^  die  ftrita  Parabel  in  O  berihrt,  die 
Gkidnags  wss^  |#— («^— /T))»  ^  i  ^«Mb  abiga  Weilte 
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Oft  Buo  ia  allen  drei  GleiehoogeD  (I),  (2),  (3)  der  Coefficient 
voo  #  dertelbe         itr,  to  folgt  bieraiii,  daM  liie  gerades  Liaiaa, 

welche  diesen  Glcicbiagen  etttapreelieB,  atoatlieli  mtcr  eiMader 
parallel  sind. 

11.  Wenn  Z  ausserhalb  der  eratea  Parabel  liegt, 
also  «* — pß^ii  ist.  so  wird  die  erele  Parabel  von  der 
ireradeo  Linie  ZJL  io  Z»«  von  der  foradea  Linie  ZA'  ia 
N  berührt.  Wenn  wieder  «,  and  /,  die  Coordinaten  des  Punk- 
lea JL  beseiclincn,  so  hat  man  für  die  gerade  Linie  ZL  die  Glei- 

ebmg:  •=  j^i,  oder  awiaebeB  Caordiaalaa  dr«  ff  anf  des  AaftogP' 

fmkt  K  md  die  Aie  «der  Parabel  besageii,  «ad  w«bii.  naa  Ulf 

den  aai  f.      aich  ergebendea  Wartb  pabpHtiirlt 

Für   y  =  0    findet    man    hieraus    Hir   a:    den    Werth:     :r  = 

der  ersten  Parabel  bezogene  Ordinate  =:a»f»*t  =  a-l-V^«*— ji^ 
Ist«  ao  wird  Ür  deaaelltefi  Paafct  die  AbMisse,  auf  der  Ako  vom 

Sebeitfl  aaa  geaoaaen,  anigedrüekt  dnrcb  Ver* 

P 

gleicht  man  dieses  mit  obigem  Wertiie  von  or,  d*  i.  mit  der  Ab- 
aciiae  des  Pnoktea,  ia  welchem  die  Axe  der  Parabel  tob  Z£i  ge* 
aabailtaB  wird,  so  ergiebt  sich  aus  der  Natar  der  Parabel,  daM 
sie  in  L  rnn  Zi*  betiihr|  wird.  Gaas  ftluilieb  ist  der  Beweis  Ar 

die  Linie  ZA'. 

12.  •  WeBü  der  gegeboBa  Poakt  Z  aaf  der  ersten  Parabel 
liegt,  also  a*  —      =  0  ist,  so  bat  man  fdr  den  Sebeitel  der  xwei- 

ten  Parabel  nach  §.  9.  die  Coordinaten  ('sss  —  ^a,  /:'=  —  lß\ 
der  Scheitel  der  zweiten  Parabel  liecrt  also  dann  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  K  und  Z.  Leicht  erkennt  man  nun 
Aveb  das  Umgekehrte  als  riehtig:  wenn  «an  van  irgend  aiaeai 
Panktc  einer  Parabel  beliebig  viele  SebneB  siebt»  ond  Jede  Mna 
um  ein  ihrer  eignen  Grösse  g^leiches  Stück  verlängert,  so  lieo^en 
die  Bndpunkte  dieser  Verlängerungen  wieder  auf  einer  i^arabel, 
deren  Parameter  das  Doppelte  von  dem  Parameter  der  ersten  Pa- 
rabel ist;  die  Azen  beider  Parabeln  sind  parallel,  nnd  der  Scheitel 
der  zweiten  ist  der  Endpunkt  der  Verlftagerun^  von  der  Sehne, 
welche  nach  dem  Scheitel  der  ersten  gezogen  isl;  in  desi  Punkte 
Z  berühren  sich  beide  Purabeln  (vergl.  lU.). 

13.  8«i  nun  der  ffegebeae  Kegeisebnitt  eine  Ellipse,  alno  ans* 
gadriekt  durch  die  Gleichung  ( in  %.  7.;  demnach  ist  jetzt  J 

—  r*6*i  daher  für  den  zweiten  Kegelschnitt,  ebenfalls  eine  Ellipse, 
A=zr\  /r  =  0,  C"  =  *>,  iy^ar\  £'  =  ß*\  /^  =  0,  folglich 
dia  Glnicbnng  dlniar  Bllipia: 

r«w«  •^«•<*-MrH»H«^a8i 


Die  Lage  des  Mitlelpunktea  und  der  Axen  der  iweiten  GllipM 
sind  nach  f.  6.  III.  und  IV.  scImib  bMtirat;  filr  die  GrVtie  der 
Azen  bat  mn  jetst  nteh  f.  4.  V.  iiod  ?!.; 


Der  Pamiiieter  p'  der  zweiteD  Ellipse  ist  daber 

,,'  =  ^=^|/«'  +  lf /»)•....  (HO 

14.  Sied  wieder  JL  nnd  N  die  SchDeidungspunkte  der  beiden 
BIHpien,  »,  ond  ^,  filr  1»^  und  für  A  die  CoordiBeten,  uod 
setst  man  der  Kürze  wej^cn  r'a* — r'//' =  elee  r*a* 
«•/r«  :^  =s     -4-       i  so  ist  Dticli  f .  8. : 

IV.  =s 


—  am*  -f-  j^^w  —  ^*  —  rgff w 

Oeber  tur  dieselben  Punkte  die  CoofdiDalen  yj ,  «| «  ,  uf 
den  Mittelpankt- VBd  die  Azen  der  ersten  KUipse  betogens 


Diese  doppelten  Wertfae  werden  gleich,  d.  fa.  die  Punkte  L,  und  iV 
fiillea  itt  einen  smaninieB.  in  welekem  die  BIKpsen  sieb  berSbres, 
wenn  erssO,  d.  i.  wenn  r'a* -f- =r*^*  =         ist,  also  der 
Punkt  Z  auf  der  ersten  Ellipse  selbst  Hegt;  es  wird  dann  y^  =y, 
=  o,  ar^=a:^=ß.    Unmof^lich  aber  werden  beide  Wertbe,  wenn 

r»o»  +        <  r'Ä» ,  also  a  <  -^V^«»  — /S'  ist,  d.  h.  weoii  der 

gegebene  Punkt  Z  innerhalb  der  ersten  Ellipse  liegt. 

15.  linrcb  Uenutzunar  obiger  Wertbe  für  yi,  jCi,  y,,  a;^  er> 
Unt  mnn  f8r  dfe  durcb  L  and  ü^'irebende  Gerade  die  tyleiebunfrs 

y  =  —  "JT*  y  =  0  findet  sich  hiernach  a;  = 

asy.  HierwM  ergiebt  aidi  »neb  einer  beluinBleB  Bgtensebnft  der 

Kilipse,  dass  die  Linie  IjJV  die  verlängerte  grosse  Axc  der 


Ellipsp  in  demselben  Punkte  schneidet,  in  welchem  diese  Axe  ge- 
schnitten wird  von  einer  Tangente  der  ersten  Kilipse,  deren  Be- 
rührungspunkt die  Abscisse  =  ß  hat;  es  ist  dieses  einer  der  Paukte, 
in  waläen  der  von  Z  anf  die  grosse  Aza  geftllte  Perpendikel  dfo 
erste  BIlipse  schneidet»  wniin  nnr  ^^is'ist. 


1  y  K I  ^  u  u  y 
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16.  Legt  man  durch  Z  eine  gerade  Linie  {X)  parallel  mit 
£jNy  80  findet  man  mit  Rücksiebt  mI  die  Gieichmg  der  Linie  JLN 
<f .  15.)  filr  {}.)  die  Gleieheeg: 

Oder  wenn  md  den  Mittelpunkt  K  der  xweiten  BUipee  «lt. Ab» 

fangspunkt.  die  Axeo  dieser  Ellipse  als  Coordinatenazen  wiiirt, 
und  die  darauf  sieb  beziehenden  Coordinaten  dnccb      Ml4  *9 
seichnct,  ao  erhält  nan  für  (A,)  die  Gleichung: 

Setzt  aaa  ni  dieeer  Iftlslni  €leielNM|ir  *V^^t  fipte  «■» 
rdr  den  Punkt,  in  welchem  die  verlängerte  grosse  Axe  der  iwei- 
ten  Ellipse  von  (P. )  geaehnitten  wird,  den  Werth  der  Abseiiae: 
«^_r^«^^>£  ^^^^^  ^  ^  Abaeiaee 

4tf  FenkMa  Z  der  zweiten  Ellipse  ist,  durch  welchen  die  l^inie 
(A)  gehet,  so  erpicht  sich  ans  dem  hier  gefundenen  Werlbe  von  'x 
oecn  der  schon  vorhin  benutzten  Eigenschuft  der  Ellipse,  duss  die 
»weite  Ellipse  von  der  Linie  (X\  in  Z  berührt  wira.  lleoiBacb 
iat  die  gemeieeeae  Schee  beider  Bllipaee  aiit  der  dein 
Punkte  Z  zugehörigen  Tangente  der  zweiten  Kllipsc 
parallel»  uild  wird  folglieb  dnrcb  die  gerade  Linie  iiCZ 
balbirt. 

'  17.  PQr  #ie  Pmkte  G  und  is  weteben  die  ertte  BNIpie 
vea  der  Gereden  JTZ  gcacbnitten  wird,  findet  man  leicbt  die  Geotw 

toet  rhß 

dinaten  y=  dbr7==========»     =  db  .  .  ,  .      =.  Daher  wird 

die  durch  einen  dieser  Punkte,  z.  B.  durch  G  gehende  gernde  Linie, 
welche  parallel  ist  mit  der  gemeinaamen  Sehne  itN^  ausgedrOckt 

»*B  b  1  y  

durch  die  Gleicliunir  y  =  r^^H  Kr'ö» -f- Setzt  man 

biet  wieder  ^=0,  so  findet  man  für  den  Punkt,  in  welchem  diese 
Linie  die  verlängerte  grosse  Axe  der  ersten  Ellipse  schneidet,  die 
Ahidm: 


rbß 

Da  aber  i  y  Abaeiase  des  Punktes  O  der  Ellipae  ist, 

durch  welchen  die  betrachtete  gerade  Linie  gehet,  so  ergicbt  sich 
aus  dem  hier  gefundenen  Wert  he  von  or,  diiss  d'u'!<e  Gerade  die 
Ellipae  in  O  berührt.  Aehnliches  gilt  von  der  durch  den  anderen 
Plinkl  C  gelegten  Parallele  nrit  LN,  i«»«r  also  lind  dl« 
4ea  Punkten  Z  und  K  cugehfirigen  Tangenten  der  zwei- 
ten Ellipse  parallel  mit  den  Tangenten  der  ersten  f&r 
die  Punkte,  in  welchen  die  erste  Ellipse,  von  der  gera- 
reden  Lisie  JTZ  «eeeheitten  wird;  «»d  wenn  9  Mtetf* 
lislh  4tr  «rit«B  Blllpee  liegt»  «leo  beide  Blilpeea  tUh 


^^^^^^ 

a 

•clibeiden,  so  ist  auch  die  ihnen  geaciaMMt  Sehnt  pn* 
rsilel  mit  jenen  Tao^cnten. 

IS.   Wenn  Z  aussi  rhnlb  der  enften  EUi|ifte  l>«g^^  ■■«^ 
ist«  to  ergiebt  sich  aus  §.  15.  und  f.  17.  eio  leicltes  Verfahren,  die 
Schneiilungspnnkte  L  und  N  beider  Klli|»sen  za  finden,  ohne  4«M 
die  zweite  Kllipse  cunstriiirt  zn  werden  braucht. 

19.  Liegt  Z  ausBcrbaib  der  ersten  Rllipse,  ao  wird 
i^tstere  von  der  geraden  Linie        in  X,  Ten  %K  In  K 
berührt.     Durch  die  Coordinaten  des  Punktes         .r,    und  jTt 
(4.  14.  II.)  findet  man,  weil  r«o»  -f-  #V*  ^      ■+-  r'Ä«  = 

Mt,  für  dieUnieZiLdieGleicfaung:y-a=|^^^(dr— /O- 

i-ur  y  =  0  erbalt  man  bierays;  a;       ^^^^^^    =  ra«»,Hf»Sr 

«M'^^^f^f^^,  UM«»  ain  «icbtiglMt  der  Mnnfitug  fir 
^iC  folgt.  Aebnlieb  lit  der'BeweU  fiir  ZiK 

20.  Wenn  der  Punkt  Z  auf  der  gegebenen  Ellipse  Hegt,  also 
r*«'  -h  J»'^*  =  r'^'  =  ist,  so  findet  man  aus  den  r ormeln 
(I)  und  (Ii)  in  %,  13.  leicht,  dass  dann  die  Axen  der  iweiten 
Ellipse  beziehungsweise  gleicb  sind  den  Hälften  der 
Axen  der  e raten  KIlipae.  O«  diesen  gilt,  welclMr  Pnnkt  des 
.pAlfeYigee  <ler  ersten  Kilipse  für  Z  genoiiinien  werden  mag,  so  folgt 
nebenbei  hieraus  auch,  dass  eine  Kllipse,  deren  Axen  beziebun^s- 
T^eife  gleich  sind  den  UaU'teu  der  Axen  einer  anderen  Ellipse*  im- 

.«er  In  di^e  «ndere  so  .gelegt  werden  kenn»  dess  sie  dnrel  denn 
Mittelpunlct  »gebet,  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt, 
und  ihre  A^ea*  den  gleiebnamigfn  Axev  der  nnderen  liillipse.  M'*!- 
}el  sind. 

21.  Dlireb  Üsiltebmng  des  Voransgebenden  ergiebt  sieb  nan 

aueb  Mg^nder  8atz:  wei^n  von  irgend  einem  Plinkle  Z  des  Cb- 

fanges  rinor  Ellipse  belieldg  viele  Sclinen  gezogen,  und  abwärts 
Ton  jenem  Punkte  verlängert  werden  um  ein  Stück,  das  der  Sehne 
selbst  gleich' ist,  so  liegen  die  Kndpunkte  dieser  Verlangerungen 
auf!  eUier  Ellipse,  deren  Axen  das  Doppelte  von  den  gleicbDaniigen 
Axen  (Irr  ersten  Ellipse  unii  mit  die^^en  parallel  sind;  der  Mittel- 
punkt der  neuen  Ellipse  ist  der  zweite  Endpunkt  des  von  Z  aus- 
gebenden Durchmessers  der  ersten  Ellipse,  und  beide  Ellipsen  be- 
rilbren  sieb  in  Z.  Dieser  Sats  ist  indessen  ebenso  wie  der  obMi 
in  f.  12«  erwähnte  nur  ein  beKmuIeror  Fall  eines  nl%iaeinereB, 
den  wir  nachher  aussprechen  nnd  licwcisen  werden. 

22.  Alles  hier  in  Betreff  der  Ellipse  Gefundene  gilt  in  Allge- 
meinen auch,  wenn  der  gegebene  keffelarbnitt»  also  auch  der 
swetin  ein  Kreis  ist,  nur  wt  linigea  Hndffientipnen.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich  «r  =  ^,  r  s-#  r=  1  su  seilen;  wenn  daher  der 
Uiiihmosscr  des  neuen  Kreises  durch  q  bezeichnet  wird,  während 

der  des  gegebenen  =  a  ist,  so  hat  man  hier  q  =  ^X^a^  -f-  (f*. 
Liegt  Z  ausserballi  des  ersten  Kreises,  ist  also  u^-^ß-^a^^  se 
.sciliieiden  sich  bei^e  Kreise  in  nwei  Pnnkien  ^  nnd  JV,  für  derea 

'^ordinalen  bier  die  Pormeln  gelten :  y—  ^  T^^^ry  »^IT'i 

ff  — f—  p  (t  — ^  p  • 

wo  nun  m  =  V/a'  /5f'  —  ist.  Für  die  gerade  Ijinie,  wel- 
t^lie  durcli  diese  Scbneidungspupkte  gebet,,  bat  man  daber  die  ^vle»- 
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die  Gleichodg  y=  -^i«r  gilt,  ao  .ergiebt  sich  aus  der  Form  dieser 

Widen  Gieicbangen,  dass  die  gemeinsame^Srhnc  f^JV  unter  rechten 
Winkele  voo  der  Lieie  JTZ  getclieilteo  ,wird.  Auf  eine  sehr  ein- 
leck«  Weite  MtA  ftiit  Uereiie  der  Pevellcliieiiif  dieeer  Sehee  nit 
4m  oben  beceicnneleB  TaDgcDten  (vergl.  f.  16.  17.). 

23.  Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist,  ausge- 
drückt durch  die  Gleichung  (^)  in  ^.  7.,  so  ist  «ucb  der  iweite 
eine  Hyperbel,  fiir  welche  die  Gleichung  gilt: 

—       H- «f    —       Ä  Ik 

Ffir   die  Grösse  der  Axen  findet  man   (§.  4.  VIII.  und  IX.): 

4Ci  >  ^  ^ — *   an  de»  «ckfMluigtfiriB 

teil   L'  ond   jy   beider  Hyperbeln    gekofta    dit  Coordioalen: 

rageii«Miüeii  M,  Mttt  Mck  s*ß*  —       =s  r*^* — s=#*«*  —es" 

Ift.  Die  durch  L  vod     gdlegte  gerade  Linie  hat  «ar  Gleicbatfg: 

^  y'^*  ™*  ^^7V"      7'  daher  gilt  Wer 

eine  ihnliche  Bcmerknog,  alt  oben  4*  1«^  dei*  Ellipse  gemacht 
worden  ist.  Für  die  durch  Z  gelegte  Parallele  mit  £>iV  gilt  zwi« 
tcbca  dea  Coordiaatea  'op  and  'y  an?  die  iixea  aad  dea  Mittelpunkt 

dar   awallaa  Hyperbel  beaag«a   die .  «laiebaag:    >:tep^  > 

—  i  .  -t;^  .  1-  ur  'y  =  0  wird  'or  =  =  7^,  woraus 

hervorgeht,  dass  diese  Parallele  die  zweite  Hyperbel  in  Z  berührt. 
Zu  den  Punkten  G  und  G\  in  welchen  die  erste  Hyperbel  von  dar 
geradea  Linie  JTZ  getcbnfcten  wird,  gehören  die  Coordiaatea 

heade   Parailelf  mit  EM  hat  aar  (Uelebaa|r?    y  ss  ^.r 

-  -r«a\   Fftr  jf  =  0  wird  or  ==a  T  l!^! 
riß 

=      :  1  /  ,  „     =?^>  woraus  folgt,  dass  diese  Linie  die  erste  Hr> 

Eerbel  in  ^  berlilirt.    Aebnliches  gilt  von  der  Parallele  durch 
)ie  dem  Punkte  Z  sugehörige  Tangente  der  zweiten  Hyperbel  ist 
ala»  mit  dea  Taageatea  der  ertten  llyperbel  fttr  die  Paafcte  €f  aad 

parallel,  und  wenn  die  Hyperbeln  sich  schneiden,  sw  ist  ancb 
die  gemeintanie  Sehne  mit  jenen  Tangenten  portllel.    Die  dareb' 

Z  aad  /.  galagte  toada  ba(  aar  Glaiehna||r  y^t«^^(;r-«, 

für  y  =  0  wird  >r  =      ;   ^»^a  ^  "'^  Rücksicht  auf  den 

Werth  der  Abtcitse  des  Pnoktes  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die 
Q^rmim  SU*  A\%  aratfa  Hf  ^*  ^  barShrt.  Ebento  findet 


m 

muD,  dass  ZA'  die  Hyperbel  in  iV  berülirt;  beide  Mal  wird  «bcr 
vorausgesetzt,  doss  Z  ausserhalb  der  ersten  Hyperbel  liegt. 

24.  Weon  der  gegebene  Punkt  Z  nnf  der  HypeAcl  mltil 
Hegt,  d.i.  wenn  — V*a' =  r'Ä»  =  ist,  so  sind  die  Aicn 
der  zweiteu  Hyperbel  gleich  den  Hallten  der  gleichnnmigen  Axee 
der  ersten,  und  durch  tmkehruog  lasst  sich  hi<>raus  auch  für  die 
Hyperbel  ein  HbH,  «nntog  den  in  4. 1%,  ntfd  21.  «usgesproehenen, 
•nistellen.  Bs  soll  aber  jetzt  nocii  der  altfteeieinere  Satz  bewiesen 
werden,  von  wclcliem  die  iro  'urlitcD  Hilf  besondere  FiUe  sied}  die* 
•er  ultgeineine  Suti  ist  tolgtMi<ier. 

25.  Wenn  man  von  einem  auf  dem  Umfanae  irgend 
einet  Kegelscbnittei  beliebig  gew&blten.Pnnkte  Z  ir- 
gend  wie  viele  Nebnen  zieiit^  nod  ven  2  eus  auf  jeder 
Sehne  seihst,  oder  nach  der  entircp^en gesetzten  Seite 
hin  auf  ihrer  Verlängerung  einen  Abscknittso  bestinoit, 
deie  dal  Verbültniae  swiscken  dienern  AUaehnitte  and  der 
sttf^ebörigett  8ebne  überall  daaselbe  ist,  te  liegen  die 
Kndpiinkte  aller  Alisilinittc  auf  einem  zweiten  Reipcl« 
schnitte  von  derselben  Art,  als  der  gegebene. 

Beweis.    Der  gegebene  Kegelschnitt  sei  ausgedrückt  durch 
eine  Gieicbung  zwiaenen  recbtivinklichen  Coordiniten  m  atfd  die 
,  den  Punkt  Z  zum  Anfangspunkte  haben;  so  muss,  weil  dieser  Punkt 
'  «nf  dem  Kegelscbnitte  selbst  liegt,  diese  üleicbung  die  Form  beben: 

^m*^BSu-hCt*-i-Dm-^E/=0  (I) 

Jedp  von  ^  ausirehende  gerade  T>inle  winl  vorgestellt  durrh  die 
Clcii  iiung:  f/ = /V,  und  schneidet  den  kegelscbnitt  oucb  in  einea 
zweiten  Punkte  F,  dessen  Cuordinaten  sind: 

DP^E  _  <DP^E)P 

*—     dP*^ItP^C'  AP**^JtP^C'*" 

Wird  nan  eof  d^r  Seboe  ZF,  oder  enf  deren  Verlangeraog  nber 
Z  hinaus  der  Abscbnitt  ZW  w  bestioimt,  das«  ZF:  ZIF=  I  :« 

sich  verhält,  wo  h  irgend  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeu- 
tet, so  erkennt  man  leirlit^  dass  die  dem  Punkte  IF  zugeböriges 
Coordinutca  diese  Wertbe  haben  müssen:.  ' 

*  t  ^iPP-i-E)  niDP+R)P 

—     AP^^BP^C  AP*^ßP^C"" 

Elinihilrt  nan  ans  den  beiden  Öleiehvngen  (III)  die  Grösse  P,  so 
nmss  das  Resultat  die  Gleichung  dbr  Certe  Sein,  welche  der  geo- 
metrische Ort  der  Kndpunkte  aller  von  Z  aus  bestimmten  .Abschnitte 
jener  St-Imen  ist  (  vergl.  5.).  Die  wirkliche  Auitfiibrun;;  dieser 
Klimination  aber  giebt  (auf  dem  in  f.  5.  befolgten  Wege)  zuletzt 
fuigende  Gleiebengc 

^««  +  i7<ü  +  Ci^'+«i'«  +  iSiS!f=:0....  (IV) 

De  nee  die  drei  ersten  Goeffirlenlen  dieser  Gieiebung  identisch  sind 
^it  den  entsprechenden  Coefiicienten  der  Gloftsbeeg  (I),  so  felgll 
Uerees  eecb  §.  3.»  <leas  die  dar  GlMQbeBg(IV>  eetafpiecbaedo  Om% 
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du  Keft^ltebDitt  von  ganii  «lerwlben  Art  \tt,  «!•  der  dureli  4ie 
elianff  (1)  bexeichDete. 

26.  Man  nehme  nn,  was  ofTenhar  erlaubt  ist,  doss  die  Axen 
der  Coordinoten  «t  und  f  der  Gleichung^  (I),  also  auch  die  der  6lei> 
chonff  (IV),  parallel  seien  den  Axen  des  pcegebeoen  KegelscbniMe«; 
«tor- Mittelpunkt  4ivtea  KegeUchniite»  (hei  der ' Parabel  #«r  Sdieital 
«ler  Axp)  werde  wieder  durch  Ä",  der  Mittelpunkt  des  neuen  durrü 
Ä  bezeichnet,  und  a  und  ß  seien  die  Coordinaten  des  Punktes  Z 
bezo^eo  auf  den  Aofimgüiiuiikt  K  und  die  Axeo  des  ersten  kegei- 
lebnitftef.  Dt«  Gleichung  (I)  in  2SL  bot  daber  biet  folgiBde' Fora: , 
Ahr  dhi  P^bel:  • 

Hf  die  Ellipse: 

r>ii>  +  ««#'+2ar«Sf-|-2^«'«=sO  ....  (U) 
fti*  div  Hypevbel. 

r««'— 2ar»ii  — 2^*'*  =  0  ....  (III) 

Dieses  in  Verbindung  Mit  der  GldebMg  (IV)  in  f.  S8w  glebt  Fol- 
gendes zu  erkennen. 

27.  I.   Auch  der  neue  Kegeicebnitt  gebt  durch  den  Anfang«- 
pnekt  Z  der  Coordinaten  m  and  i. 

II.  Die  Axen  des  neuen  Ken^elschnittes  sind  parallel  deB  AzeB 
des  ursprünglich  ^egelienen  (§.  4.  vergl.      6.  III.). 

III.  Wenn  tür^  den  Mittelpunkt  St  <les  neuen  Regelscbnittes 
(bei  der  Parabel  für  den  Scheitel  der  Axe)  die  auf  die  Axen  der 
«r  ond  t  sich  beziehenden  Coordinaten  wieder  durch  i'  und  A:', 
dagegen  die  auf  den  Anfangspunkt  A"  und  die  Axen  des  ersten 
Kegelschnittes  bezugeuen  Coordinaten  durch  17  uad  ^  bezeichnet 
werden,  so  ist,  von  welcher  Art  auch  der  Kegelschnitt  sein  mag, 
»■er 

=  —       it'r=  — «/Jj  i7  =  (l  —  «f)a,  &=z{\^n)ß. 

Der  Punkt  ft  lioß-t  also  immer  auf  der  durch  Z  und  K  gelegten 
geraden  Linie  in  dem  Abstände  =(1  — »ja  von  der  Uaupiaxe  des 
ersten  Ke^^elschnittes. 

IV.  lat  der  erste  Kegelsehoitt  eine  Perabel »  nnd  derea  Pen- 
aeter  ^/»,  lo  bat  der  zweite  Kegelschnitt,  auch  ^ine  Parabel,  den 
Paraneter  tt  r=z  4.  III.).  Ist  der  erste  Kegelschnitt  eine  El> 
lipse  oder  Hyperbel,  «leren  Axen  2a  und  26  sind,  so  bat  der  zweite 
KegeleebalU  die  Axen  ti^Bm,%f^t^ssm,fA.  üedentet  also  » 
den  Pareaeter  des  ersten,  p'  den  Plir«neter  des  zweiten  Kegel« 
Schnittes,  so  ist  in  allen  Fällen  p'=sMp.  Diese  Werthe  «ler  Axen 
2«'  und  W  findet  man  aus  %.  4.  V.  und  VIII.  und  L\.  vergL 
f.  25.  IV. i  f.  26.  II.  und  III.  mit  Rüeksicbt  darauf,  daaa  bier  tlr 
die  KIlipse  r*a* s*ß*  sss»m*  safH*,  ftr  die  Hjnivrbel 

—  r«a»  r»Ä»  ist. 

V.  Die  gerade  l/inic.  welche  deu  ersten  Kegelschnitt 
im  dem  Punkte  Z  berührt,  beriibrt  in  denselben  Punkte 
•«•b  den  sweltea  KegeleebnStt,  dsber  beribrea  iick  im 
Z:  bwid«  CegeliebBiftte  Mlbet 


374 

Stivet«.  Dk  gtnA«  Um»»  «dtfcf  ih.9nt§  Fv^btl  im 

Pnokte  Z  berührt,  bat  tnr  GleieboD(|^:  y  —  a  =  ^(jr  —  /f). 

Wenn  mau  aber  den  Scbeitel  St  4cr  gweüen  Parabel  ak  Au- 
fiiBgfpeDkl,  4ie  Aie  4«Melbett  «Ii  «AbiciMeaue  »iMt,  vmi  4ie 

entsprecbeDdea  Coordinaten  durch  'ar  und       beseichnet,  so  ist 

4?  =  '^  —  («  —  1)/^)  y  =  'y  —  —  1)«)  wodurch  die 
GleicbuDg  der  geducliieu  Tuugente   diese  Form  erhält:      —  na 

=  ^('^  —  'y  =  0  wird  'jc  =  —  »/S,  woraus  folgt,  das» 

die  gedachte  Tangente  auch  die  zweite  Parabel  in  Z  berührt.  — 
Ist  der  erste  Kegelsclmitt  eine  EUipse,  so  Undet  man  für  die  deoi 
Ponkte   Z  ingeLurige   TangeAte   die   Gleichung;       —  Mi  =s 

 —  fiß)f  WO  die  Coordinaten  'y  und  'j:  auf  den  Mittelpunkt 

und  die  Axen  der  xweiteo  Kljipse  sieb  bezieben.  Für  'y  =  0  er- 
giebt  sich  'or  =  Hr         ^  £1  ^j,^         ^^^^^  erkanpt 

wird,  dass  die  betrachtete  Tangente  auch  die  zweite  EllipM  im  Z 
berährt.  Gans  äbalich  ist  der  Beweis  für  die  ÜjrperbeL; 


Gegen  Herrn  Doctor  Barfuss. 

* 

Von  den 

Henm  Doctor  O.  Sehl 5 milch, 

FrivatdoceatcA  v\  der  Universität  zu  4ens> 


Im  3ten  HiAe  des  4ten  Banden  dicaer  Zekaobrifl  -bat  Borr  Dr. 
Barfuss  die  ältere  Euler»  t'ricsiscbe  Ansiebt  von  den  unendlichen 
Reihen,  der  neueren,  hauptsächlich  durch  Caucliy^s  geistreichen 
Cours  U'analyse  asgeregten,  gegenüber  zu  veitretea  KCsncbL  IKe 
Aaeiebt  OMeres  sedivteB  Gefrnere  wt  islgtode:  Bei  Ar  BMhwivg 
mit  unendlichen  Reihen  ist  die  Snanrnng  dere#lbeii  ein  gans  nm* 
tergeordnetes  («escliäft;  die  Hauptsache  ist,  durch  gewisse  aoalytU 
acbe,  oder  wie  Fries  sagt,  syntaktische  Operationen,  die  FuACtio- 
MB  in  Reibea  s«  entwickele;  d.  h.  alt  aadm  Wurlettt  es  k««all 
WniCiächHch  auf  die  (JnwanddnB|yia  der  Form  einer  Fnnetio» 
M,  wobei  nie  eiuui      geacUoimai^  mumni  alft  iw  ÜihMli—ji 


I 


ÜMlInrfeBder  Aotdnick  emcheint,  ub4  mkht  «irf  ikr«  ahteeiMobta 
WeHlifl  in  de?  letzteren  Gestair.  •  -  '  i:    •  i 

Bev»r  ieb  dio»  Aifidit  MtlBirMirtekMhliv  Mtolck^iaiM 
Worte  über  die  Rrkik  sagM,' iMklen  llr«  Dr.  Barfaii  MiMiBeäh:- 
DUDgen  unterworfen  bat: 

Mein  erstes  Beispiel  bat  derselbe  gänxlicb  nissverstaodeD.  Will 
■u  Dinlick  deD  Aaadfaek  Ante  tir  eih«  Eeilie  Terwandeln^  so 
keaalBt  Bas  biersn  die  beiden  Eigeoachaftea  Arctaa  « — Arctan  f 


=s  Areto»  j^j^~uBdLla^''*^|^"  ^=b  |  für  abnebaeade  A  Man  (ndet' 
Arelan  ;ra=ar  —  f «r» -H  jX*  — r . . 

•  •  • 

NiaiBit  «an  aber  dia  nSaliclia  KaeliDaog  einer  gewiiaen  Panctian 
flae)  f or,  welch«  die  beiden  BigeaadiafteB 

u--P^=  i    ■ . .. . ..... 

beeitat,  lo  findet  mm  nmtk 

/(jr)=«— |««+fjp»—   ;:;> 

Nun  sagt  darauf  Herr  Dr.  Bnrfoss:    ,,Die  Nocliweismig,  dass  /{x) 
=  arelff  «  sei,  bat  mit  der  JUetbode  der  un^cstisualeQ  Coefijde|iit|!a 
gar  nicatt  lo  acbaffen  (?).   Und  wo  wollte  man  äneli  den  Beweb* 
grnad  bernebmeo,  dass  zwei  verschiedene  Fnndlionen  deonoch  etneiv 
lei  Reibenentwicketun^   g:e(>«B  könnten  f.    Ht«r  ist  das  Missver« 
atättdniss  klar;  ick  meine  im  Gegentbeil:  wo  will  aiaa  dea  lieweia» . 
grnad  beraebmea»  daM  derjenige  lh»0adlil'bahe,''W«lebec  aa  cafiBoi 
«i8a  Wim  an  babnapten,  er  kenne  zwei  solebe  Terdebtedeae  Fonctio»  • 
nen,  dnnon  die  genannten  RigetracliafteD  zukewacii.  Darauf  könnto' 
mir  Herr  Dr.  Barfuss  erwidern,  was  er  am  Knde  dier  Seite  226.  sag't, 
oämlicb:  ,,es  findet  sieb  faT/'{jc)  eine  vollkommen  bestiauate  Reihe,. 
«i«lehe  aeigt,  dnse  jedaai  heatidiidften  Wartha  rbn  ^r  «in  heatiatnitaat! 
Werth  von  /{a:)  angehört  und  dass  folglich  dia-Fnactioa  y(«)*t 
durch  die  ihr  beigelegten  Eigenschaften  vollkommen  bestimmt  ist^*. 
Hier  wird  Herr  Dr.  Barfuss  beinahe  seiner  Ansicht  untreu;  denn  er 
spricht  von  deo  beatiotmteo,  alae  anmeriacheir  Wevtheii)  iraMiv  dlii 


ir— 4-'«^'  -hl«*  —  •••• 


fnr  einen  bestimmten  Werth  von  a:  annnimmt,  d.  h.  er  betrachtet 
auf  einmal  /{a:)  als  die  arithmetische  Summe  der  Reihe,  wäh-, 
read  er  aaaat  nnr  ron  tyntaktischen  Kntwiekelnngen  hü'ren 
Aber  wir  können  ihm  auch  diess  zugeben,  weil  seia  Argument  nnr 
so  weit  reicht,  als  sich  jene  ReiU«  arithmetisch  summiren  lässt, 
d.  b.  convergirt.  Aber  wie  wird  denn  die  Sache,  wenn  die  Reibe 
divergirt?  Wenn  ich  cavalierement  sogte:  ja,  jene  beiden  oder  meh- 
reren  Fonctianen,  welchen  gameinecbaitliek  die  Eiganaehaften  an* 
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nad  i^entiteti  bis  or  -sal,  ton  4«  an  vartdiMdea»  etwH  a» 

Curven  innerhalb  eines  gewissen  Intcrvalles  sich  decken,  Dar.hlMr 
aber  anseinanderfohren ,  so  fällt  das  Argument  meines  Herrn  Geg- 
ners gaax  weg").  Und  in  der  That  wäre^eine  Behaufitttog  dar  Art 
gar  Bielita  Nenai.  So  bat  aaa  s.  B.  ' 

jTpjÄl  — *  +     — a:' 

oder  aieli: 


aoa  waieheii  ßr  folgt: 

'   1=1  — l-Hl-lH-.... 

Da  bat  mau  ja  gleich  ein  Beispiel,  data  awei  verschiedene  Functio- 
Den  die  nänliche  Reihe  geben« 

In  Besag  auf  die  letstaran  beiden  Roihan  hat  l«agraage  eine  Er- 
klärung versucht  Er  aagt  niUnlieb:  aian  erwigo  die  fehlenden 
Glietjer,  so  ist 


Nioioit  man  für  or  =  i  ein  Glied  der  Reihe,  so  erhält  man  1,  nimmt 
■an  t  Cniedor  «ioder  1 ,  and  niainit  nun  3  Glieder  gar  niehta  sar 
Sa«aie.  Ana  1,  1,  0  ist  aber  f  daa  arithmetische  Mittel.  Abgese- 
hen davon ,  dass  diese  Erklärung  rein  aus  ^ler  Luft  sregriOen  ist 
und  man  ffar  nicht  weiss,  woher  die  Befugniss  sum  Mitteinehmen 
komait,  hilft  ans  diese  Erklimag  gar  nichts.  Sie  aehiebt  die  Schwio> 
rigkoit  nof  die  Seite,  aber  bohl  sie  nicht.  Eine  sniebo  Brklimng, 
wenn  es  anders  eine  ist,  m^g  wobl  allenfalls  dann  gelten,  weun 
man  dadurch  zu  der  Reihe  1  — i  alO.  gekoaUBOn  iaty  daia 
man  eine  Reihe  von  der  Form 

oft  —       -f-       —  ^trtf -f-  . . . , 

fiir  ;r  ==  1  specialisirt  hat.  Aber  was  fängt  man  denn  an,  wenn 
man  auf  anderem  Wege  zu  dieser  Reihe  gelangt?  Gesetst,  .mpu 
wollte  die  Snmme  der  Reibe 

2(cos*  2^  —  cos»  Aa:  -h  cos*  6;r  —  1  = 

oder  auch  nur  diejenige  Function  suchen,  deren  sjntaktiscbe 
Katwiekelung  sie  ist,  so  b&tte  van 

Soea*  iofsssl-^cos  a: 

tcos'  Aa:  =  1  -f-  cos  2jr 

2cos'  6:r  =  l  -f-  cos  3.2; 


*)  Mit  Hülfe  der  Inte^alrechnung  lässt  sieb  zeigen,  dass  diess  im  obigen 
Falle  unmöglich  sei;  aber  wir  befiodeo  uns  hier  im  Gebiete  der  aUge- 

meinen  Arithmetik! 


I 


kju^  jd  by  Googl 


Mglick 


i»s=l  —  l-4-l-I-|-.... 

-f-  CO!  X  —  COl  SdT  +  COf  3«  -> . . .  • 


Was  setxt  mao  pao  für  die  erste  Reiliel  \y  \  oder        d«  auch 

I 


=  1  —  j;«  H- —         -t- ar»«  — 


ist   Hier  lässt  udb  auch  Lagrange  im  Stiche. 

Nach  dieaer  Digression  kehre  ich  wieder  su  deo  „BenierkuogeD** 
dta  Herro  Doctor  Barfuaa  lurfick. 

DeiMlba  tadelt  ia  N«.  S.  wdm  BnliflelBtlaig  vob 

cot  ar  +  co*  SiV  +  coa  3cp  +  > •••bs*— ^, 
Mm  «r  flM  «df  die  «OgmiMM  GMdiag 

t;  c<m  ar  — 1>»  ,  _ 

I  > fy  eoi  ;r^y»^*^  cot  Ir+r»  eot 

verweiat.  Ffir  98 1  «sd  «=0  seigt  er»  deaa  * 

ob  sss  1 -f- 1 4- IH- 1 -H  • . . . 

herauikommt,  was  ich  ihm  gern  zugebe.  Wenn  eher  nickt  =0 
und  nicht  =:2Mr  ist,  ao  erhält  maii  doch 

#    *  •  ■  • 

— '^sscee  jr+coi  tljr+eee  34r+.**.  (ÄS 


weil  io  diesem  Falte  eea  x  —  1  =  —  2siD'  |x  uad  1  —  2eo8 
ss:4Bin*4jr  geaetst  werden  darf.  Meie  Herr  GecDer  bat  elao  wei- 
ter oichts  bewiesen,  als  dass  die  Gleichung "(jv)  für  ^==0  und 
X  =  Inn  Aasnabmen  erleidet.    KntwickelB  Wir  jetst  baideraeite 
nach  Poteoien  von      so  wird 

und  diesa  gilt  alierdiogs  nicht  für  jeden  Werth  von  jr«  wie  Heft 
Dr.  Barfuas  sagt,  weil  die  Fälle  a:r=0  und  a;=z%$7r  aosaunebmen 
aind*  Derena  acUieaat  desaelbe,  deaa  ick  die  CoeffieieuteB  beider« 
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teitf  nicht  verglekbes  4Mb»  wobei  er  licli  mhw  im  9lwm  IwHhmmm 

befindet. 

Hat  MD  nämlich  für  «lie  ttöglicheo  Wertbe  ton  op  die  Gl«* 

cbuDg 

•  •  <  » 

■o  beweist  Ben ,  dass  az=z  6  =  e=sä  etc.  =0  sei ,  enf  felgeode 

höchst  ungeDÜgeode  Weise.  Man  setzt  a:=:0  und  bekommt  «r  =  0; 
ond  zwar  ist  jetzt  diesa  Kesultat  für  jedßs  :r  allgemein  richtig,  ob« 
gleich  CS  für  einen  speciellcn  Füll  von  jc  heraufgebracht  wurde, 
weil  er  ve«  .  4f  «mbhängig  ist.  Mmf  gehfr  Mi  weüer  «ad  be- 
weist,  dass  6=zc=zd  etr.  =0  sind.  Daraus  sollte  man  freilich 
sclilipssen,  dnss  der  Satz  dann  nicht  richtifr  wäre,  wenn  für  ar:=:0 
eine  Ausnahme  in  der  ubigeo  Gleichung  eiutritt«  Das  ist  aber  to* 
tal  falsch.  Der  Satz  lautet  nämlich  so  i  .«• 
Weaa  ilie  GlelfebliBg 

ftr  olle  jr  gilt,  welche  ianerhalb  eivoi»  wen»  «Mb  «och  ae  htoinn 
loterfolles  «sb«  Us  4ffmß  Uegsiw  s«  ist  . 

was  man  weit  groigeodor  mitlelsl  4^*  J)iiQrei^oir«chM«g^«oi9ia 
kann.  _  .  . 

Wenn  ovo  eocb  «ugegebeo  wird,  dass  die  ^lotchaog  {B)  «der 

dr  «rsO'nad  d^s=i«r  oicht  gilt,  so  bleii&t  sie  deich  ausserdem 

richtig  und  das  Intervall,  für  welches  sie  gilt,  geht  von  0  bis  2»-, 
beide  Grämen  ausgeschlossen.  Es  ist  mir  also  nach  dem  vorigen 
Sal»«  auch  die  CoeilicientcBveigleicbupg  erlaubt  und  da  findet  sieb 
diieh  wloder 

1  +  1  -+-  1        ....==:  — I 

•od  mithiB  triflt  mich  gsr  nicht,  WM  müm  Berr  Gegner  gegea  dieie 
Bosaltoto  ?orbpag^ 

•    •  •  *  • 

II. 

Ich  will  jetzt  der  Sache  näher  treten.    Nach  der  Euter -l^iiesi* 
•cheo  Anaicbt  ist  die  Bedeatuiig  einer  tiieichtog  wie 
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folgende:  Ich  kean  durch  Anwendung'  einer  gewissen  analytischen 

Jayntak tischen)  Operation,  hier  der  Division,  aus  dem  Ansdrucke 
{■kl  fo  viele  Glieder  der  Eeihe  refchli  benaieiitwick«le .  alt  Ich 
■vr  will,  und  twar  für  jeden  heliehiffen  Werth  von  Gehe  Ich 
un  mit  dieaer  Opeiatioa  iga^PBfwHiisSii  foit,  # o  iat  wirlüick 

Daher  betsst  es  auch  in  den  „Bemerkungen*'  des  Herrn  Dr.  Barfnsa 
S.  M;s  „Ist  dean  alehl  df-f-«*«|» jr" -f-. .  die  Eatwiekelimg 

von  ^  ^ ^  und   nur  von  diesem,  auch  wenn  nicht  hinzugefügt 

wird,  a:  müsse  kleiner  lils  1  sein."  0  ja,  nber  welche  Lo' 
gik  lehrt  ans  denn,  für  eine  solche  analytische  Be- 
afakaag  aweier  Aaadrleka  ein  OlaifehhelltsaUhea  an 
hraaehaa?  Weaa  mtm  dank  ain  gawinae  Varfakraar  aaa-  daai 

Aiidraaka         aa  via! Gliadar  der  gans  aaaaariialh  ^aMalliaa  ata« 

kaadea  Belke  4?  -|-  4?*  +  ir"  +  •  •  •  •  henrorioekaa  kaaa,  ala  maa 
will,  wer  berechtigt  uns  denn,  diese  beiden  Dinga  filr  gleich  an- 

xuaehen  ?  Ein  Gleichheitszeichen  darf  nur  da  steben,  wo  zwei  Dinge 
einander  entweder  identisch  sind^  oder  sich  einer  solchen  Identität 
uobegränzt  nähern,  oder  wenn  das  eine  bloss  formell  von  dem  an- 
daraa  vanchiedea  iet,  etwa  wie  in  der  Gleichung  (m  —  + 
=    — Ä». 

Das  letztere  will  Fries  in  seiner  Naturphilosophie  (S.  161.) 
fär  unseren  Fall  geltend  macUeo.'  Br  meint»  die  Gleichang 


hadaata  aTataktiack  waltar  nicbta,  ala  data  dia  Raiha  fachte  mit 

1  —  jr  Bultiplicirt  1  gebe,  and  in  so  fern  sei  diese  afiebto  als  ein 
Fall  von  der  Umkefaruug  der  syntaktischen  Operation  des  Multipli» 
cirens.  Er  aa^t  ferner,  man  brauche  nur  mit  1  — beMiersatta  iO 
BUiUiplicirea,  um  sich  daven  so  überzeugen;  es  eei  daAJ»  - 


l  =  l+jr  +  4r* 


—  o-  —  u  -  —  .i'  -  ... 


Bever  ich  auf  das  Unrichtige  hierin  aufmerksam  mache ,  will 
ich  ain  raar  'gaaa  triviale  Beispiele  Shaliekar  Art  hehandela. . 

Wenn  ich  laga»  ich  aehicke  jetzt  einen  Boten  aus,  einige  Zeit 
nachher  demselben  einen  nach  (angesehen  davon,  oh  derselbe  eben 
so  geschwind,  langsamer  oder  rascher  geht,  ala  der  erste)  und  dann 
frage:  sind  denn  die  Wege  beider  Boten  gleich,  sobald  sie  naead- 
Uck  lange  gegangen  sind,  so  wird  jedar  Vernünftige  ahlwarCen. 

Iftaat  aieh,  so  ine  Unbestimmte  hinein  gar  nicht  sagen,  sobald 
■iaht-  daa  Verh&ltaiaa  ihrer  Geschwiadigkaitaa  gegeben  ia^  ikai> 
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weoD  beide  Boten  {(leicb  scbneli  gebeo«  so  wird  die  Diffiereoz  ihrer 
Wege,  anch  wenft  diese  es  eieb  nBeidlieh  sied»  immer  so  viel  be- 
tragen, ols  der  erste  dem  zweiten  voraus  war,  sind  aber  ihre  C?e- 
«chwindigkeiten  verschieden,  so  wird  sich  diese  Differens  besläodig 
äoüerD  und  kann  sogar  uneodlicb  gross  werden. 
Sebreifce  idi  folgende  beiden  Reihen  . 


«it  der  Perdenrag  bin,  beide  ins  Uiendliebe  si  verfkDgem  «ad 
'  swer  so,  dais  wenn  ich  oben  ein  d  xosetze,  diess  auch  unten  gm» 
seheben  soll,  und  frage  dann,  sind  diese  beiden  Reihen  ins  Tnesd- 
llehe  fortgesetzt  identisch?  so  antwortet  jeder,  der  zählen  kann: 
'  Mb!  Dein  die  obere  Reibe  eotbilt,  wie  weit  sie  wich  gehen  möge, 
ein  m  nebol  oiner  gewissen  Parthie  l>,  die  untere  die  AiaMiehe  Por> 
|hie  6  plus  noch  einem  6i  also  ist  jederzeit  die  Differenz  =a  —  A. 
In  einem  äbeiicben»  aber  noch  weit  schlimmeren  Falle  betiodet 


sieh  die  obige  Friioiiche  Roebnung.  Deao.weeo  ich  soceessive 
swei,  drei,  vier  u. «.  f.  Glieder  der  Keihe 

1 -f- -l-^' + . . . . 

ttit  1  —    BBltipUeire,  eo  erhalte  ich  der  Reihe  nach 


daaa 


fbratr 


o.  s.  f.  gerade  wie  im  zweiten  Beispiele,  wo  ick  aoten  «n  Glied 
anaetaea  aioia,  weaa,  ieh  es  oben  thne,  Weaa  ieh  naa  eo  taa  Da- 
cadliebe  fartgebe,  werden  denn  dann  die  obere  und  untere  Reibe, 
abgesehen  von  dem  Anfangügtieda  i  ideatiscb»  was  doeh  aaia 
aiÜsste,  weil  die  Ausdrücke 

1  aad  (1— jr)(l-|-jf+jp*Hi-....) 

durch  ein  Gl eicbheitszeicben  verbunden  sind?  Keineswegs  im 
Allgemeinen,  weaa  ieh  aicbt  daa  Veriiiltaiia  keaae,  aacb  welcbaB 

sich  die  Wertlic  von  .r,  jr',  etc.  ändern.  Denn  als  volfstäodigea 
Product  bekomnie  ich  im  Allgemeinen  1 — .r".  Ist  nun  .r^l,  aa 
erhalten  wir  bei  wachsenden  m,  Lim  a:"z=:Oj  also  wirklich 

.  (1  — «)(l-t^«-f-^*Hdf>*|-*.:.  ia  iBf.)a=l 

•«nerdeai  aber  in  keiaen  Palle. 

UierMit  brt  abw  gaaBgaad  gaiaigt,  ia  watebaai  Mia  bmb  dia 


4 


SM 

.  ttad  l-|-jr-|-4r*  +  ««-f-.:..lB  Inf.  ' 

ein  Gleicbheitisvicheo  verbiodeo  darf.  Wcdd  aber  die  Reibe 
reclitg  divergirt,  so  6ndet  allerdings  immer  noch  eioe  gewisie 
•aal j tificbe  Bexiebuog  awi»cb«o  Ueiuelben  statt«  abef  diese  iil 
Jiciae  GUicbbeit,  ood  oaiBa  wftre  tt  aoriciitigr.  «ift  Glalcbbeitwei- 
«hn  weiter  rtcbnao  su  wollen.  Der  OBterscbiol  zwiidiea  der  aritb' 
■etischen  und  syniaktiiclien  Itcdeutung  der  Reihen  erstreckt  sieb 
also  auch  bis  auf  die  Walil  der  Zeichen,  wobei  das  (ileich- 
beitsseichen  lediglich  nur  im  ersten  Falle  gebraucht  werden  darf. 
Möge  daber  Harr  Dr.  BatfiMa  in  Gattea  Naaiaa  aiaaa  Calcal  vaa 
4ler  allaremeiaen  Batwickelaag  der  Fanctionen,  von  dea  ajatekti- 
achen  Bez.ieliungcn  derselben,  oder  wie  er  dos  Hing  nenoen  will, 
etabltren,  möge  er  »ich  auch  dasu  eia  beliebte«  ZtlitMa  aussuchen» 
dagegen  wird  kein  Mansch  etwaa  babaa;  aar  walla  .ar  aoa  nicht 
glauben  machen,  mnn  könne  GleickbaitasaiditB  broucbeo,  wa  kaiaa 
Gleicitbeit  statt  fiudet,  und  usurpire  er  nicht  ein  Zeichen,  welches 
nur  unserer  Ansicht  dient,  und  dem  wir  durchaus  nicht  gcetattca 
können,  auch  anderen  Herren  zugleich  mit  aufzuwarten. 

llaa  wSrda  es  kaaai  für  möglich  haltea,  dait  aiaa  aa  aiafacba 
8aeb4  so  lange  in  verkehrter  Weise  dargestellt  worden  aei,  weaa 
man  sich  nicht  erinnerte,  dass  in  der  Aualysis  die  Maxime  festga* 
halten  worden  ist,  es  niüssten  die  Resultate  immer  völlig  allgemein 
•ein,  and  da  man  bald  eineab,  dafti  daa  dar  Kacba,  d.  b.  den  nnme- 
rischen  Wartbaa  aech  nicht  möglich  sei,  s»  suchte  man  wcnigsteaa 
die  Furm  zn  rotten,  und  erfand  die  geheime  syntuktiNrhe  Bedeu- 
tung, schimnfte  wohl  auch  hie  und  da  diejenigen  unphilnsophische  ' 
Köpfe,  welche  darauf  nicht  eingehen  wollteu  uud  sich  allein  an  die 
varicbtigaB  Wartha  der  Reibea  biellaa  *\.  Vaa  aiaem  Bawalaa 
icaar  Maxime  habe  icb  nirgends  eine  Spur  gefunden,  die  Sacba  iat 
immer  nur  als  Meinung  aufgestellt  worden.  Oass  aber  dieselbe  an 
und  für  sich  falsch  sei,  kann  man  sehr  oft  a  priori  einsehen.  So 
s.  B.  enthält  die  Reihe  für  tan  a:  nur  ganze  positive  Glieder;  für 

jrs=-~  giebt  dieieibe  tan  ^  =  00,  wai  gans  in  der  Ordnung  niL 

Sataa  kh  ia  darMlbaa  dr>-|-,  aa  Mua,  waH  all«  Gliadar  paaitiv 

liad  vad  Pataataa  vaa  of  aatbaltea,  am  aa  aiabr  etwas  aaaad*  * 
lieh  Graitbt  aad  awar  Paihifca  heranakaBmea.  Noo  Iii  ahar  dia 

Tangenta  Im  aweitaa  Qaadraataa,  d.  h.  für  >•  negativ  v  alio 
'afiiate  eine  nneadlicb  graiia  paaitive  Gröcae  aiaer  endlichen  nega- 


•)  Diess  soll  nicht  etwa  in  Beziehung  auf  Fries  gesagt  sein.  Soviel  ich 
diesem  gru.süen  Manne  persönlich  verdanke  und  so  überzeuj^l  ich  von 
seinen  philosophischen  Ansichten  bin,  so  habe  ich  doch  in  diesem 
Punkte  nie  ntil  iiieinprn  verehrunpswünliiren  Lehrer  ülierfiiistiminen 
köimen.   Fries  hatte  sich  hierin  ganz  auf  Euler  verla«»en  und  stellt« 

«  «eine  Theorte  ton  der  •rirhmetisenen  und  synraktisehen  Bedeattmg  der 
Reihen  mir  als  plausiblen  ErklSning.svprMirl) .  tiiclit  .tItt  mit  (Jnfritiati- 
scher  Keckheit  als  unuin<»tösttliche  Wahrheit  hin.  Obige  Bemerkung 
geht  «tielmcbr  auf  die,  welche,  gerade  am  wenigsten  von  dea  MIoao* 
.  |hia  tamthwd»  aieb  «  Kibettti  Iteiw  di«eelhi  fwateek«. 


f 
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tiven  gleich  sein.  Daraas  sieht  man  augenbliciilicb ,  dass  hier  die 
Gültigkeit  der  Reibe  aufhört,  d.  h.  dass  das  Baod  des  Gleicbbeiti- 
■eieheot,  weichet  heide  Antdrfieke  bisher  imteblaDgeii  hielt,  widk 
an  dieser  Spelle  ISst.  Eine  gewisse  anarly tische  Beilehung 
6ndet  deswegen  immer  noch  stntt,  und  es  mag  wohl  eitte  syntak- 
tische Operation  geben,  durch  welche  man  aus  jener  negatiTen 
Tangente  troviel  Glieder  jener  modHelreo  poeitiven  GrSMe  mmi^ 
wickeln  kann,  als  man  trill,  lor  apll  mn  niAt  YOt  GUI«hli«it 

Mto  Amdrilcke  reden. 

•  •     II      .      •  • 

Ich  komme  Jetxt  m  diejenige  PfeHüe  des  Avfsatzes  von  Eerrt 
Dr.  Barfuss,  worin  ^r  sich  die  Hrgsten  Fehtel*  hat  so  Schaldea 
kommen  lassen,  nämlich  an  den  Abschnitt  Ne.  5.  Hier  bemerkt 
mein  Iftfrr  Gegner,  Klfte  mich  In  dem  S^hltlsse,  dass  der  Rest 
einer  Reihe  in  einem  meiner  fHlheren  Aufsitze  im  Alfgemcimm  ve^ 
schwände,  geirrt.  Die  Stteb«  waf  folgende:  leb  bmt«  SV  MigM, 
dass  das  lnte0rfti 


/  — 


wo  fjk  and  m  beliebige  GrSeien  nein  mögen,  sich  nnbegr'äntt  der 
Null  nähere,  wenn  man  m  ins  Onendliche  wachsen  Issst.  leb  be- 
werkstelligte diess  mittelst  folgenden  iiaizes: 

Wenn  M  und  A/  das  Maximum  und  Minimum  einer  Fttncfion 
y(:r)  innerhalb  des  lotenralles  ^  =  0  bis  jr=:£  bedeuten  und  ^{Jt) 
eine  Funcfmn  ist,  welche  während  des  nämlichen  InlervnUde  ibr 
Vomeichen  _nicht  ändert,  so  ist 

Dieser  Satz  wurde  auf  das  obige  Problem  in  so  fern  sngewen* 
M,n^llihfbM)«  . 

setzte  und  nun  zeigte»  dass  das  Maximum  und  Minimum  von  fi^) 
wibrend  des  Ifter? nlles  irssO  bis'drasl  endliebe  Grftssen  niM. 
Mtofwnrjeirt 

oder  • 


->  r— 

1  -^y  0  1- 


m-i-l      «/ol — Jc  rw-t-V 

und  da  M  und  JV  endliche  Grössen  sind,  so  nähern  sich  für  wach- 
sende m  beide  Ausdrücke,  zwischen  denen  das  Integral  liegt,  mit- 
hin dieses  selbst,  uabegränsC  der  Null. 

Mein  Herr  Gegner  bemerkt  derauf,  dns  gelte  nur»  wenn  ^  (wel' 
eben  dortan»]-^tmiiw)poällv>a6i9  dein  wiinf  du»  wiiMicb 
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wIkrcDd  d«  htamllM  0  bii  1  «Midlich,  »thia  M  ■otodlidi» 
und  daraus  lebeiDt  «r  Mgm  wM  woUeB»  dtM  dmin  der  iMt  bUH 

vancliivände. 

Zu  diesem  Irrthum  ist  Herr  Dr.  Barfuss  durch  die  Form  meines 
Beweises  ffekommen,  welcher  dasD  eine  kleine  Aeoderuo^  erleidet. 
Iii  aialiel  j»  BCg»tiv,  ra  hat  mb  affeahar 

'  \ 


and  &BD  letse  aian 


'       '  '  . 

4i«m  ^dr),  ivaa  Ton  da»  fiiharca  ^(dr)'  güagt  wavda^ 

dass  es  oSiatich  wihread  des  Intermllee  0  bis  1  oiobt  UDeudlich 
werden  knon,  oder  dsss  sein  Maximum  und  Minimnm  Äf  und  A 
endliche  Grössen  sind.  Nach  den  citirten  atlghaeinMi  Satze  Toa 
daa  hcalinrtaa  Integralen  ist  naa 


•  "T=^r*"^>as-^-|.l' 

woraus  niaa  Üeht,  dasa  noch  dieses  Integfral  sich  für  anheffrinzt 
waehianda  at  der  NaN  aihert  Ich.  hitte  der  Vallitiadigkett  wegea 

diess  in  meinem  Aufsatie  bemerken  sollen,  konnte  aber  eben  so  gat 
voraussetzen,  dass  wer  dpii  Gani^  des  Beweises  eiaaud  hegrioea 
hatte,  diese  Kleinigkeit  wobl  selbst  sehen  würde. 

. .  lai  Folgendea.  spricht.  «Mi*  Vecr  OwaiNr  uHi  der  h9f«briaJk- 
tea  Aufiasssun^  des  befCiBaiteB  lategralea. 
MDaiaelha  ist  aicht 

•  » 

Ar  dss^.daaiet  ae  aar,  weaa  daa  allgeBeiae  lategral  Jfim\iaB 

für  alle  Werthe  von  ^t=«  hia  ^s=:^  eine  atatiga  Paaetion  voa 

X  iüf.  Das  bestimmte  lntep:ral  ist  nichts  anderes,  als  die 
Differenz  zweier  besonderen  Werlhc  eines  nllgj^emeinen, 
und  diess  ist  seine  sjutaktiticlie  Bedeutung,  der  jene  anlLmetiscbe 

aatemerdaet  iat/* 

Wae  aiaa  da  nicht'  fir  Neaigkeiten  erfahrt!  Herr  Dr.üarfea« 
scheint  nicht  zu  wissen,  dnss  beide  DeGnitlonen  des  bestiitomten 
Integrales  gaaz  identisch  und  binsicbtlich  ihrer  All|;aaieiBhcit  sich 
ganz  gleich  sind.   Wie  man  aus  der  Definition: 


*  * 

Ut  .  ,  . 

die  andere  , 

/*/l*)<to»Unidl^(»)+>t«-*-^  ) 

—    m  '      '  -  I 

ableitet,  läset  sich  aus  jedem  ffvten  Lebrbacbe  lernen;  dass  aber 
ancb  das  Uuifirekebrte  eben  so  leiebt  ist,  will  icb  bier  zeigen. 

Sei  /{x)  die  Gleichung  einer  beliebigcen  Cunre,  rnKgen  femer 
m  und  ^  (wobei  ^  sein  soll)  zwei  bestimmte  Werthe  der  Ab- 

scisse  a:  bedeuten,  zu  %\elclieo  eben  so  zwei  beliebige  Werthe  der 
Ordinate,  nämlich /(a)  und /"{(f)  gehören,  l^ieiit  mup  das  IntanraU 
in  n  gleiebn  Tbeile  ned  aiabl  dareh  jedef  aiae  Minatei,  aa 
wird  der  von  &  —  a , /(a) , /C^)  und  dem  Currenafieke  dazwiscbea 
begrän^te  FIa(  lieniulialt  durch  jene  Ordinaten  in  schmale  Streifen 
zerlegt,  welche  wir  uls  Rechtecke  betrachten  können  und  zwar  nn 
so  genauer,  Je  näber  diese' Ordinaten  an  einander  liegen,  d.  b.  je 
p^rftsser  die  ZabI  ji.ial.  Die  Summe  aller  dieser  ParallelograMM 
ut  dabar  desto  gaDaaer  glelcb  dar  vea  der  Carve  bcaebriabeMa 

Fliehe,  die  wir  ait  Sf(ap)  bcfteUsbnaa  Vollen,  je  grtaer  m  kL 

a 

Maea  wi|r  ~~7^^'>       S^mtsz.m3^  eo  wird  um 

Ai«  df Mea  AdHdniek«  eiUlt  omh  leiebt  inf  reia  aialjftMea  Wege: 


4^*)-4-i/(^)  =  i/(ar), 
m  ä  m 


b.  geometrisch :  die  Fläcbe  von  '»  bin  ^  plai  der  Pläele  voa  # 
bis  e  ut  gleich  der  Fläcbe  toa  m  l>ia  e.  Bbeoaa  leiebt  findet  mal 


>  • 


m  a  k 

wovon  die  geometrische  Bedeutung  ganz  äholich  ist.  Sind  und 
ß  dus  Maximum  und  Minimum  von  /^{x}  während  des  Intervalies 
a  bis  Itf  so  hiit  muu  aus  (3): 

a 


oder  weil  nd=:0  —  0  iit:  « 

»  • 

und  ebeoao  leicht  findet  sich 

•ItO 

fl 

-      >        >.    »      . . . .  (5) 

d.  h.  der  srenannfo  Flaclieninlialt  ist  kleiner  als  das  Redrttek  ant 
dem  Stücke  h  —  a  der  Absrissptniclise  und  der  ufrössten  zwiscbett 
a  uod  It  vorkummeodeo  Ordinate,  und  er  iat  grüaser  als  das  Recht- 
eck ans  6  —  «  lad  der  kleiaiteo  der  swiaeben  m  und  6  liegeudeu 
Ordinatea. 

Sehea  wir  jetst  die  SiiaiBe  2/(a:)  «la  eiB«  Function  ,  voa  i  oa 
und  setxen  wir 

« 

4/t*)  =  ^(Äl....(6) 

Nehnea  wir  As«,  so  iat  offenbar 

i/(*)=y(w)=0....(7) 

weil  daaa  gar  keine  Fläche  beschrieben  wofdea.ist  * 
Abo  der  Gl.eichnBg  (6)  babea  wir  nna 

:=^(dr)  aaeh  Gleicbnoy  (4) 

qnd  aach  Forml  (5),  wann  wir  A-t-^.aad  A  ftr  A  «ad  w  «ietit 
deakea: 

wo  jetzt  ^  und  B  das  Maximum  und  Minimum  Toa  f{m\  wihnad 
des  latertallea  b  bia  A«h4  vorsteUea.  Man  bat  ftraer 

'    TMIT.  fB 


l^ams  wir  jetit  6  üi*  ClneiidUche  abaebaeii,  ao  wird 


und  zuffleich  rücken  A  und  B  immer  oäher  an  einander  und  faUea 
mit  /{o)  sutaamen.  Dean  /(^)  ist  aalbet  das  Maximna  and  Mini* 
mmm  ton  /(op)  wXbrend  dee  Interrdtlea  jpks  ^  bis  ^  =  ^  +  0,  weU 

man  dann  niclit  von  der  Stelle  gekommen  ist.  Die  beiden  Grämen 
fallon  diso  dann  soiamnien  nnd  die  Gleichung  (8)  gebt  in  die  lel- 
gende  Uber: 

=/(*). 

woraus  folgt: 

oder  was  das  Nänüicbe  ist: 

y^fi)  -^zJf^xSdx  -t-  Const,  flir     =  ^  (•)  , 

Die  Conitante  ist  leicht  zu  bestimmen;  denn  oacb  Gleichung  (7) 
im  ^(«)s=at,  d.  h. 

Os^A«)<^+CoBat,  ar  4Ps«....(tO) 

Durch  ^Subtraktion  der  vorstehenden  Gi^chung  tou  (9)  erhält 

= Jf{cK)dai  von  o:  =  a  bis  a:  =  lf, 
d.  b.  Dach  Gleicbnng  (6)  und  (3): 

= Un  J [/(«) -^A« d) -H . . . . -*-/(a  +  d)| 

m 


woran  wai  also  siebt,  dass  boid«  'Dafinitionan  des  baitiwatM  In- 
tegralas  Ideotiaeb  sind.  Basaicbtfen  wir  nSwlieb  Jf{i»)A»  ait 
^jp),  flo  ist 

=  Lia  ^L/Xa)  H-/(ar -h  d)  4- ....  +  iT^I <>)1 


Daran  knüpfen  sich  mancherlei  Betrach hingen. 

Ist  nämlich  f{x)  reell  von  :r  s=  «  bis  4?  =  ^,  so  muss  auch 

daa  Integral^  A^i^^f  d.  b.  dia  tu«  der  «atllen  Ordinate  ibar. 
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strichene  Fläche,  reell  Bcio,  weil  alle  die  eiozelnen  Glieder  f{a)f 
fia-k-i)  u.  I.  w.  reell  eind.  Et  folfft  daraus  die  ReeUität  der  Dif- 
fereoz  — 9(«).  iNcM  kuiB  ani  sw«ierlei  W«iM  henrortrttoD; 
«MMrader  livd  näniliah  ^h)  und  tf{m)  beide  reell  odar  beide  iaagi> 
air«  de  4a»  Differenz  zweier  imaginSreii  GHiMen  reell  sein  kann» 
wie  1.  R.  U'^yV^~\  —  {ß -^^ yV^^X).  Keinenfalls  aber  darf  et 
vorkonnen,  das«  eine  der  Functionen  ^{b)  und  fp{ä)  reell  und  die 
andere  imai^inär  sei;  4leBii  die  DUfeiepe  einer  reellen  und  imagini* 
nm  flriena  ist  iwner  inia|^^  vnd  kann  demnach  nicht  einer  reel* 
lee  Grösse  gleich  sein,  wie  es  nach  dem  Ohigen  uöthig  ist. 

Gleichwohl  bringt  mein  Herr  Gegner  imaginäre  Werthe  solcher 
Integrale  heraus,  deren  Üiffereozialformeln  unter  dem  lutegralsei- 
cheB  leell  emd,  s.  II.  dea  Reraltet: 

Till  diesen  WadcnprBch  eofaoklire»»  Will  ich  der  Stehe  eitf  4^ 

Gmnd  gehen. 

Die  Differenaialrecbonng  lehrt  uoi  das  Resnltat: 

hier  die  rechte  Seite  reell  sein,  so  ist  diess  auch  auf  der  lin- 
ken nöthigi  deun  wenn  ich       — 1  Tür  a:  setze,  wird 

dlfe**'^) = 4[eea  m  -h  V^—  1  mb  j?) 

=  ( — sin^r-f-W —  l  cos^jcte, 

mitbin  auch  die  rechte  Seite  imaginär.  Wenn  also  d.e*  reell  sein 
soll.  musH  es  selbst  sein.  Nun  erhalten  war  aber  fiir  ^  =  jT 
«US  obiger  Gleichung 

oder 

Hier  gilt  wieder  das  Nämliche;  soll  ^  reell  sein,  so  nuss  auch  ly 

reell  sein,  was  schon  daraus  folgt,  dass  e'  reell  angenommen  wer- 
den mnsste.  Man  sieht  es  auch  ans  der  geometrischen  Bedeutung 
des  Differential«.  DifTerenziiren  heisst  zur  Gränse  übergehen;  dar 
Differenzialquotient  eicer  Linie  ist  ihr  Endpunkt,  der  Difierentiel- 
quotient  einer  Fiäcbe  die  sie  hegränzende  Linie  u.  s.  w.  Auf  diese 
Weise  kann  man  jeder  Differenxietion  einer  auch  noch  so  wun- 
derlichen FanctioB  eiae  geoaetritehe  BedeBtBBfi^  ahgewianeB. 
Wollte  men  nun  behaupten,  dass  das  Differeexial  eiaer  iwagiBirtB 
Grösse  eine  reelle  Grösse  sei,  so  hiesse  diess:  eine  unmögliche  geo- 
Metrische  Figur  hat  eine  mögliche  Gräoze  (Anfang  oder  t^nde), 

was  reiaer  Ubmbb  ist.  So  hat  auch  die  FonBel  «U^ss  ^  aBr  für 

rntki  sr  BedestBus.  Nehae  ick  jetit  ffss«-.«?,  ■»  «Iri 


«Inbci  setze  ich  stillsch  weigr  od  voraus,  dass  ar  nicht  Z 
»ei,  deon  sonst  wäre  wieder  die  (iränze  eines  Unmöglichen 
Mögliches.    Nehme  ich  ebenso  y^Jf  —  a>  so  gilt  die  Furoiel 

V//  \         ^    —  ^ 

nur  für  solche  ^r»  die  nicht  -<^a  sind,  aus  dem  nämlieben  Graade. 
Könnt  nir  jetst  umgekehrt  die  Differeotialfofnel 

-dir 


zum  Integriren  vor,  su  muss  ich  erst  wissen,  ob  a  ^  oder  Jc 
ist,  sonst  kann  icjh  schlechthin  das  Integral  gar  nicht  angeben.  Ist 
«>>ap,  so  ist  eintig  und  elleiB 

=         «),  «her  oieht  etwa  —  m)% 

ist  aber  dagegen  «"^jt!  so  ist  allein: 

J*T^^Jl^  —     und  Diehl  o  K»  —  *)^ 

Beides  lässt  sich  ober  vereinigen,  wenn  man,  wie  der  Herr  Heraus» 
geher  schreibt: 

und 

wo  es  nun  rechts  ganz  gleichgfiltig  Ist,  ob  man  oder  je — m 

schreibt,  da  das  Qu.ndrat  davon  immer  positiv,  also  der  halbe  Loga, 
rithmus  davon  immer  reell  ist.  Der  Herr  Herausgeher  hat  in  sei- 
■tB  l^brbncbe  der  Diffinenslalreehtinng  neblig  bemerke,  dsss  dies« 

Beseicbnongsweise  gar  nicht  überflüssig  oder  unbedeutend  ist,  denn 
wir  ^^llt•n  an  den  Rrsultalrn  des  Herrn  Dr.  Barfuss,  in  welche  Irr- 
tbünier  man  bei  der  Nicbsbeacblung  dieser  Regel  verfallen  kann. 
Hat  man  also  z.  B.  den  Werth  des  Integrales 


ff 

M  kwUMMn,  sa  ist  Ar  jr>l: 
■■1  flr  «<!: 
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braucht        die  ento  Form  für  jrsoe,  die  swfite  fiir  d?=sO, 
wird 

^  «der  iMh  der  kSraeree  Weiie  dM  flem  Benuuii^ebera: 

y5^«iA(i+*)'-i*(i-*)«=i/.(f±f)*, 

woraui  wieder  für  ar  =  oo,  ^7  =  0 

y"*  ^  —  0 
e  l-«*  —  " 

folgt,  wie  ee  sein  moM. 

Mein  Herr  Gegner  htt  sich  hier,  wo  er  \l{ —  1)  herausbriogt, 
wieder  einmal  von  der  nngliickliclien  Idee  der  Einheit  der  Form 
leiten  lassen  und  übersehen,  dass  sie  ihn  Iiier  geradezu  ins  Gc* 
biet  des  (jnsinns  geführt  hat,  weil  er  mir  nach  dem  Obigen  nun 
sugebea  müMte,  dase  die  Grinse  eioee  asMtelieheD  Dinges  ein 
aöfi^licbMi  lein  kSnne.  Wenn  .äberall  Einheit  der  Form  herrsdieB 
aolile,  wanMB  verlangt  er  denn  nicht  aacb,  daao  das  Integral 


immer  durch  die  näraHchc  Formel  gcsreben  werden  solle,  wahrend 
,  er  doch  selbst  bei  püsitiven  c  immer  die  logaritbmische,  bei  ne^u- 
tiiren  die  KreisfondfoneBforael  gelroiieht  laben  iNrlrd,  um'  imagl- 
vire  GrSssen  tn  Ttraeiden? 

Ich  muss  nnn  noch  eine  Frage  des  Berm  Doctors  Barfass'  be- 
•otworteo.   Er  findet  ' 

Für  4?  =  00,     s=  0  erbalt  er  aat  dorn  ArcnttaogCDs  den  Wertb 
tyd  fragt  nnn  venirnndert:   ,>nbor  was  wird  denn  ans 

y^'l^ -4- Mi  4-^7+^)1*'  d.  b.  ricbtiger,  wne  wirdians 

wenn  wir  ^  =  00.  =  0  setzen  nnd  beide  Werttte'snbtrahlrenf 
Bier  ist  die  Antwort.   Wir  haben 
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folglich 

I  2 

Daraul  folj|^  fftr  arsoo^  wo  wir  um  der  iwtiteD,  ood  für  ^=0, 
wo  wir  ans  der  enteo  Po»  bodiooeB: 

■ilbii  bleibt 

wit  «e  dio  allgoMiM  Foraol 


0   1  —  or«  i«n 

M  tan  —  * 

ebenfalls  giebt.  Letztere  ist  daber  keb  »»iMgiairer  Audmck" 
nad  kein    arithmetischer  Cnsinn**. 

Hiermit  ist  Alles,  was  mein  Herr  Gegner  wider  aehio  lategra* 
tioaoB  aa^t,  gebührend  gewUrdigt  Weao  derselbe  uns  glauben 
Bachen  will,  reelle  DitTerenzialfurmeln  könnten  imaginäre  Integrale 
bähen,  so  muss  er  selbst  das  ümgekebrte  zugeben,  dass  nämlich 
iaiaginäre  Fttoctioaen  reelle  Differenzialauvtieotea  erxeuffen  könn- 
tea,  waa  deawera  UniiBB  iit,  weil  aiea  oboo  Ava b also  joder 
DiffareBsiation  die  geoaielriacbe  Bedeutung  des  Üabargaags  aar 
Anfangs*  oder  ülndgränze  unterlegen  lässt.  (M.  s.  Fischer  über 
deü  Sino  der  höheren  Anaijsis.)  Aber  was  hat  denn  Herr  Dr. 
BarfuBs  una  für  Attfkläruag  verschafft,  wenn  er  sagt,  seia  lategral 


habe  keine  aritbmetiscbe ,  sondern  nur  eine  syntaktische  Kedru- 
tnng.l  An  die  Stelle  eines  Unbegreiflichen  schiebt  er  ein  an- 
deraa  ÜBbegreifliebeB;  welcbo  iat  deas  die  ayataktiaebo  BodoB* 
tBBg  TOD  \T{—\)%  Hier  heisst  es  wahrsebeiaficb  wieder:  „Und 
wo  000«  die  Begriffe  fehlen,  da  atellt  eio  Wort  ob  roebtar  Zeil 
aicbeiB,''^)  .  . 


*)  Das  Verkehrte  in  dem  genannten  Resultate  sieht  man  aoob  aa. 
Es  ist,  den  Intagiauogatitbmas  ait  U  bsMiefanetf: 
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Wm  Herr  IHMlor  fluIhtB  fenrnr  Uber  dl«  Cotvergeni,  4er  Ren 

kee  e.  s.  w.  tagt,  sind  willkiihrlicbe  BeflrfiilU»eili«Mtfiigen.  Will 

er  nach  seiner  Ansiclit  die  oder  jene  Reihe  converp^ent  DeDoeD.  die 
wir  diverp^eat  oeiiMii,  «o  möge  er  da«  tKan,  auf  dea  NaMea  koMt 

nwhti  uD.  " 


IV. 

Man  wird  aber  vielleielit  fragen«  woher  koMBt  ei  denn,  duss 
gerude  diejeniffen,  welche  sich  ganz  sorglos  dem  Gebrauche  der 
Reiheo,  ohne  Kritik  ihrer  Convergcnz  oder  Divergenz  überliesscn, 
doch  so  weoig  falsche  Resultate  herausbrachten  I  SjolUe  demnach 
mm  aoleber  GwNMieb  oiekt  m  reeklfeiligeii  aeiiit 

Hierauf  ist  die  Antwort  folgende.  Man  benutzt  ia  der  Analy- 
sis  die  Reiben  zu  zwei  verschiedeuen  Zwecken.  Entweder  will  man 
eine  unbekannte  <>rös8e  näherungsweise  darstellen,  oder  man  sucht 
ein  nnd  deo^  aXailieben  Auidraek  auf  yerschiedeoe  Weise  in  swel 
aach  Potenzen  einer  Haupfgrösse  furtsclinltende  Reihen  zu  ver- 
wandeln und  durch  Vergleichung  der  Cucfßcieoten  gleichnamiger 
Potenzen  jener  UaUptgrösse  zu  neuen  Resultaten  zu  gelungen.  Das« 
man  für  den  ersten  Zweck  nur  convergirende  Reihen  brauchen 
könne,  versiebt  aleb  von  selbtts  für  die  «weite  Anwendung  liefert 
uns  ein  früher  erwibnter  Sals  die  gowflnichto  Anfklimng«  Wenn 
näailicb  die  -Reibe 

,  •    4ur  «4- -f- -4- . . .  • 


für  alle  Werthe  von      welche  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  « 
jez=i*t  bis  je ^9  liegen,  zur  Sunme  Null  bat,  so  ist  •a5As!^<r 
s  </  u.  8.  w.  =  0.  Daraaa  folgt  weiter: 
Wenn  4io  Gloicbnng ob  • 

/(op)  =  «  -f-     -I-       «4-       -I-  * . . . 

« 

/( j?)  =  o  -I-      -i-  ya:^  -+-  da:'  -4-  . . . . 

für  alle  a:  innerhalb  ainio  gowisBOB  InlorvaUos  jpsssm'hM  opssm 
neblig  bleiben,  so  ist 

#sa,  i^tt  sss/f     1.  w. 


(M.  s.  meine  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale  S.  72.) 
Addirt  man  beides  und  nimmt  dann  «a=0,  so  wird  > 

also  nach  Herrn  Dr.  Barfuss  die  Differenz  zweier  reellen  Grössen  gleich 
der  inM$ialren  üerr  Dr.  Barfuss  scbeiat  biemach  unsere« 

Lebnrs  awcbeantisflbo  NataipbOesopUe  besMr  atadirt  so  babso,  ab 
asboLagik. 
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X 

Hicffi«  ttnkt  dwB  gaDze  Gebeinoiat.  1.'  Mm  tmiH  Mtf  m* 
icJiied«neB  Weg««  4ie  beiden 


wo        ^„  u.  8.  w.  gewifse  positive  Zahleo  iiod,  und 


Die  Gleicbong  (1)  gilt  nicbt  ollgemein;  denn  tan  4?  iiC  eise  unste- 
tige TuoctiuD  voo  o:;  an  der  Stelje  jt  z=:  ^  springt  sie  aus  -f-oa 

in  —'00  über  (tan  (~*  —  d)s-f>oa»  Uin(y -f-if^i-j    oo  für  ncaA- 

lieh  kloine '^];  j|ede*nacb  Potenzen  von  fnrtsclireileode  Reibe 
bildet  dngpgcu  eine  s(e(i<re,  Kunctinn  von  :v\  also  kann  zuisclion 
beiden  Ausdrücken  nicl^t  t'ur  alle  Wertlie  von  :r  Identität  statt  tin* 

den,  and  in  der  Tbat  vembwindet  dieieibe  iber  y  4inaM,  anl 

nackt  dann  einer  I^lussen  syniaktiseben  Verwfwdicbaft  PUts«  Die 
Gieicbung  (2)  IiUst  sieb  so  scbreibep: 


tan  or  =  -zf- 


«wobei  man  die  eioselnen  Glieder  io  Reiben  verwandeln  kenn»  so- 
bald 

^tCTTf  2^<<3ir  a.  t.  f. 

ist.    Diese  Uedingpingen  rednciren  sieb  auf  die  erste»  d.  b.  auf 
and  maa  erhält: 

« 

^«♦M«  ^3«  "t- 5. -f- . . . . 


Beide  Gleichungen  (1)  und  (»3)  sind  nun  zwar  nicht  für  alle  mög- 
liebea  Wertbe  von  ^,  aber  döeb  für  gewisse      (von  ^=0  bis 

aT=:^)  richtig,  und  daher  ist  die  Vergleichung  der  CoefiicicDten 

gleichoauiger  Potenzen  von  a:  erlauht.    Wir  bekomioen  daher 

1»       $»       5»      •  *  2*      1.2  * 

1«  -^-^4 2  '  1.2,5,4  • 

a.  s.  f. 
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Hüll  «war  ,v»l|k4Mi«pA  riebtig,  ohgobM  GlaieMifftB  (1)-  (9^ 
•icbt  u]l((eineiD  geUen. 

Aelinliclier  Art  sind  alle  RcUieabeoatzuDgeo  id  der  AnalysU»  bei 
deoeo  €tvi^  iLicUtiges  herauäliaui  \  die  aoseweadeteo  Reibeo  waren 
4m  f[eacbl«M«s«ii  AntilrilfkM,  f&r  wlcSe  sie  figurirten,  weuig- 
■teni  ionerbalb  eioes  gcwissea  lotervalles  gloidk  Und  mitbia  liefert« 
die  CoetfK^ientenvergleicliaog  richtige  Rwii|tele»  MuB  IfMa.^aber 
die  Regel  au£stellen: 
Verwaodelt  man  Beboft  der  Coef&cieotenvergleicbaDg  etoeo  Aiu* 
druck  io  zwei  verschicüeDe,  nacb  IPotenscD  der  nänlicben  Hapipt- 
gröasn  furtsclireitende  Reihen,   so  Lot  man  nicht  nöthig,  eine 
äogütliche  (Uitersucbnug  anzustellen,  wie  weit  wühl  die  Coover* 
genz  derselben  reichen  möge.        genügt  zu  wissen«  dasa  yr€' 
sigtteoB  f«ir  alle  innerhaib  eines  kIcineB  laterfdlles  (etwa  Wßn  0 
bis  1)  liegende  Werthe  der  Veränderlichen  arithmetische  Gleich- 
Leit  vorhanden  sei,  d.  h.  die  Reihen  convergiren  (denn  wenn  sie 
divergiren,  nähern  sie  sich  ihrem  angeblichen  Werthe  uichl);  man 
ist  daiio  BBT  Vcffgleichuog  der  CowficlentBB  gtuohaamiger  Po* 
tCBBCB  berecbtigt. 

Ganz  anders  sieht  die  Sache  aus,  wenn  man  solche  ReiheB' 
vergleicht,  bei  deoeo  für  keinen  Werth  der  Veränderlichen  Idea«» 
titit  vorbBBdea  iit.  Bier  kaoint  naa  jederaeit  aaf  Dafiaa.  So  iat 
et  Eoler  gegaagaa,  waaa  er 

* 

eo»  jc  —  cos  2^-t-«cos  3ar^....  Ib  ia£  =s| 

aetat  Dieie  Gleichung  ist  als  aoldio  ai«  rtibtig;  man  brnocht  nur 
jc  =  einem  aliquoten  Theile  voa  n  ao  eetaen,  um  sogleich  auf  eine' 
Heike       der  rora  «ds-w|-w±w<]i«a.i».  sa  koaiBiaa}  a.B.  für 

«s-f-  erbllt  BiBBi 

,  ••••••••• 

und  das  soll  doch  nicht  =  |  sein?  wiewohl  es  zu  |  in.oiaer  aya* 
taktischen  Beziehung  stehoo  Biag.  «Daher' siad  auch  die-voa  Balor 

gefundenen  Folgerungen 

sämmtiich  falsch;  höchstens  küuute  man  sie  dadurch  ioterpretiren, 
däsa'aiaB  sagte:  das  Gleichbailsaeicheo  'steht  hier  nicht  in  arithme- 
tischer, sondern  in  STUtaktischer  Bedeutung,  d.  h.  durch  eine  ge- 
wisse syntaktische  Operation  kann  ich  aus  der  Null  so  viel  Glieder 
jener  Reihen  entwickeln,  als  ich  will.  Das  ist  wohl  miiglich,  über 
BBr  Bezetchnoog  derartiger  Beziehungen  darf  keiu  Gleicbbcitszei- 
choB  gebrancht  werdea.  '      ,  •  ' 

CuBcklichcrweiae  aiad  solche  Haihea,  wolcha  für  Jedea  Werth 


in  icritt '«MhoMtn^M  ▼«rSiiicrlielM*  ^ivergiren,  tebr  mHtm, 
vnd  imtin  Wtgt  der  Grund,  waram  man  selten  auf  falfeks  Resnllali 

gekommen  ist.    Indessen  habe  ich  einige  aufgetrieben,  welche  zii> 
gleich  zeigen,  dass  man  nicht  nur  zu  arithmetisch,  aondem  so- 
gar zu  syntaktisch  falschen  Resultaten  gelaogeo  kaan,  wea« 
■M  M  iea  UM  ohio  Kittik  tb^rHüt 
1.  Eb  ist  MsMMNek  . 


e«a'#^r« — * 
t'ilf  rssl  erkfttt  mmm,  wofern  nidit  orssO  ist: 
|«et4»  SS  MB  dp -f- vi»  ^ -4- «!■ 


Dasselbe  findet  man  auch  durch  Zerlegung  der  einzeloen  Sinus  io 
Ihre  imaginären  Tlieilc  uod  Addition  nach  der  allgemein  sein  sol- 

lenden  Formel  »  4-  -f- ....  =:  j— ^.    Obiges  Resultat  ist 

aber,  abgesehen  von  numerischen  Wcrthen,  schon  syntak- 
tisch  CMsch;  denn  wann  n»n  beide  Tbeile  der  Gleichung  nach 
Patmmii  Y«a  äf  entivtekeU,  lo  findet  «Icii: 

X       1.2      1.2.3.A  •••• 


1 

—     -4- -I:.  3»  4t . . . 


«•4  hier  kont  Mf  d«r  linkcB  teile  des  Glied  4:  vor»  wikread 

«» 

es  aof  der  rechten  fehlt,  ganx  gegen  alle  Systaktik!  Der  Pekler 
liegt  darin,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  r  =  l  genommen  wurde, 
wShrend  sie  nur  für  r  <^  1  ricküg  bleibt.  Ist  rs=sl,  so  bat  a 
bis  zum  isten  Giiede: 

ce«(^-|.l)-f> 

eia  jrH-eia2jF+«...-t-eta<iaps|cot^x— ■■  ^ — • 


üta 


T 


Der  Rest  auf  der  rechten  Seite  vereekwindet  für  wachsende  n  nicht, 
darf  alao  aickt  w^kleibea.  Terwaadelt  omb  beide  Tkeile  ia  Rei. 

ben,  ao  ftagt  die  Entwickelnng  des  Restes  mit  — ea,  welches 

elek  gegen  das  ia  |«at  ^  varkaaiaMade  ^  kelil,  «ad 
kaniil  die  ttekaaalea  SamMeafonaela  fiir 

1  4-2  4-3        ...  +  <•! 
1»  4.2« -t- 3« 

U.  8.  W.- 
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Mao  siebt  ferner  hieraus,  dass  das  von  Herrn  Dttctor  Barfast  auf 
Mi  t29.  über  Reste  Geaagte  falsch  ist.  Nach  seiner  Aaaicht  wir« 
10«  te  Hcat 

il  s  ilk  M ubO»  ^^)«     .  •  •  •  in  Ib£; 

wober  käme  denn  ata  in  4aaaoii  BbUt  dta  Glied        womit  der 
iffe  anfanp^t? 

2.   Ein  nicht  weniger  frappantes  Beispiel  ist  folgendes. 
Wir  habeo 


% 


folgUcb  dnrdi  SabtraetioB. 


Nm  gtobt  es  für  Jede«  beliebige  m  nad  gaaae  feailive,  aber  UBge- 
rade  ei  folgettdea  Beta  (Giaelij  cova  d'aaalyae  page  Wl«>s 


•l-jn*  2TIT6 

,  (wH»»)(w-Hl)iw(OT  — l)ai— - 

Weedet  me  dieaea  Seta  asf  die  Gleiebnag  {€)  für  «=1,  3,  5 
B.  m  M»  ao  wird 


Nimmt  man  diese  Reihen  in  rerticaler  Ricbtaag  zusammen  und  be- 
Merkt  aegleiek,  daaa  die  liake  BeUe  =  ^-  iat,  ao  erbiüt 
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Nno  iat  «btr  eine  bpliebige  Grtfsie,  folglich  ist  es  auch 
wclcbea  wir  =»  setzen  wollea.  Ueno  um  irgend  eio  be> 
liebiges  %  beraoBsubringen  ,^  bat  mo  die  quadratiscbe  GleicbiiBg 
^'^'^^'^  Mch'  «««n&nlaara,  wodnrch  »aiijeieneit  rwlle  « 
erbKit  BesaicbMa  wir  4ie  Ift-  obiger  iGleü^baog  vorkoaMeadeB 
Goeffideoteo  tob  (jp— -i-),  I-)»  u.  w.  mit  a», «,  u.  •.  f., 
•o  finte  wir 

4"  =  «i*-!- 4-  , 

wai  schon  svotalttisch  falsch  ist 

3.  Adüirt  maa  die  Gleiabaiigea  (^)  aad  <i6)  n  vorigea  M- 
apiel,  ao  koaiait 

BfoB  giebt  ta  für  nagerade  ai  and  beliebige  ^  folgcoden  dlati: 

^  2.4.6.8  *^ 

(Cauchy  a.  n.  0.  page  551.),  unter  dessen  Anweadaag  fBc  «2=1,3, 
u.  a.  w.  die  Gleichung  ^D)  aicb  ao  gestaltet: 

s 


•     »  »  •     •     •  ■ 


+     -i- ^)  II  +  6{ar  -       -I- -       4- (or  -  ;^)- J 


t 
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1  1 
•der  wwa  mtm  MMfMito  ttit  'f^'^  4ifitfft,  är^-^a«  ««ttt 

■■d  die  Reihen  fertieel  npueirt: 

0=     I-Mh-1  +  1-1-.... 
-H  (IH- 3 -f-  6  +  10 -i- . . . 
+  (1  +  5  +  15  +  35  +  ....)»* 


Mitkia  aiaile  aaeh  dea  Prineipe  der  GoefiieieileBfergleichuDg  Miot 

1  +  1  +  1  +  1  +  .... 
=  1  +  3+  6  +  10  +  ....I 
=a:14-S  +  15  +  85  +  ... 


d.  Ii.  für  ein  ODgeradei  m  überhMpt: 

^  m       «(t  +  l)  J)(wiH- 2) 

W-.1+  1  +    i.a    ^  .   1.3.S  -t-.... 

während  man  au«  dem  biDonUchen  Satxe  Ciir  aegative  m  und  atsx 
—  1  findet:  '  ' 

_     I  .   w»^   .  ntjtn  H-  1)   ,         -t- n  (OT 2) 
«eBai+  j  l  t-  j  +.... 

also  wieder  ein  Fall,  in  welchem  eine  divergente  Reihe  zwei  ver- 
eebiedeae  Snaiown  bat;-  *.  ' 

Uebersielit  man  die  beiden  letzten  Beiipiele  genauer,  so  be- 
■erkt  mnn  leicht,  duss  darin  weiter  nichts,  als  ein  Schmn^pfe! 
noter  dem  Deckmantel  des  Gleichheitszeichens  retriebeo 
worden  iit  Denn  fon  den  ^leiebmifen  {J)  und  {B)  iet  aie  solchd 
die  eine  jadesnal  faieel^  wenn  die  andere  richtig  ist,  oder  mit  an 
deren  Worten,  wenn  die  eine  Reihe  convergirt,  diverp^irt  die  an» 
dere,  ist  also  der  anderen  Seite  des  Gleichheitszeicheos  nicht  gleich, 
sondern  nur  syotaktiscb  mit  dertelbeo  verwandt.  Brancbeo  wir  das 
Zeichen  t3  für  eine  solche  »jrDtaktloebe  Gleichheit  der  Form  (d.  b. 
analytische  Beziehung,  in  so  fern  man  durch  ein  gewisses  Verfiih« 
reo  au«  der  geschlossenen  Form  so  viele  (Glieder  aus  der  unbestimmt 
fortlaufenden  Reihe  entwickeln  kann,  als  mao  will),  so  stehen  jene 
^aiebttttgen  für  * 

«  +  4?«  +  4rs +  . . . . -= 


•   j  •  ,  .  " 

j  H- +    H*- . . . .  ü t$  jc:^ 


and  flir  jr>>l: 


1.11  '  X 

■nd  filr  m^ssXt 


Am  dicfCD  CSlcicliaDgeD  folgt  aber:  —  frar  Iftektt,  waO  mb 
Bit  dem  Zeichen      nicht  wnifatf  «eduie»  kaoo.  Abo  war  ma  aOaB 

den  fehlerhaften  Hesultaten  nur  die  verkehrte  AnwenduDg*  d«i 
Gleichheitszeichens  bei  divergirenden  Reihen  schuld.  Dies  ist  aeioe 
Erklärung f  die  wohl  auf  den  Numeo  einiBi'  genügeoden  nnd  ciaf»- 
ebta  Aasprucb  machen  darf,  leb  fordere  dagegen  Herra  Or* 
Barfus-8  auf,  die  3  letttea  paradoxen  Beispiele  nach  sei« 
ner  Ansicht  zu  erklären,  wenn  Ibis  die««  ODerfa(iU|»t  möglich 
ist.  Einem  elwaigen  Einwände  desaelben  will  ich  gleich  im  Voraus 
begegoea.    Er  kteata  -aagrea:    „Sie  babea  la  der  Gleicbaai^ 

{^4)  5 — r  fiir  .  _   -  gesetzt  und  so  das  Gesetz  (?)  der  Ein- 

heit  der  Form  verletit{  wenn  auch  die  Reihe  links  die  sjntakti- 
acbe  Eniwickeiinqr  vo«  bUdet»  ao  iirt  lie  do^  «cht  dioEal. 

Wickelung  von  —  ^  Dann  würde  aber  mein  Herr  Gegner  den 
ersten  Grundsatz  der  Mathematik:   tnv  A  ^  ß  »ad  B  zst  C 


A  c=      Unamm.  A»  iH  des«  Iceba  aadenaa  BMaaakoMaea  Mdg- 

it  aieil 


lieh,  als  daa«  er  aafftat  ja  die  erate  Gleiebaag  Asasß  kt 
als  solche ,  sondern  als  syntaktische  BeziehuDf2f  zu  betraobten.  AI- 
lerdiogs,  wenn  eia  Dreieck  einem  zweiten  aiiDlicb,  dieses  eiaoai 
dritten  an  Flacbe  gieiok  Ut,  an  folgt  weder  daraua,  dasa  das  erato 
de«  driltoa  ibalieb,  mtk  -daaa  oe  ihm  gMeb  aai.  HienBifc  wiada 
atir  Herr  Dr.  Barfuaa  angehen,  was  ich  ebeo  bebaapte,  daaa  moa 
nämlich  nickt  aber  bei  Reihen  Gleiebheitsseichen  braueben  dürfe, 
als  bis  man  von  ihrer  Conversenz  überzeugt  ist,  und  dass  für  dU 
Torgente  Reibea  eia  aüdarea  Zeicbea,  etwa  aieia  obifeea  (J*  nötbig 
aei,  und  daaa  wmn  dabir  ait  dieergaaiaB  Jjaihaa  aiAt  aoMaabtbw 
lacbneo  dürfe. 

Ich  glaube  durch  das  bisher  Gesagte  jede  der  beiden  einander 
gegenüber  stehenden  Ansichten  in  ihre  reebte  Stelle  gerückt  zn 
aabea.  Ee  wire  gewiia  rolercnaat,  die  Theorie  der  Üeihea  eoa» 
seqaeat  aach  dar  Aaeiebl  aieinea  Herrn  Gegnera  bearbeitet  zu  se- 
hen, wie  diess  auf  unserer  Seite  durch  Couchj  geschehen  ist.  Nur 
müsste  hei  einer  solchen  Darstellung  streng  beobachtet  werden, 
Wae  ich  über  den  Gebraneb  von  Zeichen  gesafft  habe,  damit  nicht 
etwa  aiaa  solche  filr  die  IViasenachaft  hücbit  gerährlicbe  Pascberei 
entstände,  wie  ich  sie  iia  awaitaa  aad  drittaa  Baiapiala  aar  War* 
aang  durcbgefobrt  habe. 
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V. 


•  kli  «fll  MdHeli  wuk  $Snm  VanrailB  begegnen,  den  icb  aber 
unsere  Futal  gebort  babe,  Däalicb  dem:  „die  neoere  Scbule  eoU 
halte  zwar  geschickte  Analytiker  (wir  danken  recht  schön),  aber 
eine  philosophische  Ansicht  über  die  Mathematik,  eine  Metaphysik 
des  Caiculs  gehe  ihr  gäozlicb  ab/'  Diese  Bemerkung,  die  ührigena 
gar  nicht  die  Snobe,  sondern  bMelene  einige  ihrer  Verfecbter 
treffen  kann,  ist  xum  Mindesten  sehr  voreilig.  Die  ältere  Schule 
bestand  sehr  lange»  ehe  sie  Jemand,  namentlich  erst  Pries,  von  ihrer 
philosophischen  Seite  hetrachtete;  wie  kann  man  nun  von  einer 
Mal«,  di«  «eeh  im  Katetebea  bcgritini  ist  m4  imm  tfm  8cUm^ 
drian  mühsam  geoag  dna  Terrain  abstreiten  muss,  ghieb  eine  pbi- 
Ioso|ibi8che  Betrachtnn^  verlangen?  Aber  auch  diess  wird  geleistet 
werden  und  «war  hoAe  ich  selbst  in  einiger  Zeit  das  Meinige  hiens 
Mntragev. .  Ich  ivUI  4Amm'  obuiUi  nimm  lang  gwmedef  Aal^ 
Mts  Mebt  dorch  eine  soMe  ÜMlinelMlnnff  nm  mehr  verÜagoM, 
kam  es  mir  aber  nicht  versagen,  wenigstens  auf  eine  ioteressante 
Analogie  hintuweisen,  welche  zwischen  der  Philosophie  und  Ma» 
tbematik  in  ihrer  gegenwüttigen  Verfaasung  statt  liodet.  Die  jetzige 
Zeit  der  Metbeantlk,  in  weleber  die-Muere  Schule  die  ältere  ät 
Reclit  ZI]  verdrängen  sucht,  hat  die  grösste  Aehnliclikeit  mit  jener, 
iu  welcher  kunt  mit  seiner  Kritik  der  reinen  Vernunft  auftrat.  Die 
Philosophen  hatteu  sich  bis  dahin  ohne  Kritik  der  Spekulation 
HberlnMen  nnd  glfabton  an  die  Allgemeingültigkeit  der  Deik* 
gsaetso»  mk  denea-we  Alles,  anch  selbst  das  Gebiet  dm  Otlieffsifis* 
liehen  beherrschen  wollten.  So  die  Mathematiker,  wenn  sie  in  ibr4i|r 
aogeoannten  allgemeinen  ArUhmetik  die  nnbegnuiate  ^llgniHMipi^ 
fcnn  der  anaMiaäca  OpflMfiM«n'M«w»t«tea. 


and  wie«  im  Mgamdim  BieeuJinten  der  Sfeknlniios  Um  «raJwM  C^r 


Die  Melhaphysik  lehrt  ans  den  Gebranch  von  vier  ^roundbegrif- 
fen  des  deukeaden  Verataadea,  nämlich  der  vier  Calegorieen  Quan- 
tität, Qualität.  Relation  und  Modalität.  Der  Gebrauch  derselben 
erstreckt  sich  aber  nur  auf  solche  Betrriffe,  für  welche  in  der  Er- 
fahruD^  ein  congruirender  Gegenstaod  aufgezeigt  werden  kann, 
d.  b.  ein  solcber,  der  einer  reinen  Anaebnuang  in  den  Foraen 
des  Räumet  nnd  der  Zeit  fähig  ist.  Versucht  es  dagegen  der 
Verstand,  jene  vier  Denkge^etze  auf  solche  Begriffe  anauweaden, 
welche  diese  Bedingung  nicht  erfüllen,  also  übersinnliche  aind 
(Ideen),  ao  atöaat  deraelbe  aaf  die  gröbaten  Wideraprilebe,  die 
Antinomieen,  .woraus  weiter  folgt,  dasa  eine  aolebe  Anwendong 
eine  durchaus  nnrechtmässige  ist,  und  dass  man  von  jenen  Ideen 
keinen  f«e brauch  zur  Erweiterung  des  philosopbiscben  Wiaaena 
machen  könne. 
Ganz  ähnlich  steht  ea  nai  die  Matbematik. 

Die  Arithmetik  lehrt  uns  den  Cehrnuch  von  vier  Grundoperationen 
des  rechnenden  Verslandes,  nämlich  den  vier  Species;  sie  zeigt 
uns  aber  denselben  nur  an  solchen  Grössen ,  die  entweder  endli- 
eh^  aInd,  oder  aieb  einer  endliebea  beetinoiCen  Groaae  nie  GrSnae 
nähern  (z.  B.  Reiben,  die  unter  besonderen  Fällen  convergireu). 
Versucht  es  d.-igegen  der  Vorstand,  jene  Operatronen  auf  solche 
Gröaaen  anzuwenden,  weiche  diese  Bedingungen  nicht  erfüllen 


stellte 


biet  an: 


Digiiized  by  Google 


(divergirende  Reiben),  so  8tösst  er  auf  die  (rröbsten  Widerspräche, 
woraus  weiter  folgt,  «lass  eioe  solcbe  Auwenduog  eine  darchaas 
uorechfi^tig^  mnni  dnB  ats  voo  jenen  Reihen,  eo  lang«  nie 
'  divergiren»  keinen  Oebrnoch  snr  BrweiCernng  dei  — tbeantineliwi 

Wissejis  machen  könne. 

Fs  pellt  uns  mit  den  divorg^eritpn  Reihen  in  der  Anoljsis  wie 
mit  maochrQ  Ausdrüci<eu  in  der  auul^tischeu  Geometrie.  Fragt  man 
t.  Ql;  welche  Ist  die  geo/Mtriiehe  Bedeutung  der  Glelohung 

• 

Wtmm  Of  'Sm  Abeciuen,  y  die  Ordioateo  beieiehnen,  ist  die  Ant- 
wert:  gar  keine;  denn  fOr  jedes  reelle  a;  erhält  man  ein  imnp^i. 
Uflres  jf,  die  («leichung  stellt  daher  weder  einen  Punkte  noch  eioe 
Liaiei  neeli  sonst  etwas  dar.  Sie  ist  ein  Gebilde  der  combinireDden 
Algebra,  welebei  von  einer  gewiHen»  nSalich  der  geemetriseftM 
Seile  hetraehlBl,  gvr^keine  Bedeutung  hat,  wenn  es  auch  ¥on  einer 
anderen  Seite  angesehen  nicht  eben  ohne  Geltung-  ist.  Ganz  alin- 
licli  verhält  es  sich  mit  deu  divergenten  Reihco.  Für  einen  Cal- 
cul,  der  et  mit  Gleichheitszeicben  zu  thun  hat,  und  das  ist  Caat 
die  ganie  Annlyiis,  heben  Reihen  wie  •  * 

l— 2-4-4  — 8-hl6  —  32-f-....      ,    ,  . 

1  —  1.2-1-1.2.3  —  1.2.3.44-.-.. 

«er  keine  Bedenlanff,  we9  kein  Anndmdt  gegeben  werden  knM, 
fem  sie  wirklich  gleicb  wären.  Eine  Betreebtnng,  die  eich  nm 

Faden  der  Identitäten  fortspinnt,  erreicht  hier  ihr  Ende.  DiTergente 
Reihen  sind  Gebilde,  oder  um  einen  bübseben  Anedruck  Ton  Fries*) 
•n  braueben«  Fif^nren  der  eonihinnteriecheB  Anelysi«.  Bier 
knf  Fries  ganz  Recht;  er  hätte  bloss  noch  einen  Schritt  thnn  nod 
unlerscheiden  sollen,  ol»  der  Caicul,  in  welchen  man  eine  divergente 
Keihc  einführtj  sich  mit  («leiclilieiten  oder  anderweitij?en  Beziehun- 
gen beschäftigt;  er  würde  dann  bemerkt  haben,  dass  für  eine  Be- 
tnchinngtweiee-der  ersten  Art,  nnd  dien  iit  hnnpf^tehUch  die  Ann* 
ivais,  bloss  die  numerische  Bedeutung  der. Reihen  nttliwig  iet»  nnd 
dmit  hätte  er  daa  Richtige  getroifeB. 


*)  MatheMtfadM  Netarphileeophie.  S.  1«. 
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XXXI. 

lieber  Anstarchs  Methode,  die  Entferniing  der 
Sonne  von  •  der  Erde  zu  bestimnMiiD. 

Von 

dem  Heraus£;eber. 


ArisUrcbs  Metbode,  die  CntferDung  der  Sonne  too  der  Erdt 
zu  bestimmeu,  ist  in  ihrem  Princip  so  einfach,  und  zugleich,  inso- 
fern in&D  die  t^otfernung  des  Monds  von  der  £rde,  die  sich  be- 
kaooflick  ntfteliC  einer  völlig  direeteo  Bfetbode  'mit  hinreichender 
Genauigkeit  bestimmen  lässt,  als  bekannt  voraneznsetzen  herecb« 
tigt  ist,  so  direct,  dass  dieselbe,  wenn  sie  auch  für  die  Wissen- 
schaft selbst  von  keiner  Bpdcutun«^  mehr  ist,  doch  lieiin  LInterrtcbte 
in  der  Astronomie  sorgfältiger  beriicksichtiij^t  zu  werden  verdien^  als 
diea^  wie  ei  wenigstem  acheint,  meistene  zu  geschehen  pflegt.  Wenn 
ich  daber  diese  Metbode,  die  Kepler  für  su  schön  hielt,  dass  er 
aie  In  seinen  Ephemcriden  für  das  Juhr  lÖlO  dem  Galilei  und 
Marius,  die  schon  mit  Fernröbren  beobachteten,  zur  Anwendung 
eifrigst  empfiihl,  zum  Gegenstände  des  vorliegenden  Aufsatzes  ma- 
che, und  dieselbe  aus  einem  allgemeineren  Gesiebtspanitte,  als  dies 
von  ihrem  ersten  FJriioder  geschah,  zn  betrachten  und  darzustellen 
versuchen  werde,  so  habe  ich  dabei  durchaus  nur  ihre  Bedeutung 
für  den  Unterricht  in  methodischer  Beziehung  im  Auge,  indem  ich 
zugleich  der  Meinong  bin,  dass  dieselbe  llbeniaial  alr  eine  nweek- 
mässige  ^IMietrische  und  trigonometrische  U«mBg  für  ScIAMr 
dienen  kann,  nnd  wünsche,  dass  dieser  Aufsatz  znuScbst  anch  rar 
aas  diesem  GcaicbUpankte  beurtbeilt  werden  mi^e. 

'  §.  2.  . 

t^s  kauu  wohl  als  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
dass  Aristarchs  Methode,  die  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
SB  bwtiBaieB,  in  ihrer  vrsprün glichen  nnd  einfodisten  Gestalt  darin 
besteht,  den  Mond  aar  Zeit  seiner  Viertel,  die  aap  daran  erkennt, 
dass  die  Lichtgränze  auf  dem  Monde  genau  all  eine  gerade  Linie 
erscheint,  zu  ueobachten,  und  in  diesem  Moment*^  die  scheinbare 


•)  In  i\cT  Schwierigkeit,  diesen  Moment  genau  zu  treffen,  lie^t  vorzüglich 
*    die  Unsicherheit  der  Methode  und  die  geringe  Genauigkeit  der  durch 


TWIV. 


EntfernuDg  der  Lichtgränze  von  dem  MittelpiiDkt  der  Sonoe  zu  mes- 
Ben.  Ist  dann  £  der  BeobacbtuDgsort ,  M  der  Mittelpunkt  de« 
Monds,  S  dkr  Mittelpaakt  4«r. Sonne,  so  nt  MES  die  genonti 
sclieinlinre  Botfeinnng  der  Licbt|^inBO  von  den  Mbtelpankte  4or 
Sonne,  und  da  nun  wenigstem  mit  tfrbsser  Anoijiernng  £MS  «■ 
rechter  Winkel  ist,  lo  bat  man  die  Gleichaog' 

nui  der  UA 

ergirbt.  Ist  man  also  die  EntfernoDg  E3f  des  Monds  vom  Beob- 
achtuug-sortp  aus  anderweitigen  Messungen  als  bekannt  vorauszo- 
setzen  bencbtigt,  so  lässt  sieb  mittelst  der  Torbergeheoden  Foroiel 
die  Entfernung  E8  der  Sonne  vom  Beobachtungsorte  bererbneo. 
Feberbaupt  liegt«  wie  man  sogleich  übersehen  wird,  ilieser  Methode, 
die  Kntfernung  der  Sonne  von  der  Krde  zu  bestimmen,  vorzüglich 
die  Idee  zum  Grunde,  die  anderweitig  bekannte  £ntfernunfl;  de« 
Monds  Ton  der  Erde  wrHnsis  oder  Stondlinie  sn  mncben,  nur  wel* 
cbe  die  Messung  gegründet  wird,  weil  wegen  der  grossen  Entfer- 
nunar  der  Sonne  von  der  Erde  der  Durchmesser  der  letzteren  eine 
nicht  hinreichend  grosse  8tandlioie  darbietet,  wenn  mau  eine  nur 
einigermaassen  genügende  Genauigkeit  zu  erreichen  beabsichtigt. 

Indem  wir  nach  diesen  vorläufigen  allgemeinen  Andeutungen 
die  in  Rede  ateliende  MeAode  jetit  su  grünerer  AllgemeinLeit  i« 
erbeben  versncben  werden,  wollen  wir  nnoehmen*,  doM'ninn  na  ir- 
gend einer  passenden  Zeit  mit  geeigneten  Instrumenten,  etwa  afit 
einem  Spiegelsextanten,  die  folgenden  Grössen  gemessen  bnbe: 

den  schrinbnren  Halbmesser  des  Monds   4^% 

den  scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne   4g» 

die  i^einbare  Bnl4iirnunflr  der  inneren  Ränder  der  Sonne  und 

des  Mondo  von  einander  .  *  •  •  % 

die  eebeinburc  EtitfVmung-  der  Liclifgränzc  auf  dem  Monde  von 
dem  erleuclitefen  Mondrande,  da  wo  diese  Kalfer* 
nung  am  grössten  ist  

die  Höhen  der  obern  oder  untern  Ränder  der  Sonne  und  des  Monds, 
woraus  man  mineist  der  bekunotcn  scheinbaren  Durcbgiesier  leicht 
die  flöhen  der  Mittelpnnltte  der  Sonne  nnd  dce  Hondi  findet 

Da  mnn  dii'se  Grössen,  wenn  nicht  mehrere  mit  glfieli  guten 
Insfrumenten  versehene  Beobachter  sieb  mit  einander  vereinigt  ha- 
ben, nicht  alle  in  einem  und  demselbco  Zeitmomente,  wie  es  eigent- 
lieb  erforderlieh  ist,  messen  kann,  so  muss  man  in  kurzen  mit  einer 
Dhr  zu  bestimmenden  Zeitintervallen  Mehrere  Meftsungen  derselben 
anstellen,  nnd  diese  Messungen  dann  auf  bekannte  Weise  durch 
Interpolation  sämmtlich  auf  ein  gewiises  miltlerea  Zeitmoment  re» 
duciren.  > 

Dies  ^emutgefelst,  iit  m  a+(J+d,)  die  «Mtbere  lat* 
fernang  der  Mittelpanltte  der  Sonn  «ad  des  Meadi  rfiMdir, 
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welche  man  mit  Hülfe  der  Höhen  der  Mittelpunkte  weg^en  der  Re- 
frectioD  cocriciren  mnis,  wobei  man  lich  ganz  anf  dieselbe  Weise 
wie  M  .der  EmAmmmtf  der  Vkngw  durch  Moeddistanien  zu  ver- 
halten hat,  wea,  als  sich  in  jedem  guten  MtreBomiaelieB  IjeMoebe- 
findend,  hier  wobl  als  bekannt  vorans^esetzt  werden  krao.  Be> 
zeichnen  wir  die  auf  diese  Weise  wegeo  der  Refrnction  cnrri^irte 
scheinbare  Entfernung  der  Miltelpunkte  der  Supne  und  des  Moods 
▼OB  eiaender  dnrch  fi^  die  aekeiabare  Entfernung  der  Lichtffränze 
aaf  dem  Moade  von  dem  Mittel|)unk(e  der  Monne  aber  dareb  v,  ■# 
iat  effeubar  v  =  fi-^X  —  <f,  und  daher  auch  v  eine  bekannte  Grösse» 
Ueä  wahren  Hulbmesser  des  IMonds  und  die  Kntfcrnunf^  seinea 
Mittelpunkts  vom  Beobachtmigsorte  wollen  wir  im  Folgenden  dnrch 
r  und  Qy  den  waliren  Hulbmesser  der  Soane  Bad  die  Eatferanaff 
ihres  MitteI|»B»iila  yeai  BeekaehlBBgBaitf  dagegen  dareb  r,  nad 
bezeichnen» 


Durch  den  BsebaebtiHigsort  und  die  Mittelpunkte  der  Sonne 
vad  daa  Hoada  ienkeB  wfar  ans  jetzt  eine  ebene  gelegt,  welche 
wir  als  die  Ebene  4er  ^  annehmen.  Der  Beobaeblnagaort  sei  der 
Anfang  der  ^-y,  die  von  dem  Reobachrungaerte  nach  dem  Mittel, 
punkte  der  Soone  gezogene  gerade  Linie  sei  der  posjtive  Tlieil 
der  Axe  der  ^,  und  der  positive  TheU  der  Axe  der  p  werde  auf 
der  Seite  der  Axt  der  jp  angenosiaieB,  aaf  weleber  sich  zur  Zeit 
dar  BeobadbtBBg  der  Hoad  befiadet;  so  siad  offenbar 

Q  cos  fA  und  Q  sin  fi 

die  Coordinaten  des  Mittelpnnkta  des  Monds,  vnd  die  Gleichnng  des 
Durchschnitts  der  Ebene  der  jcy  mt  der  Oberfläche  daa  MobSi  ist 
also 

1)  (4r7-,e  aM.i»)'^(y-««Bf»)*=>*: 

die  CteidhBnif  der  von  den  Beobacbfung&orte  nach  der  XiiebtAräoss 
gezogenen  geraden  Linie.  Sind  nun  5, 17  die  Coordinattn  desüurcb* 
scboittipnnkts  dieser  geraden  Linie  und  des  durch  die  Gleichung  1) 
cbarakterisirtcn  Kreises,  so  hat  muu  nach  dem  \  orhenrehendan 
BeiliaaiQng  diaaar  Caordiaaten  die  beiden  GlaicbuBgMi 


17  =  §  tong  9, 
(5—^  cos      +       ^  fläa  |»)tsr»| 

ans  denen  nach  leichter  Reishnnng  mit  Beziehnog  der  oben 
und  nntsm  Zaiehan  aaf  «tnandar  ^  > 
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o4er,  weil  rss^.ain  d  ist,  ' 

Ii2  =  ^  sin  y|coB(/*  —  v):±:i^§M         iu(/*  —  rj*!; 
oder 

^     s=; ^  CO»  r  |coft(/*  —  y)  d=  K  8in(J-H/t*  — »»)  siD(J  — ^-Hy)t, 
'i}=9  sin  y  |cot(fft  — »)=b  V^fio(d+f»  — 8itt(d*f»-|-y)t$ 

ergiebt.  Berechnet  man  aber  den  Hülf»winkel  G  mUteUt  der  Foraiel 
6)    >o»g  ^.^^Wm(«f-t.Ai~K)«in(cf-/iH-.>) 

was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sp  werden  die  vorhergehendca 
Gleichungen: 


7) 


t  g  COS  y  eeaOt-»i/=f=e) 

r  ^        MS  0  » 

1   p  sin  y  cos(/ii— -yqpC) 


Die  Gleichung  des  nach  dem  Punkte  (^^)  gezogenen  Mondbalbaea- 
■en  fat 

und  folglicb,  wenn  man  die  aus  7)  bekannten  Warthe  von  ^  md  f 

einführt: 


.  sin  y  cosCm  —  ^7^)  —  sin  u  cos  9^ 

»)   y-  ^  «n  /*  =  cosy  c«.Cu~y76)-«os/«  cos  e^^^^e  cos 

wo  sieb  nun  frägt,  wie  man  die  ZeicheD  ia  dieaer  Gleidmnif  md 

überhaupt  in  den  obigen  Gleicbuntren  zu  nehmen  hat,  worfiber  sich 
auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Kotscheidung  leicht  geben  lässt. 

Bezeichnen  wir  die  fcintfernung  der  Lichtgränze  vom  Beobach- 
tnngsorte  dnfch      ao  Ist 

«■d  folglich  naeh  6) 

.  ^  s  ^s  IceaO*  —  v)  =fc  i/sio (<f  H- —    sie (d  — •   + |«. 
Weil  nOB         +  X  —  d,  als« 

^  — vssd  — X,  cos(/»  — y)3soae(d— X), 

Bod,  da  im  vorliegeadeB  Falle  der  absohlte  Werth  ?oa  i—X  ge- 
wiss niemals  OO*»  übersteigt,  C08(J— A),  foMIch  auch  cos  (fi  —  r) 

ateU  positiv  ist,  so  liefert  das  obere  Z^ehea  la  lenteheader  Glei- 
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chunp^  für  E  jederzeit  einen  grösseren  Werth  ala  das  untere,  wes- 
halb man,  da  die  Licljtffränze  natürlich  immer  dem  Beobachter  zu- 

Cktbit  iil,  itt  dtr  TonfebcDdeo  Gleichung,  and  fblfflidi  raeh  Iber» 
opt  in  allea  obigen  Gleiebnogtn  die  unteren  Zeichen  nebaen 
■nie.  Daher  mmm  ann 


aetien,  und  die  Gleichung  des  nach  dem  Funkte  (^)  geiogeneu 
MonilbnlbBeBien  iit- 

,  sin  y  eoa(u  —  y-A-ö)  —  sin  u  cos  Q,  . 

Nnn  ist  aber,  wie  man  mittelst  ebiger  «infnch«n  goniaMtriachen 
Verwnadlnngen  leicht  findet: 

ein  y  €0i(/»— »-H-©)  —  sin  /u  cm  •le(>'  —  /*)  cosfi»— 

cos  V  cos  (fjk  —  »» -h  ö)  —  cos  /u.  cos  0  =  —  sin  ('y  —  f»)  äiu  {v  —  0) ; 

ond  folglich 

W)    y  —  ^  sin  f*=5  —  {a:  —  q  cos  fä)  cot{v  —  0)  ' 

die  Gleicbnng  def  nnch  .dem  Punlae  ({q)  .gesogenen  ll^ndlinlb« 

messers. 

Die  Gleichung  der  dnrcb  den  Punkt  (^17)  gezogenen  Berühren- 
den den  dprch  die  GleichoDg  1)  cheraHterieirten  Kreiiei  lei 

SO  itt  wogen  der  Gleicbong  12)  noch  den  Principien  der  nnnlyti- 
echen  Goonfetrie 

■  1—^  ootC»— ©)  =  0»  ^=:teDg(y  — 0); 

also 

13)   y— q  =  (ar  — S)  Ung(r  — 0) 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt         gezoj^enon  Btrihfondon 

des  durch  die  (•leirhung'  1)  chnrakterisirten  Kreises. 

Da  diese  Berührende  offenbar  auch  eine  Berührende  des  Krei* 
ses  sein  muss,  in  welchem  die  Oberfläche  der  Sonne  von  der  Ebene 
der  Jty  geschnitten  wird,  so  ist  r,  die  Entfernung  des  Mittelpunkts 
der  Sonne  von  der  in  llrdc  steheodco  Berührenden,  und  ful{;^lich, 
da  ^,,0  die  Coordionten  des  Mittelpunkte  der  Sonne  lind,  nach  den 
Principien  der  analytischen  Geometrie 

,  ,  ^  l(gi~l)  tang(K-^)-h7t» 

oder 
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m 

••.•  =  Jte,  8ia(l— 1^)4.1,  COiJ»»— 

•Iso,  ss^i  «ja  Ut: 

C.*  «n  <y,'  =  {C^,  — I)  abCK-Oj  +  ii  co8(f-..0)|». 
nod  folglidi  ,^  ' 

'  =fc^,  MB  ^,==(^,—1)  8iii(i'  — cob(v  — 0), 
woraus  licb  leicb| 

also,  wenn  man  für  ^  und  ihre  uu  dem  Obigeo  bekanateB  War» 
tbe  einführt: 


#orant  sich 
oder  nach  6) 

'  e  2iin(/u  — »»)  siu       —  e=F<i'i)  co«^i(v  —  edbdj 

erprrebt,  auHelft  weleher  Foraela     («^c^^      Q  haraefcaet  werte 

kaoo. 

Rczeicbneo  wir  die  Abacisse  des  DurchscbniUspuDkts  der  durch 
die  Gleiehoag  18)  eharakCeriiirlev  Borlhreodea  ait  der  Axe  4cr  jr 
durch       ao  iat  nach  13) 

—  «  =  (•^1—0  taog(v  — 0], 

and  folglich  * 

Weil  dud  nach  dem  Ohigeo 

i  «o(r  — a)— ij  CM(y-«e)=r«,|aiB(ir— e)qBM  dtri 
iM»  ta  in 

£,       lin  (y    e)    »in  cf, 
^,  üatr  — ©) 

•4«r 

£l      1         sin  cTi 

Ofhohar  iil  abar  atela  ^  <  1  aad  lia  d,  positiv.  Alio  man  ama* 
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i».  itr  fwtHtkfmim  QlMhm$9  "Mi  4di«r  meb  Im  allea  «bigen 
GIcickoDgeo  die  obero  oder  Baleni  Zeichen  nekaeo,  jenachdem 

■iD(v  —  0)  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist,  mittelst 
weichet  kriteriumi  sieh  also  immer  siclier  entscheideo  läset  i  wie 
BMirallick  im  4ia  Porawla  14)  ■■i  lS)  ^  Zeichra  ta  ii«b««n 
eiad. 


f.». 

BatwiekeJt  mui  dio  ftütieUet)  J[liff«rwtia]«  fon 

"  tillO«  — fr) 

in  Bezug  auf  (f,  /u,  v  als  veränderliche  Grössen,  so  erhält  man  neck 
•inigen  leichten  Reductionen: 

'  ^  sin  2(f  cot  Q  jm 

und  folglicli,  weil  ■•eh  den  bekwolM  Begel»  dar  INltnolialrech- 
Bong 

ä^O  =  cos  tong  0,. 

scM  Bfd,^  taug  ^ 

Mt: 

! ,  ^  ein  3(f  cos  9*  cot 

s  —  Mt(f*  — y)  ce« 

Weil  njin  bekanntlich 
ia^  ao  iat 

18)   de=     a.n2«rcose»  cot  9^ 
—  eot(/E»— »)  cot  ^«i^ 

fialwicfcelt  man  ferner  auch  die  partiellen  Differentiale  von 
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in  Beni|  wf  0  alt  wäaMidM  OrMa;  m  tiMUt  mm 

aiiB  cos  ^(y^Qtksd^)  ^» 

IQ)    ^VjT^W =  CO»      cai(^~y+e)  ttng  O 

.  /«Ll^  —  — .        «WjudbginV,  sin  (u  —  >^ R)  _ 

cos(/i  — y-f- e)  teo  #■     •  ^ 
Stin  |(y.e:f:ir,)  CM  |(r-#d:ir,) 

vor|tu8.ucb  leicht 

«•)  <^)="/'(5r)+*(^)+''*(^j  +  «^<) 

ergiebt. 

iietsen  wir  nua  der  Kiirse  wegeo: 

^  «in  2(1  cos  fi'  roi  9 

.i?3Keoe(iB<-v)  cot 

fj  •sin(/<  — y-t-^)  Ung  g  . 

^  —  2rin      ,e:fs<r,)  cM-Ky-iedbif,)* 

^  C0«(/«  — y-l-  8)  SBC  f4*  

4«m  {(y  —  ö  =F  tfj'  cos  edbif,)** 

Jf  —        CO«  x<  dbsin  (f^  a'\n(f*  —  y  •+■  fi) 


10  iit 
■■«I 


0 

Nun  kiHM  wmn  aber  natb  f.  8.  offenbar  miiiirtODa  mk 
AnnäheniBg 

d^ssda-^dd-^äd,,  dv z=  dfi> dk  —  dd ,  ^ 


Digitized  by  Google 


«Im» 


:    -Mc-*-/?(/>-hF)i(r/a+./j-f-i/d,)  • 

4.*  i.,  wie  Bsa  leiebt  findet: 

Aocb  erbilt  aen  bierans  leicbl  •  .  ' 

-+-  j       (^^  — (/^ /^)|<äJ 

In  aUen  v^rbergebeadea  deMbaafea  bat  imb  die.  «kern  odet 
untern  Zeichen  zu  nehmen,  jeMMbdeai  «n(y—  9)  eine  poiilira  oder 
eiae  negative  Grösf^e  ist. 

/         .  •    , 

..    §.  6. 

-  -  • 

Wir  wollen  nun  noch  in  der  Rürce  zeigen,  wie  ans  der  Ent- 
fernung eines  Wellkörpers  IV  vom  Mittelpunkte  C  der  ü^rde  seine 
Entfernung  von  einem  beliebigen  Orte  0  auf  der  Oberfläche  der 
Krde,  und  umgekehrt  wie  aus  der  Entfernung  eioea  Weltkörpera 
W  von  einem  beliebigen  Orte  auf  der  OberBäche  der  Erde  seine 
EntfernuDf^^  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Krde  gefunden  werden 
kann,  wultei  wir  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden  an- 
■abaien  werdea,  daaa  der  Paakt  9  in  der  oSrdliebta  nÜlte  4n 
Erdoberfläche  liege. 

Zu  dem  Hude  sei  <p  die  Polhöhe,  gp,  die  sogPUHnnte  gcncentri- 
scbe  Breite  des  Orfs  Oy  und  Jt  sei  der  nach  demselben  gezogene 
Krdbalbmesser  *).  Ferner  seien  (u,  /i  das  sogenannte  scheinbare 
Asiamtb  lad  die  sogenannte  sebeinbare  Höbe,  dagegen  daa 
sogenannte  wahre  Azimuth  und  die  sogenannte-  wahre  Uöh<^  dea 
WeUkilrpeta  W,  wobei  die  Asinutbe  ron  Süden  nacb  Weatea  von 


: .  < 


Wie  ana  der  Polbobe  die  geocentrische  Breite  und  der  Erdbalbneaier 
gafinden  weiden  kioiNB,  bt  Anbir«  Tbl.  I.  &  177«  gtiaigt  worden. 


«in 

0  bis  360°  gezählt  werden  tollen.  Die  Entfernongen  4ee  WeUk4ir> 
fmtu  W  TOB  dtn  Ort«  O  ud  des  BlitteJpuiikt«  C  4m  Brd«  Mi«a 

raipecti?e  ^  und 

Durch  den  Ort  O  &lt  AnfaDfir  Jegen  wir  ein  rechtwinklures 
CoordinuteDsystem  der  orys.  Die  Ebene  der  a:x  sei  die  Ebene  aes 
Meridians.  ]6er  positive  Theil  der  Aze  der  ae  sei  noch  Süden,  der 
positive  Tbeil  der  As«  der  y  sei  nach  Westen,  nnd  der  positiv« 
Theil  der  Aze  der  x  sei  nach  dem  Zenith  gerichtet.  Durch  den 
Mittelpunkt  C  der  Ertle  als  Anfang  legen  wir  ein  zweites,  dca 
Sjrstene  der  ^eyai  pamlteles  Coocdinateosystcm  der  ae.y^x^, 

Die€oiirdiMl«B  des  Weltkdrpera  W  im  System  der  jrjn  siad: 

^  cos  A>  cos  A, 
A  ain  f».cu  A, 
4«uiA$ 

und  seine  Coordinaten  im  Systeme  der  ^jya^i  sind: 

coa  »1  coi  Jk|, 

I«|  CM  k^t 

^1  ain  4,» 

Die  Coordinaten  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  das  System  der 
je^yiXx  ^^^^  aber,  wie  durch  eine  leiebte  geometrische  Betrachtaaf^ 
aogleich  «rh^ea  wird: 

H  sin(sp^.jp,),  ü),  B  cos(9»  — SP,); 

■nd  nach  der  I^hre  von  der  VenMadlMg  im  CMrdiaatoa  kAmm 
wir  «la*  di«  drai  folgaadM  Giaialungeii: 

cos       cos  h^'=.R  8in(9p  —  9>i)  +  A  ^ 
^,  au  ft),  cos  A,  =21       «0  cos  A, 

^,  ain  A,  Sit  eoa<)^-*)p,)«i-' A  ^ 

Uuadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen,  und  addirt 
dieselben  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 

/la*  a=  iV«  H-  A*+SiKAI»iB^^9— 9^i)H-e««<e  cobA  aiii(p«-)i,)t, 

oder,  wenn 

'  %k)  «aa  i^sBsaia  A  cm(9  — 9,)-|»oaa  Ii  «w  A  aia^^— l^i) 

gaaetat  wird,  die  Gleicbnng 

A»'=^'+A**H2AAcoa  J2. 

Sind  von  A,  A,  alao  anch  ü  gegeben,  ao  erhält  maa  At  »i^' 
telat  dta  Fomel 

20)    Aa»V^A*-f*A*-i-.^  €M 
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die  Ricli  bekanotiich  auf  verschiedene  Artep  snr  logarithBUcbeii 
RechnuDK  bequem  eiorichteu  lässt. 

Siad  dagegen  Ai»  ^*  ^  gegeben,  lo  erhllt  MD  2^  tereb  Aaf^ 


•rgiebt. 

Das  Product  dieser  beiden  Werthe  von  Ä  ^* 
folglich,  da  im  voriiegendeD  Falle  offenbar  iniaer  ^ i  ^ /t  ist,  stets 
negativ.   Daher  haben  die  beiden  Werthe  ?on  ^  jederaeit  entge- 
gengtMla»  Vomiehw.  Ut  bm      i}  poeMv»  m  lit 

—  Ä  cot  fl— l/A,»—- «•  «n  . 
•IKMihar  negativ,  «lio 

—  it  CM  i^-hkAi*  — iS>  aiD  ja« 
positiv.  Iit  dagegen  eot     negativ,  so  ist 

offenbar  positiv,  also 

negativ.  Daber  muss  «mw,  weil  A  Beiner  Natur  nach  nnr  ponti? 
■ein  kann,  in  der  Gleidwng  27)  iasar  daa  ob«ro  Zeichna  nnhmn, 
und  folgUcb  ' 

88)  A=— cMÄ-hk^AT^^'  fTi^»  ' 

oder 


'    29)   Af=  — ^  «0» -ö-iy^^CAi «iü  — Ä  sin  Ä) 

Mlten. 

Nimmt  man,  was  in  Folge  der  Gleichung  24)  offenbar  verstat- 
let  ist,  den  Hiiifsvrinkel  Si  stets  positiv  und  nicht  grösser^  als  180*, 
ilt  ain  A  iaaiar  paattir,  nnd  man  kann  also 


aalsan.  Baraeknct  m«  nnn  dan  HlUbwInkal  0  lultalali  dar-  Fonnal 


01 


A. 


iC  sin  U 
«dar  Bittalat  dar  FaraMl 
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30)  eoi  0=  Y  ^* 

und  Dimmt  0  posiüv  uod  nicht  grdsier  «b  90<*,  wa«  wtgca  4w 
poMtiveD  Vorzeichens  tod  lio  ü  venUittet  Ut,  eo  ist 


31)  A=-Äi22l£±jQ, 

witleUt  welcher  Fermelo     sdtf  leicht  herechaet  werden  kaos. 

WtD«  die  SteraMit  4er  li6«b«ebtiDg  bekantit  iet,  ai4  Meh  4i« 
ReetefCttMaM  lief  WcJikörpen  If^  als  bekannt  atigeuummpo  wird, 
so  kano  man  immer  das  Azimuth  aus  der  Hübe  A  und  der  Polhübe 
ff)  leicht  berechnen,  was  hier  nicht  weiter  erläutert  xu  werden 
braucht. 


XXXII. 

Beoierkiiiigmi  ttber  die  Reduction  der 
MoiiddlstaiizeiL 

•  Von 

dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  die  wahre  und  scheinbare  Höhe  des  einen  Gestirns 
dnr^  Jfi^  die  wahre  ond  tebeinbnre  Böbe  des  and*-ren  Gttttrns 
darcb  il,  h'\  die  wubre  und  scheinbare  Distanz  durch  ^,  ^  be- 

zeiclmen.  Werden  dann  ferner  die  gröspton  Kreishoiren .  welche 
die  Endpunkte  der  Höhen  //.  //'  und  die  Endpunkte  der  Hoben 
yy,  Ii  mit  einander  verbinden,  durch  D  uud  ^  bezeichnet,  so  ha- 
btn  wir  o0Mar  die  folgenden  Clekbungen :  - 

1\    eos  A  —  si"       sin  h       cgs  A'  ~       l^'  sin  k 

cos  //  CO.S  h  cos  //'  cos  h' 

cos  D  —  sin  //  sin  k       cos  ^  —  sin  //'  sin  k 
cuü  ii  cos  k'  cos  //'  cos  h 

Aus  dtenn  Gleiclinngen  ergiebt  lieli  aebr  leiekt: 


Digitized  by  Google 


41t 

^€•1  W  COS  D^wk  UtM%  i^^ztmiH—H')  siD 

eo«  A  **eM  A  CM  /^=iia(il  — il')  iw  H\ 

M  wie 

icas  ^  cos  2)  —  cos  A  cos  ^'  =  8in(^  —  h')  sin 


3) 


and  wir  hnben  datier  zur  BerecbDOOg  TOD  ^  aus  Zf,  ü'^  k' 
die  folgenden  Formeln: 

r~  ^=S5^  cos  A  +  sii»(ir~Ä'), 

41  < 

.1        .        cos  4    .    sin  ^    •  /  f  i.v 

(cos  A=-^       ^  +  ^  ..o(>^~4') 

'       ^       CO»  h         . ,  .   sin         .  , , 

i€Oi  2)  =— CO.  A'  4-  -^^TF  "»(^-^^. 

5)   /  . 

wo  H  vttd  D  »Ii  BBIfsffrUsscii  lo  betraebttB^  iliid. 

Elimioirt  mon  aus  den  Gleichungen  2)  dia  Grösse  eos  und 
ans  den  Gleichungen  3)  die  GröiM  cos  20,  lO  erhält  mb  die  bcU 
dco  folgendeo  GleichungeB:  . « •  r 

6)  coo  i7'  coi  A  eoe  A <^  cm  Jk  cm  A' 

und 

7)  tfom  B*  tnm  if      ^—tM  H  tm  k  ^ 
ssBiB(J7^^)  siB  il  CM  jP+sinCi— A*)  cM  J7mb  iST, 

dwrcb.  dcfCB  AddUioB  licb  fcnier  die  Gleicbaeg 

.&)  S(eMAf' mA'eMA— co^^cM  Acof  A-) 
=  iiB(i7--i7)  nB(ii-|-iif)-|-tiB(i7H-^')  iiB(A-4') 

oder  ' 
ergiebt. 

Setit  BUiB  iB  des  beides  GleiebaBgCB  4) 

//=  //'     (U—  //'),  /i  =  /*'  -i-     —  /i )  i 
M  werden  dieeeliiea 
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:m  Dea    OM(if — JSP)  ««t     ^  ihi(£r-^ AP)  iia 

;     Hh Ii«,  (iy~ /y-)  (ain  A'  -l- ^^.^^ ^  ^'  ^) 

+  un(4  — A)(giB  />H  j^^y-  ) 

=s  coa  (Jy-     — A^)  -t-  «Iii  (£f-  JT)     y  >  ^  \ 

'  CO»  MM  • 

•  •  • 

=«ti(i-if--i>)+ri>(it-.it)"°  »-^f+oii 

.  •  .        •  .  * 

•lao  BAcli  eioer  belgiantea  Zerlflowiff: 

•   ••'.«"*  ^ 

W)  CM  ßta 

'  cot  U 

»«tita'-g'-A')+ä.ü.(jy-ir)'^V*-*'-**'T:*<*'^*'i-*'>. 

ooa 

eos  A=3 

Beseicbnea  wii;  die  ilc^nen  VeräivleiiugeB»  wddie 
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•rleiden  nUMen,  um  in  cos  D  überzugeben,  durch 
di«  kleinen  V  eränderungen,  welehe 
Vieiden  BineB,  wm  in  eos  A  überzngeheD,  doreh 
i#  Ift  i^<eb  de«  VorIrtrgtkMdmw 

* 

und  da  »ich  diese  kleinen  VerändeniBgdtt  ijtUM  fcr  ptÄd^^ 
Fonnefa  inoier  leiclit  fiideo  UsaeD,  to  wird  man  in>t^Ha|ftw 
TMü  umIi  Immn  di«  kleioeii  Verftoderottgcn  Uich| 
tteOt.iNilcM 

t 

€ileld«B  bSimd,  mm  im  A  welcbe 

trleideo  oa  In  A  «beriugeheo,  wird  also  auf  dieM  Wtlii 

iaaer  A  ohne  SckwittigkeU  iiL^tteckaeB  im  Stande  aeuk 
SetMB  wir 

cee  i>  =  cee|iy-£r'+A'+''(^-^+A')l 

eoe  A  =coe|>S  — A'-f-Z^H-^/CÄ-^'+Z^)! 
=scei|i-i'-/>  +  rf(A-^-^)l5 

•o  ist  nach  den  FHneipien  der  Differenlialreelinang  beknnBtKch  nll- 
herBBgaweiie 

coa  />  =  cos       ^ + AO  -  "»        ^    AO'/C^—  Ä'-h  A') 
=  coa  (i^-  H'  -  A)  -     i^-  ^'  -  A  )*^(^- 

eee  A  s=cei<il-ir+il)-ii«(*-^  +  />MÄ-^-HZ^ 
«  eoi(il  -  ilf  -  i>)  -  ibCi- -  i^i^J*  -  ^  - 


i  • 

4 
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uod  zur  Bestimoiuog  t«d 

BBll 

</(//  — >4' —    — U) 
kut  MB  also  B^elhll)  offmlwr  die  fol|^B4eB  NSlierBBgiforBMlB: 


«in         *'-/>)  cos 

««8A'iin(A— «r—^  ' 


,WiB  man  dieae  in  Tbeilen  .dea  der  Einheit  gleichen  Halbmea» 
sers  ausgedrückten  Veränderungen  auf  dio  einfuchste  und  zweck- 
mässigrate  Weise  in  Secunden  zu  verwandein  hat^  kann  hier  fügriich 
da  käaBBi  vorausgesetst  werden,  ao  wie  aa  bb  dleaeni  Orte  uber- 
kaapt  BBBftdiig  aeiieiBt,  ia  weiteres  Detail  fiber  die  lieate  Art  der 
AoweBduag  der  obigen  Formeln  einzugehen. 

Dass  man  ührigens  auch  aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ganz 
ähnliche  Formeln  ableiten  könnte,  fällt  auf  der  Stelle  in  die  Au^en. 


•I» 


« •  -  • 


1  y  K I  ^  U  Li  y 
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XXXUL 

Einige  Bemerliangen  über  die  Gleichimgeii  des 

drilten  Grades. 

Nach  einer  Abhandlung  des  Herrn  Profestor  R.  Lobatto  sn  ' 
Delft  in  dem  Journal  de  Math^tnatiques  pures  et  appliqn^es, 
publik  par  J.  Liouvilie.  Alai  1844.  p.  177.  frei  bearbeitet 

▼OD 

*  ■ 

dem  Herausgeber« 


Id  dieser  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Lobatto  kommen 
•asstr  ottderen  ioteressaBtoo  SKtseo  eioiiro  benerkeoswerthe  For- 
■ein  vor,  dorch  welche  zwei  Wurzeln  einer  cubi«eben  Gleichfinff 
durch  die  dritte  ausgedrückt  werden.  Diese  Foraebi  werde  iek  lie 
Folgenden  iDiUheilen. 

iNe  gegebene  cnbisebe  Cleiebvog  sei  ' 

1)  '^pJC'i'fSSsIk 

Wenn  mn 


3 


2)  y=»^(-»^+^^v*-iV;''),. 

gesetzt  wird,  wo  die  Grössen  y  und  «  bekaontlicb  iaaer  den  Glei. 
ebnagen 

3)   3ya5=;i,  y» -t-a»  =  — y 
genügen,  nnd  aaiierdea  offenbar 

isti  so  ist  bekaantlich  nicb  der  Cardaniseben  Formel  iner 

5)  ms=y^M 

eine  Wurzel  der  gegebenen  eobischen  Gleichung,  und  die  beiden 
anderen  Wurzeln       und  «,  derselben  crbäit  man  aus  dea 
changen 


ddtr 

Ami  dieteo  beideb  GleicbnDg«D  ergiebt  liob 

(tr,     « ,) » .—  4«, ir,  =     -H  5» 


-       =  »» -h  J^, 


md  Ibiglieb 

Verbindet  man  diese  Gleicbuug  mt  der  ersten  der  beideo  GleichuD- 
gen  7),  80  erhält  man 


Md  kMit        ianer  • 

«>  !         ./— — 

1  •  .  # 

setgen. 

Weil  aber  m  «ioe  Wurzel  der  gegebcneii  Gleicbnog  und  folglich 
Ut,  10  ist 

H-45'  =  ;»«4-3y  =  i/?» — Sei' j 

  ♦ 

NmI  3)  OBd  5)  Ut 

^     3i»'  =  12|»  —  a(y     »)>  SS  —  d(y  ~  »)% 


») 
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«od  fblglicli 
pder 

W«il,  wie  ■an  dareh  Divbioa  leicht  fiodet,  . 


und  foigliek  uch  d«M  OUgeii 

y— «  n      »        -1»  • 

•Im 

Führt  MD  dicken  Werth  7ea  y— «  in  die  Oleichnages  10)  eia,  ■• 
erhält  Mar  ^ 


J    •  *  Sff  — «Mi  ' 

Diese  Formeln")  sind  nach  Herrn  f.obatto'o  Angabe  von 
Youn^  in  dem  Buche:  Tie  Auatvsis  aud  solutioD  of  cabic 
aod  biqnadretic  eqaatioBi.  Ldadoa.  1842»  saertt  hekaaat 
gemacht  worden. 

Vm  eia  Beispiel  so  gebea,  sei 

*  — 7jr+7  =  0 

4ie  gegeheae  eitbiicbe  Gleieboag,  ao  ist  /»=7,  ys7,  alM 

*)  In  der  AbbaQdluog  dt«  Herrn  Lobatto  sind  die  Formeln  Ton  Druck- 
fifalcni  nicht  gans  frei* 


490 

vod  folglich  sind 


•i=  21  — 141»""  6— W 

=  —  1« Ol— TIL  =  -  i«» 


21 —  Mt» 
oder 

_      2—«    I  — 

•»-""nrs"»      ""1— a«* 

■ 

swei  Wurxelo  der  gegebenen  Gleichung,  weon  u  eine  Worad  d«r> 
Mlbeo  ist 

Ein  nndpror  englischer  Mathematiker,  Herr  Lockhart,  hat 
von  den  vurliergeticndrn  vcrscliiedene  Ausdrücke  zweier  Wurzein 
einer  cubischen  Gleichung  durch  die  dritte  gegeben,  weiche  im 
AligvMioen  tob  der  Form 


sind.  Zu  diesen  bemerkenswerthen  AusdrUckeo  goloBgt  Borr  L*- 
batto  im  \Vcseiilliclipn  auf  foii^ende  Weiie. 

Für  r=:P^/*»  —  Vy*  aei  überhaupt 

ao  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  2a  +  c  =  «,  |^eaettt  wird, 
Mch  gjBhdrigor  BalwickoluDg  dieser  Gleicliang  die  vloiclHUg: 

M)       +  _!^)*. 

Soll  MD  dioao  GlelehuBg  m\t  der  Gleieknog 

ideotiaeli  lein,  so  mfiaaea  die  Gromn  ^,  c  tu  bettlant  wtrdea» 
daaa  lie  deo  drei  Ivleichangen 

geoBgen. 

Aua  der  eraten  uod  dritten  Gleicboog  ergiebt  sich  aaf  der  Stelle 

r 
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Führt  man  diese  Werth«  von  «g  uod  b  in  die  «weite  GleichiiBg 
eie,  so  erhält  man  ^        •  . 

^+ S^PlSr  db3f )  sssO. 
Weit  DUO  u«ch  dem  Obigen 

p*  —  y ^»  =sr»,  alio  V  s=«7y»  +  4r? 
iel,     iet»  wi«  bmi  leicht  ftadcte 


Feraer  lit 


— V —     2«   ;    ■       A«      "~"     Sa  > 


db2r 


 • 

HieiMie  eiebt  man,  dau,  veno 

iat^  jeder  Werth  tob      welcher  der  Gleichaiig 
geaSgt,  Immm  auch  der  iGleichaag 

gtBÜgl. '  Da  aan  nach  dem  Obigea  m  eine  Wurzel  der  Gleichuog 
iit,  19  iat  aach 

,  ^     ru  au-t-i 

nd  weil  aach  den  Obtf{en 


rv 


JadeeaaH  Wunala  der  äelehaag 
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t  «o  »M  wob  lu»  JieUlea  Werth«  wm   '  •  « 

welche  dieser  Bmdi  erhält,  wenn  u%n  in  ihn  die  beiden  ohiMa 

Sysfrnic  von  Werthen  der  (ürössen  a,  c  einfuhrt,  Wurzeln  oler 
in  Rede  gtekendeD  Gleichung.  AUo  kann  man  die  drei  Wurxelo 
der  Gleichung 

wie  mau  mitteilt  des  Vorhetgeheniltti  leicht  findet,  ianMr  «acli  aaf 
folgende  Art  ansdrncken: 

•»1 

15)   C*«™  (»y—2r)» 

Dies  sind  nach  Herrn  Lobatto  die  von  Herro  Lockhart  ge- 
gebenen Fonneln. 

Ist' ^' —  19dr— 30^0  die  gegebene  cnbisebe  Gleichong,  ee 
i8t|issl»/^=-.30,  also 

•  * 

foiglicb 

'Alse  ist  in  diesem  Falle 

Den  äbrigen  hemerkeniwertben  Inhalt  der  ^hhandlnng  den 
Herro  Lohnt to,  welclier  vorsägltch  die  Bntwickelung  der  Ww* 
xeln  in  Ketteobrüclie  hrtrilTt,  für  den  Eicmentarunterriclit  eher 
geringercM  Interesse  ist,  nuas  man  in  ihr  selbst  nachsehen. 


Naohacbrift. 


Daa  Vorhergebende  ruft  mir  eine  schon  Tor  längerer  Zeit  von 
mir  gefundene  gonionetriscbe  Transforniatien  einer  ^en  cubiaeben 
Gieiehnng  in*s  Gedächtniss  xurfiek,  dia  nrar,  wenigstens  in  der 
Form,  in  welcher  icb  sie  jetzt  za  grbrn  im  Stande  bin,  für  die 
Aaflösnng  der  cnhbchen  Gleichnogep  seihst  nicht  von  besonderer 
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Bedeutung,  dessenungeachtet  aber  in  oieiirfucber  Beziehung  intefes- 
sant  zu  sein  scheint. .  Diese  TriiDsforipalioo  werde  ich  im  Folgen« 
den  vorsüglicb  deshalb  aitlheileD,  weil  dadnroh  vielleicht  der  eine 
•der  der  andere  Leser  zu  wcitpron  Unfenuchunirpn  über  diesen 
Gegenstand,  zu  denen  mir  lelM  jetxt  Zeit  und  Masse  fehlen,  ver- 
anlasst werden  dürfte. 

Die  gegebene  enbiicbe  Gleichnng  lei  überlian|it 

1)       — eM?»4-jMf  — ^  =  0. 

Sind  MB 

tang  0,  tang  0,,  tang  0„ 

vro  die  Bogen  0,  0^J  0,  auch  imaginär  sein  kennen,  ihre  drei 
Waraeln,  eo >nt  man  bekanntlich  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2)   taog  0  +  tang       H"  ^^^g  0,  =  m, 
'  itang  Q  tang  0i   1  ^ 

-f-  tang  0  tang  0,  !  =•» 

H-  tang  0,  tang  0, 1 
taig  &  tang  9,  tang  0»  =s^. 

Weil  BOB  Bach  einer  beknBBtan  goBiomelriscbeB  Formel 

Ung(0  +  0,+0s) 

tang  9  -h  fanp  f»,  -f-  tany       —  tOT|t  O  tang  Oi  tang 
^  I  —  lang  «  uuH  1^,  —  lang  ^  tang  et-^tang  9,  tang 

int,  ao  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

3)   tang(0  +  0.-h0.)  =  t5i' 

mittelst  welcher  Formel  die  reelle  Summe  0  +  0.  +  0* 
bettimml  werdeB  Iuibb. 
I^eraer  tat 

1  — » 

SS  1— tang  0  tang  0,  —  tang  0  tang  0,  —  tang  0,  täag  ß% 

cos  (f» -4-0.)  _   sin  ((^-4-  e,)  ^  ^ 

,  COS  ö  toi»  ©I  C04  ö   CUS  (i,  • 

COSf^^-Pi)  cot  1»,  —  sin  (6^4-  ff,)  sio 

eos  9  CUS  cos 


coK  (N  -f-  »"-S  +  ^-^) 
cee  4)  coe  9i  cea  e«' 

■b4  folglieh  aaeh  2)  und  3): 
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^        ^  ^         Cns(«4-«, -l-Ö,)   sin  (^4-^.-1- 

coB0co»@a  coe6,  =  =   f 

A)  ( 

«1«  €J  un      UD  0,  =  ==   i 

■0  duss  muD  also  jetzt  xur  Bestimrounf^  der  Grösseo  6t,  0|  9  &a 
fiberliau|it  die  drei  folgendcB  GleicbuBgen  hat: 

Aiu  den  beiden  letzten  GleicbuDgen  folgt  aucb 

CO!  0,  CO.  0,  =     ^i^^eSr^  —     im-k)to»Q  * 
t.ü  0,  ..n  0.==__^^^^_^ 
also  dnreb  Snbtnclion  and-  Addition: 

*  •  A  V        sin  ff^T^^*  «•'IS  ff  -X"  .  Ä    .  Ä  * 

6)        ±e.)=„_,„  .,„^    5  co.(e+».H-e.) 


(//<  —        6111  H  (  (»S  ö 

mittelst  welcher  Formeln,  da  mnn  die  Summe  0-f-0, +0,  oack 
dem  Vorliergplicnileii  iils  liekaniit  voruuszuaetxen  ber^cbtigt  int, 
0|-f-0,  uud       — 0.y  also  uucb 

e, =i(0,  +0.)+i(ö.  -ö«). 
e. = 4(0,  +  0.)  -  «0,  -  0.) 

gefunden  werden  können,  wenn  man  0  kennt«  so  üass  also  auch 
anf  diese  Weise  aus  jeder  Wnnel  einer  cubischen  Gleicbnog  die 
beiden  nndrren  gefunden  werden  können. 

Aus  dem  ()i>i</<>n  orp^icitt  sich  «uch  leicht,  diii,  weas  dcr  ab- 
solute Wertb  einer  der  beiden  Urössen 

coe(0 -».'0,-^0,)   sin(0«|»0|^#,) 

I— n  m^k  * 

k  ce»(e-t-e,  k  sin(e.t-ei-f>e,) 

1— II  .  «  — ifc 

grSsMT  ala  die  Binbeit  ist,  inner  sicher  ffesehlaaaeB  werdei  kann, 

dass  die.61eichaag  1)  nicht  drei  reelle  Wurzeln  haben  bans«  m4 

also  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  haben  muss. 

Die  Gleichungen  2)  können  aucb  auf  folgende  Form  gebracht 
werden: 
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MO  Q  cos  @t  cos  0,  -+-  cos  &  sin  0|  cos  0,  +  cos  S  CM  9|  iin  0, 

=  m  cos  0  cos  0t  cos  0,,      .  ' 

ibd  IIB  9,  coft9,-|-UB0  eot0,  sio0,  +  eoi9iiH^9i  lui^» 

s  •  CO!  9  CO!  ^  eof  9«» 

■in  9  tili      sin  0,  =:Ä'  eoi  O  eoi  9,  eoi  9,. 

Dorek  leichte  eoBioBttriiche  Recbnihig  findet  maB  iber  ttiier]iui|>U 

♦  ♦ 

4siD  o  sin  ß  um  y  ^ 
s=— ■iD(oH-^y)+8in(-a+/?^;')H-8iD(a-jS4-^)H-8iü(oH-/?— 

4coe  o  cos     cos  y 
s  cos(«-HH-r)+ coi(-a+/H-rt+cos(a-H-rt-l-  coB(iH./J-y), 

4tiB  o  CBS  /?  coe  ^ 

=  sio  (a-4-/?-f-y)  —  Bio  (— aH-/?H-y)     «in  (0-/?+/)+  iin 

4siD  a  sin  ß  cos  y 

WeBlea  'wir  dicM  EetetioBeB  «of  die  drei  obigen  Gleiebuogen  an, 
•o  erbelteB  wir: 

aiB(-.  04.  0,  -f-  0,)  4-  sin  (0  -  0,  4-  0, )  -f.  sin (0  +  0,  ~  0.) 
=4eBC08  0  cos  0.  cos  0,  —  Ssio  (0  H- 0|  +  0») 
s(eBH-3it)  eea  0  coe  0,  ^st 

COs(--0  +  0,  -t-0,)-»-cos(0  — 0,  H-0,)4-cos(0-f-0,— 0,) 
=  4m  cos  0  cos  0,  cos  0, -i-3co8(0-i-0j -h0») 
=  (»+3)  cos  0  cos  0j  cos  0,, 

ilB  (-  0  +  0|  +  0t)  +  «B  (0  —  0,.-l-  0,)  +  sio  (0  H-  0.  — 
— i^|€OB(-0+0i  H-^tj-hcosf©— 0,  +0«)+eoa(0-|-0,^0,)t 

=  sio (0  +  0.  +0,)  +  ^  cos(0-t-0j  -f-0,) 

=     — ^/i)  cos  0  cos  0t  cos  0,; 

I 

wobei  sogleich  in  die  Augen  fallt,  dass  die  dritte  Gleichnog  «ia« 

BÄuiitlelbiire  Folge  aus  den  beiden  ersteB  isfe 
Selzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 


0-1- 0i  +  0»  s= 
—  0-1-0,  «4-0,  =9^, 
0  — 0,H-0,=9,, 

0  +  0,  —  0,  =SP„ 
(JW  +  3X:)  cos  0  cos  0|  cos  0, 
(«  +  3)  eOB  0  CBB  0,  CBB  0asy{ 
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und  nach  dem  Obigen  hot  man  alM  Ulf  fiestianoilg  roo  yi^iy^« 
die  drei  folgenden  (jleicbungen: 

8)    <tin  <jp-4-sio  y, -4-sin  </,=^, 
(cos  jp  -f-  cos  jp,  -h  cos  y,  =s r. 

Ans  9},  9Pj,  9>,  ergeben  M  «fctf  lciclil@,  0,,  @„  weil  nack  dem 
Obigan 

•)  0=4(SPi+SP.)»  ö.=i(SP.4-y).  0.=i(spH-yJ 

iti 

Ana  den  Gleichungen 

sin  5p  +  siD      -f-sin  =/», 
coa  y  +  eos  9)^ -4- cos  <sp«  SS 

falgt  aaek  bekannten  goniometriicben  Sätzen 


•der 


ab  fp-hSai»  4(9»,  H-9»«)  <»•  ^(9.  — 

coa  jp+2co8  ^(sp,  -|-9>,)  cos  -yjss» 

2810  {{ff,  -1-9,)  cos  4(SPi— SP»)=:/*  — »tt 
^9«  i(SPi  +  y.)  caa  ^(9,  ~  y»)»  v  ^  coa  y$ 


iaigUcb 


tung.i(,.  +  y.)=:^5i^5 
also  wegen  der  ersten  der  Gleicbuogen  S)t 

10)  tnng4(<r-y)  =  Ä£^, 

■ittalst  welekar  Gleichung     beatimmt  werden  arasa.  Rat  man  abnr 

9>,  so  bat  M  anck  i(9tH-9s)  i(9>>  ^SP»)  ^»b  db  GlaU* 
cbuBgen 

woraaa  aioh  dann  auab  f ,  niitakt  d^  Faynaln 
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crcebeo. 
Weil 
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1  y,  =  i(SP,     SP»)  —  i(y ,  —  9») 


*       1/        \      tapg  |<r— ting 
»Bg  wl*— i^.  taüg  i«r  uog  if 


iiU,  M  wird  die  Gleio^iwig  10): 


tauf  jtf  — Unit 


wonot  MD  B»cb  einigen  leichten  RedactioneB  die  Gleiebiifp 

19)  Oä&s     (/♦  tang  ^<r4-i'-Hl)  tang  450« 
-I-  y4_.(„-|-3)  teng  i<rj  lang  4y» 

•der 

14)  Os     I/»  iw  cos  4<r|  tang  49' 

-+-  \fA  coa^tf  —  (v-f-  3)  sin  {(r\  tang  jy» 
4-  j/i*  sia  {v  —  3)  cos  ^<r|  Uog 

•I- {/*  cos  ^<r  —  (i*  —  1)  Bin  ^<r| 

erbalt,  welche  wegen  ilircr  Synelrii  wqU  einige  AofimfkBuüieit 
M  Terdieaen  aclidat 
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XXXIV. 

Etwas  über  das  Viereck  im  Kreise. 

To» 

dem  Ueraasgeber. 


lo  Taf.  V.  F\g,  1.  sei  ABCD  cid  Viereck  in  Kreise,  deaseo 
ffegfDÜberslebende  Seiten  bis  zu  ihren  DurciiscIinittspunkteD  E  und 
verlängert  worden  aind.  Zirbt  man  hierauf  die  Diagonalen  jiB 
und  CD^  an  wie  di«  Linie  EF.  ur^d  bezeichnet  die  Winkel  BCD, 
ACD^  CBFt  CFB^  AEC^  BFC  nsnectif«  darch  a,  9»t  ft 
)Pa,  f.;  M  iMt  MB,  weil  ^-l-i'ssiW*  iat,  dit  PropociMiMit 

CE:  AC  =zh\fx  ^ :  sin  y,., 
CFiBCsstkn  Aim^ 

CE    JC  I  im  f>,  -   sin  M -f- g  H- ^)  ' 

iSi»  •  *  •  «in  ^,  —  *  •  «n^J  — «-^>* 

Nua  ist  «her,  wie  leicht  erhellet: 

CE:  CF=zm\u  ^'.%\ik 
ACiBC^dmiB—ntüuiA'^n)^mmlA'^fit^m{A^m)i 

also  Beck  des  VorhergehendeB 

sin      _  sin  (/l-f-/>)  _  |  ,  »in      «|-  «>  4-  /J) 
sin  f)  '  hiui^A  —  «)         *»iu(il  —  a — |J>' 

BBdfbigUck 

ein  y      ainC^— «)  «inM-^sr-H^) 

•der 

•in  y      CO»  (2tt  -I-  />)  —  cos  (a^  -f-  fl) 
tin  ^  *^coi(Si^-f.ir)«.cea(t4f  — «f|* 

weiBBi  aieh  leieht 


* 

u-iyiu^cd  by  Googl 


tin  y-f-sm  ifr 
sin  f  —  sin  V» 

cos (2g -I- />)  -I-  cos (2ß  -ha)  —  cos (2.^ ~ g)  —  cos (2^ -f-  fl) 
CMite  4-  ^)     CM  (2;^     a)  -f.  cot  (2^  —  a)  —  cos  (2^  +  fi) 

^        cot  l(a^ß)  e«)«  ^(g  — j»— cosjg^  — |(g  — />M  cos  4f«-f-^) 
—     tili  rill  ^«-il) -ttniS^-^l«-^)!  «ai(«+^>  ' 

CMtebt 

E«  ilt  aber  ^^H- v)  =  90»  —  «l«©  t»ng 

seot  U(^'¥'ßh       folglicli  oach  4eM  Vorherg«li«B«leB 

— .     ciHi<(g-f-/»)cos4(«-^)  —  cos)2^-;(a-^){  ci>84(g-H>)  ^ 

—     am  Ka^fi)  sin 4(a-^)  -  »m\2J^{<t-P)\  «n  ^ «i«"»"«« 

also»  weil 

Mb  {(tt+A  cot  i(a  +  /})=silB  8(a4-A-4-iiB(a4-/^ 

•io  2(a-|- ^)  =  28in  (a /J)  cot  (o -H /J), 
am  («H- AssSsiD  cot 

Iii: 

^      |2cos(g4-/)  —  1|  coa4(<r— iO— cot|«^  — 4to— ^1 
—  —  i«co.(«+il>+l|  riB4t«-«-riu|W-.4(«-«r 

•4«r,  weil 

i(« — W + coijÄil — ^(a — /?)  I  s  Seei  ^  eiiiM — W«— ft  I  • 
liD  -  tiiilÄ^— ««-fli =-«eoi ^ ilBM-lCa-iJ)! 

ut:  . 

  cos  (g  -4- /?)  cos  j  (g  —  /9)  —  cns  /I  cns  \  .4  —  *(n  —  ß)\ 

«oti(y  —  V}  — —  ^-^i^T^^  «o  4C«— ^)-co»  ^  Mu|J-U«— i»)r 

Leicbt  bringt  man  diese  GleichuDg  aucb  auf  die  folgende  For«; 

•dar  • 

sin  llfff  — —  __  _cos_^£___ 
siD M  —  lU« - ^)  —  i9  ~  V»)! (  co«(a4-^)'. 

aieb 


«in  ^|fa^^)-H(y-v,)i4-Mn[^-if(«-iy)-(y-v>)l( 
,     «in  4  K«  -  « -  ^)  I  -  iittU  -  4t(«  -  «  -  (9  -  ¥0]  I 

,cos  A  -4-  cns  («  -f-  /J) 
cos  A  —  cos 

also  ' 

=  -cot  |j^  +  (a-h/y)|  cot  i{A-{a  +  ^)\, 
iiotl  tulglicb 

ergicbt. 

Wenn  ^  =  00»,  und  foljrlirli  Ä  =  90%  d.  h«  wenn  die  Dia- 
ffonole  CD  des  Vierecks  ABCÜ  ein  Durcbnetaer  de«  um  dasselbe 
keicbfiebenen  Kr^Mt  ia»,  to  ut  «a«w#sssO»  «ad  folglich  aaeb  deai 
Obiicea  cot  —  cot  {(tt  — /?)sc<)t  {[^  —  a),  al«o  ^ — rp 

=r^— «.    Weil  nun  9  H- t// =  180»  —  fa -|- |S)  ist,  so  ist  y  =  90«» 
i/z^r^O" — uud  die  Linie  EF  nUo  auf  der  |;ciiörig 

verläns^erten  Diogunale  CD  senkrecht,  woraus  sieb  der  folgende 
Sali  ergiebt: 

Die  gerndc  Unie,  welche  die  D  urscli  n  i  t  tspu  nk  t  e  der 
gegcnüberstrliciidpn  Seiten  eines  in  einen  Kreis  be- 
Bchriebeneo  Vierecks,  dessen  eine  Diagonale  ein  Durch- 
■«■■er  des  Kreise«  }st«-aiil  eiaaader  verbiodet,  stebt 
iaaer  anf  dieser  gehörig  verlSagerlea  Dlagoaale  aeak- 
redbt. 

Eine  zweck mässi(2[e  l'ehung  fUr  ScbHler  wird  es  «eioi  einen 
reia-geoBetriiebeB  Beweis  dieeee  Satsea  aa  MicbeB. 
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.   EiDe  geometrische  Aufgabe^ 

Axm  J.  F.  PfalTs  naohgelasfleneii  Papieran  nitgeth^ 

▼00  . 

dem  Herausgeber.  . 


Weil  es  io  ?ielfaclier  Beziebanfir  ioteretMiit  iet,  die  Arbeiteo 
grOMer  Männer  io  ibrer  ursprüngliclieD  Gestalt  kennen  zu  lernen, 

80  werde  ich,  wo  rs  mir  thuiilicli  zu  sein  scheint,  liio  und  wieder 
einigte  Aufääize  J.  F.  IMad'^s  in  unvcmnd«  rier  Form  in  «ieiii  Archive 
nittkeilon,  wubei  ich  bemerke,  dass  in  den  von  diesem  grossen  Ma« 
tbemotiker  oacbgelasaeoeo  Hefteo,  io  wrlebeo  er  «eiov  lileeo  oie* 
«ienoleffen  pflegte,  fortwälirend  deutsche,  tiiteinische  und  französi- 
sche Aufsätze  mit  ein.mder  aliupclispln.  Irh  wähle  diesmal  absicht- 
lich einen  franzosisrh  geäcliriebenen  Aufsatz  über  eine  ganz  ele- 
oienture  geometriscbe  Aufgabe,  und  ersiiclie  die  Loser  nur,  nicht 
oobcaeblet  zu  in»Ren,  das«  nlle  diese  Aufsätze  ursprünglich  keines* 
wegs  für  den  Druck  bestimmt  waren,  da  Pfuff  wohl  niemals  an  de- 
ren VeröfVentli)  liung  dachte,  indem  es  panz  in  i>eineiii  treulichen, 
böcJist  ansprucl'slMsen  Charakter  begründet  war,  den  Geiiuss  ledig- 
Ucli  io  der  Arbeit  selbst  so  fiodeo,  otid  auch  Beendtsung  eiotr 
Arbeit  gleich  wieder  zu  einer  neuen  überzugehen,  ohne  sieb  Uü 
eine  hesüudere  Ausfeilung  der  Ijcm  ii {listen  Arbeiteu  weiter  zu  bc- 
kümuicro.  Fin  Fascimile  seioer  JünodscbrÜt  soll  visUeicbt  a|iäter 
eiomttl  gegeben  werden. 

P  r  o  b  I  ^  «  e. 

Soient  donn^es  deux  <;burdes^ir,  DE{Ja\i,\\  Fig. 2.); 
I*»ngle  f|u'ell*s  foot  eotre  eox  (^toot  proloog^es)  eo 
Fl  et  la  distaoee  de  leurs  Milieus  mk,  II  fi^ot  tr*ttvor 
le  eorcie  des  deax  ehorUea. 


L  Premiere  solotioo  gdon^triqoe. 

Analyse  g^om^frique. 

Soit  C  le  centre  (iu  cercie  eu  uuestiou:  les  droites  6^, 
■erobt  perpeodieulaires  aox  chordes  j§B^  Dß,   Dooe  daoi  le  ^qua- 
4rilolire  9€^F^  Io  snmme  des  4  angtes  ^tant  =  4  droits,  les  an- 
gloa  C      F  eoiOBblo  fisfoot  44|os  4roiti.  Dooe  Toogle  C  est 


4» 

doDD^.  D*oü  il  Buit,  que  le  lieu  g^om^trique  du  point  C  ett  la  eir- 
conf^reDce  d^un  segment  dooo^,  parce  que  ia  base  mb  et  l'aogle  C 
de  c«  aegmeBt  Mst  donaA. 

te'0D  wlkw  C0  perpendicilaira  k  mA,  9»  am 

Am*  -I-  Ca»  =^C»  =s  Cö»  =  Bb^  -H  Ot»  5 

dOBf 

C«* —      SS  IM*  —  I 

doBc 

Uoe  la  droUo  mb  aoit  coupda  ea  deaz  Mjaaas  dgaaz  ea     ob  • 

—      =  {me  —  be)immJh^)= 2«« ./«  =  M^-^AmK 

\)nnc  la  droite  /<?  et  le  point  e  sont  doonds.  En  tirant  donc  par  e 
lu  ijerpeodicuiaire  eC\  le  ceotre  C  seru  daos  cette  perpenüiculaire, 
•I  conMe  il  ett  «lad  auisi  daaa  va  legaieat  doaad,  ea  eeaira  lai 
■Aaie  aera  doaad. 


Dtfcrivez  sur  la  droite  donnöe  «r^^aa  i^gmeot,  dout  Tangle  C 
soit  180«  —  F  (ü'iiprös  la  tolutioB  coaaae  d'Kaclide.  Ufr.  la 
Prop.  33.).   Cliercbes  ä 

,  tmbtDb-^JmisssDb—Aaixx) 

la  qoatrieme  proportionelle,  et  faites  la  ^tont  le  miliea  dp 

mb,  Par  e  ^levex  eC  perpeDdirulnire  a  «r^,  le  point  oü  ceile-ci 
coBpera  le  segaient  comtruiC  tcra  le  eealre  da  eerele  ea  ^aeetioa. 

Ce  cpntre  dtaiit  trouv(5.  tont  le  reste  s*en  suit  im  medial  emeot.  Gar 
ineiiant  Ja  =  ^^A Dbz=.\DB  perpeadiculuiree  a  Ca  et  Cd» 
a  le«  poiuta  etc.  etc. 

II.   Seconde  solutioa  gdomdtrique. 

L*angle  F  et  la  droite  ah  ^tant  doaadei,  le  lies 
da-poiat     eat  aa  aegaeut  duaad.  Or  oa  a 

FA.FB^FD.FB^ 

doae 

(Fm — Am)(Fm + Am)  =  {Fb — M)(Fb  Db)^ 
•*ast<i-diia . 

F^  ^Fm^  SB  üd«  Am\ 
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_  » 

Qu'oD  abttiMe  de  F  sur  m&  Ja  per|MndicBlaire  Fg,  ob  am 

Fb^  —Fm*z=ög^-  ag^  =  (00 mg)  {üg  —  ag)  =  M  .fg. 
Dane  od  a 

d'ou  OD  parvieot  k  udp  cunstruction  tnut  a  fait  sembluble  a  la  pr^. 
c^deote,  en  d^crivaat  le  segmeut  de  Tautre  cote  de  aO^  qui  appar- 
tieot  poorloat  u  nteio  cerele. 


III.   Troiaieme  Bulution  alg^brique  trigooom^triqne. 

Mt'AB^Ttm^  DEz:=U\  le  rajon  du  cerde  cImkM 
sd^s  la  diatanca  mi^d,  Daas  le  triaagle  a€^  ob  a 

«^'s=:CW«  +  Ci^*7-2C«.C^.eoa 

Mais  Cr=180«  — donc  coa  C7=  — cos/*;  Ca*  zsAC^ Aa^ 
da  atoo  Cft*s4P*«-A*.  Doae  ob  aara 

rf»^«»  — ••H-jr*  —  k»-|-«l^(«»— ••)(«•-*•) -eoa  F. 
^'oB  BMtte  Sar*»«*— A*=5f»  ob  aara 

doDc 
Ol 

rf»  —  2</»y  +  y»  s=  Jy»  —      —  Ä»)»  J  coa  Z'» 

OB 

y*  alB      — trf»y»— 1#»  —      —  coi 

BBO  dauation  quadratiqne  poar  jf.  Ob  aBiait  pi  trottver  bbo  toUo 
iaiaddiateaieot  poor  ar. 


IV.   Quatrieme  aointion  trigoooM^triqae. 

Bb  d^ignaat  lai  aoglea  Cmh^  Cba  par  E\  ot  m  cobmt^ 
faat  laa  ddBoaiBBtioBa  a  doMao  ■aalioBBdMy  ob  a 

<    TksQ?.  SS  * 


:     =z  6W  :  </  =  ftio  ßiuo 
«in  F  '  mm  F 

Or  00  «  (Sol.  I.) 

5/^(810  sin  = 

Mail 

1  — coi2^  l->c<w2ff 


■in       — ain  E*^' 


2  2 


==  €08  [  C  sin        —  i?)     tiB  IJT ifal        —  ^ 

Oooc  OD  a 


AyMt  troiiT<  la  diffiSreaeo  dea  aagleo  If^B^ 
leor  ioaime  s/*,  -od  troufo  eai  anglaa  «ax  ateoa;  4*oa  aafiaat 


d  sin  K  d  sin  ^     ^  _     «  y  .  _  ^r-- 


IV     •    w«?»     i?\     2(Ä  —  a){b-\-a)   .  „ 
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Beweis  des  ungekdirten  ptolemaiscfaen 

Satzes. 

Aus  J.  F.  PfaflTs  Papieren  raitgetheilt 

V 

dem  Herausgeber. 


iB  den  Viereeke  ABCB  (Tai:  V.  Fig.  3.)  lel 

AB^,  CD'^JD.BC^JC.  BD. 

Man  soll  beweisen,  dass  lieh  am  dieaea  Viereck  eis 
Kreis  beschreiben  lässt. 

Uteae  aieb  ui  daa  Viertek  JBCß,  deiaen  Wiakel  wir  der 
Kine  weffen  bloia  darch  C,  D  heseiclmen  wollen«  kein 

Kreis  beschreiben,  •<>  würde,  da  die  Summe  alier  vier  Winkel  A^ 
By  D  vier  rechte  Winkel  beträgt,  entweder  ^+ 2/1  oder 
B'\-  D<,%R  sein.  Sei  nd  eiamal  A'-Jh  C<,%B.  Beschreibt 
man  daao,  was  immer  möglich  ist,  um  daa  Dreleek  ABB  einen 
Kreis,  so  wird  dieser  Kreis  jederzeit  die  Diagonale  AC  selbst, 
iiiclit  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  C  hinaus,  in  einem  ge- 
wissen Puiiiite  E  schneiden.  Es  ist  namiich,  wenn  man  den  Win- 
kel BEB  der  RSrae  wegen  doreh  beaeiekDel,  A  +  B^'%B^ 
*  Md  CalgKeh,  weil  nach  der  VoraMaetaang  ^  H-  C  <  3il  iat, 
E'^  C s  was  nach  eittem  bekannten  geoaietrisclien  Satze  nor  dann 
möglich  ist,  wenn  der  Punkt  E  in  der  Diagonale  AC  seihst,  nicht 
in  deren  Verlängeraog  über  den  Punkt  Chinaaa  liegt.  Zieht  man 
a,«b  die  Liaiea  EF,  EG^  FQ^  ao  tat  sack  anea  hduMilmi  SalM 
aaa  der  Lehre  voai  Kreiae: 

ACxBC=iCFiCB, 

AC'.CD=iCG:CE, 
BCiCB=zCGiCFi 

und  weil  ausserdem  die  Dreiecke  AßC  und  CEF,  ACB  und  CEO^ 
BCD  und  CFG,  die  Wiahel  bei  C  .mit  einaadar  geneio  hahea, 
ao  iat 

l^ABCru^CEFy 
^ACBr^^CEGy 
'  ^BCDisj^CFG, 

28* 


486 

Also  ist 

CF  iEF=JC 

woraoi 
ferser 

FQxCG  =  UU.BC, 

woran« 

2)  FQ\EQ=:iAC.BDxAD,Ba 

Am  1)  folgt 

FGiFQ  —  EF^ACßDiACBD^AB.CDt 
•Im,  ,w«U  Daeli  der  Vorrafteteug 

AB.CD'^AD.BC:=^AC.BB 

iit:  . 

3)  FGiFG^EFs^AC.BBtAD.Ba  *. 

«  4 

Daher  ist  nacb  2)  und  3) 

FGiEGss^FGiFG  —  BF^ 

•Im  . 

BG^FG—BP,  . 

nnd  ffllgHek 

BF-^BGzszFG^ 

welches  unmöglich  ist,  da.iwei  Seiten  eines  Dreiecks  nicht  deteen 
dritter  Seite  gleich  sein  könneo.  Also  ist  die  AnDabme,  doss  um 
daa  Viereck  ABCD  keio  Kreis  beschrieben  werden  könne,  falsch, 
•od  es  läast  sich  daher  um  dieses  Viereck  unter  der  VorMiMetung 
des  SatMt  imer  tu  ILroia  boMbrcilNeni  wie  bewieMS  tverdea 
Milte. 


* 
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lieber  den  zweiten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor 
Barfass.  Theil  V.  Heft  2.  8.  159. 

•  Von 

Herrn  Doctor  O.  Schlö milch, 
PrWatdocenten  an  der  Universität  su  Jena. 


Während  Herr  Dr.  Barfnia  in  seinem  ersten  Aufsatze  eine  Kri- 
tik der  Deneren»  ADflichteo  verracbl,  (riebt  er  aog  in  aeiner  «weites 

Abhandlung  eine  Probe  seiner  Darstellung  der  Analysis,  gegen 
weiche  eine  nur  einii^ermaassen  scharf  sehende  Kritik  sehr  Vieles 
einzuwenden  haben  wird,  feio  viel  sich  in  der  Kürze  tbun  läset, 
will  ieb  hier  erwähneih 

Den  Aefong  neebt  der  Macbtspruchi  ^»es  ist  wohl  zu  un- 
terscheiden, ob  eine  Reihe  bloss  eine  Summe  unendlich 
vieler  Glieder,  oder  ob  sie  die  i£ntw ickelung  einer 
FoBCtioii  sei**,  d.  h.  oiit  anderen  Worten,  wenn  da  steat 

# 

/(ar)s=^+^^  +  C'a7*-|-....  (1) 

*     .  • 

Bo  können  hier  swei  Bedeutungen  dieser  Zeile  etatt  finden.  Wirk* 

lieh!  ein  AnfaDsc,  wie  man  ihn  niclit  von  einem  Mathematiker  er- 
warten nullte,  (ileicli  die  ersten  Worte  beiehren  uns,  dass  eine 
Gleichung  wie  (1)  dopucUinnig  ist;  zwar  wird  hinzugesetzt,  dass 
die  Conrergent  oder  llivergens  beide  Bedeutungen  trenne,  aber 
dea  hilft  uns  nichts,  wo  wir  die  Form  der  Reibe  noeh  nicht  ken- 
nen, wie  bei  allen  Anfnnrren  mittelst  der  >!etliude  der  unbestimmten 
CoefUcientcn.  Kcciinet  muu  ober  mit  so  einer  b|'uotbetischen  Glei- 
chung weiter,  so  weiss  bsb  keinen  Angenblick,  ob  man  es  mit  einer 
'  Identität,  oder  mit  einer  syataktischea  Aehnlichkeit  zu  thun  hat« 
ob  aUo  die  Rechnungsoperntionen^  welche  die  Arithmetik  für  Iden- 
titäten gelehrt  bat,  hier  noch  richtig  bleiben.  Ich  werde  übrigeas 
nachher  auf  diesen  Pankt  SBrIekkaBaien.  Daiaaf  koaisit  etwas  anr 
VertheidigBBg  des  Rasaltates 

—  ^sscoa  or-f-cos  2a: -f- cos  3ar-|-.... 

und  diese  Vertbeidiguag  stiitzt  sich  auf  die  BehaaptiiBg,  die  frag* 
liehe  Reihe  gebe  isfe/l#  aus  der  Reihe 

cos  ^ -I- €08  Zar -f- . . . . -h  CM  isir 


I 
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licrvor,  wenn  mun  die  Zahl  m  (die  Gliederanzahl!)  ins  Cn- 
endliche  wachsen  lasse,  anders  wenigstens  lassen  sich  die 
'Worte  dM  Herrn  Y^r^M^rt  niclit  interpretirea.  'Dtf  ist  wieder  cm 
durch  nichts  notivirter  Machtsprucb;  wenu  in  eiocr  Reihe  die  GUe- 
dcrnnzahl  ins  Unendliclie  wächst,  so  wird  sie  eine  unpndliclie.  sollte 
man  wenij^stcns  denken;  wenn  mein  Herr  Gegner  das  niclit  zuhiebt, 
so  lässt  Sich  darauf  so  wenifj;  nntworteo,  als  wenn  ipmaiiü  bebuu|»« 
tet^  er  könoe  mch  eine  jrerade  Linie  deekee,  die  IXeger  eei,  als 
fiji  üher  ihr  construirter  Halbkreis. 

In  §.  5.  finden  wir  etwas  gnnz  Neues;  ich  hiifp  die  Herren 
Gauss,  Cauchy,  Diriehlet  u.  A.,  die  sieb  so  unnäts  mit  der 
CoB^ergeoalehre  geplagt  kabea,  hier  wohl  aofaomerkea,  d^aii  aie 
erfahren:  daas  jede  ani  der  Function  f{:r)  entwickelte 
Reihe  convergirt^  wenn  ilireGIiedpr  bis  zum  Verschwin- 
den klein  werden.  I'^s  ist  mir  sehr  lieb,  dass  ich  das  weissj  ca 
haodeite^sich  neulich  um  den  Werth  des  Integrales 


dt 


l  —  e-t  Vt 


leb  glaubte  erst,  derselbe  sei  unendlich;  dn  nber  Herr  Dr.  Barfu»s 
sagt,  die  Reihe  reclits  conver(2:ire  (denn  sie  i»t  eine  falleuric  und 
auch  die  Entwickelung  einer  Function),  so  wird  derselbe  wvhl  ein 
heatlBBtar  nngebbarer  nein.  Ich  halte  nänlioh  an  gciehl« 
ft  ift 

j  j  ^  1  I 


d.i. 


folglich 


Lim        -h  p2  -4- . . . .  4-        >  Lim  {/^ 


PS      l7*   n  Inf.  =00; 

nher  ich  sehe  eben,  dass  ich  mich  hier  geirrt  babej  die  Reibe 

1     .  1 


in  iuf. 


geht  wahracfaeiniich  nicht  ana  ^  "^{Ts  hertor« 
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wenn  man  die  Gliedefausalil  m  ios  Uneodliclie  wachsen  läait  — 
Aber.  Herr  Jht,  Bwfeae  bew^iet  dech  leineB  Seti,  wie  selit  ee 
litBB        daae  wir       wMerapieelieof  HieraiC  iit  4ie  Antwort 

folgende. 

Die  Frage,  ob  eine  Reihe  convergire  oder  nicht,  reducirt  sich 
Im  Gmnde  auf  eine  andere,  näniiich  die,  giebt  es  einen  endlichen 
Ausdruck,  welchew  die  Eeihe  identisch  ist  oder  niebt.  Findet 

da»  Erste  stutt,  su  tnuss  die  Reihe  eine  fallende  und  coovergente 
sein ;  denn  wären  alle  Glieder  p^rösser,  nis  eine  aogcbbare  GrÖMO 
ao  wären  alle  Glieder  zusammen  ins  Lueodlicbe  tortgesetzt 

^«•f-a-l-t-i-e-t-«-!- .... 

d. 

><(l-|-l  +  l+.l-h. ...),. 

mitbin  wäre  die  Summe  der  Reibe  unendlich  und  nicht  einen  end« 
liclMB  Amdroeko  idontiacb,  wie  vorausgeaetat  wardo.  lat  leniar 
+  in  inf.  so  heiast  dies«  nichts  Anderea, 

als  Lim  (if,  H-vWa  +  * .  • . +  «^)  =  Hieraus  folgt  dann  unter  der 
Voraussetzung,  dasa  S  eine  endliche  Grösse  ist,  sehr  ieicbt,  dasa 
dar  Reil  dar  ftaiiia  alch  d«r  Hall  silbam,  alao  die  Rellie  ooBtärgl- 
m  iMteao.  Waa  ibit  um  Barr  Dr.  Sarfiiaal  ar  «aigt,  daaa  wara^ 

* 

/(«) ^  A(i) -h       •+• .... 

ist,  die  Reibe  convergirt,  oder  weil' convargiren  einer  endlicben 
Grösse  gleich  sein  beisst  und  er  unter  /{ar)  doch  nichts  Unendli- 
ches versteht,  so  zeigt  er:  wenn  eine  Reibe  einer  endlichen  Grösse 
gleieb  geaetat  wird,  ao  iat  aie  einer  endtielieB  GrStae  rleieb.  Ja 
daran  zweifelt  gewiss  Niemnnd,  aber  Herr  Dr.  Barfuss  hat  seinen 
Satz  doch  im  Gefühl  des  Richtigen  aufgestellt.  Die  iSache  ist  so: 
das  unschuldige  Zeichen  =  iat  bei  Herrn  Dr.  Barfuss  nicht  das 
geaieioa^  IdaaiitXtateieben ,  wie  wir  es  nehmen;  oh  nein!  daa  iat 
ein  gar  wunderbares,  proteniarliges  Wesen;  einmal  lässt  es  sich 
wohl  zu  unseren  beschränkten  Begriffen  herab,  das  andere  mnl  aber 
bezeichnet  es  einen  höchst  geheimoissvollen  syntaktischen  oder  un- 
bestimmt allgemein  analytischen  Zusammenhang,  so  etwa,  als  wenn 
Sebelling  hinsetzt:  Wirme  ==  Expansion,  wiia  wir  Anderen  Vnein-. 
geweiliteo  und  weniger  Krleiiclitt-ten  nirlit  vcrstebpn,  auch  verste- 
hen xu  W'»llen  uns  gar  nicht  anniaassen  dürtfti.  Wenn  daher  Herr 
Dr.  BarfusB  in  §.  5.  den  Beweis  mit  den  Worten  eröffnet:    Bs  sei 

/(«)  ==  -Xcu  H- .  .  .  .  H-  Xim)  -+■  4^{mh 

Bo  woisa  maa  nicbl.  walabe  Bodattang  gaaiaiat  iat;  wabricheinlich 

aber  ist  hier  nur  ?on  der  genannten  übprscbwenglicben ,  für  uns 
onbegreiflichen  vSvmbolik  Gebrnucb  gemacht.  So  a;^«'bt  es  nun  fort 
und  die  Bedeutung  von  =  schwankt  immer  zwischen  beiden  l^x- 
tremeo  and  klappt  aaletat  in  die  gawtfbaliebo  Aafftwaang  aai.  Daa 
Allaa  llaat  sich  vermeiden,  weoB  B»aa  auf  den  im  vorigen  Aufsatze 
ren  mir  gemachten  Vorschlag  eingehen  will,  diese  verschiedenen 
Bedeutungen  durch  versehiedeae  Zeichen  auseinander  zu  halten; 
•aaaardaai  varwifraa  aieb  alle  Begriffe  aad  bmu  kann  gar  aiebt 
aiaaul  adft  JoBaad  aiak  ordeatliab  varatiadigaa,  wail  «r  aM  woalh 
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seiweis  iomer  Linter  der  anderen  Bedeutnog  verkriecben  kun, 
weiiB  man  ihn  «ns  der  ersten  berMtg«Cri«bM  bat. 

Ich  will  bloss  uocb  Kiues  berühreo^  an  zu  zeigen,  das«  der 
Herr  f)r.  Barfuss  gar  nicht  eiumdl  weiss,  was  die  neuere  Behand- 
lungsweise  der  Analyais  will.  Ks  ist  dies«  die  Bemerkung  über 
Canchy'a  Bawaia  för  daa  BioonialdiaareB,  der  darin  beaCaltf»  iaaa 
die  GleidwageB 

^  /(»»)  =  1 -|-«»,a?-h«i,jr' H-»... 

=  1 -h         +  «t4rV+ . . . . 

nultiplicirt  werden,  wobei  sich  durch  eine  Eigenschaft  der  Bino- 
vialcoeflieienlen  die  Gleicbnng  ergiebt: 

aoB  weldier  yja»)  =  [/(l)]*"  =  (1  ^)'"  folgt.  Neia  Herr  Gegner 
«aeiat,  weil  dieser  Beweit  sieh  auf  eine  Kigeoscbaft  der  Cocfficien« 
ten  gründe,  so  passe  er  ganz  gleichförmig  auch  für  den  Kall  der 
Divergenz  und  will  so  zeigen,  dass  der  Beweis  ebenfalls  die  nllge- 
•Mine  Gültigkeit  der  Biuomialreihe  darthue.  Hier  siebt  nan  klar 
daa  darebaus  unkritische  Verfabrea  meines  Herrn  Gegners,  leb 
Biuss,  um  dioss  deutlich  zu  machen,  folgende  Punkte  hervorheben. 

I.  Die  Arithmetik  lehrt  uns  bloss  mit  geschlossenen  Ausdrücken 
uod  Gleichungen  i.  e.  absoluten  Identitäten  reebnen.  Will  man  nun 
diese  Recbnangäu|K  rationea  auf  nicht  geschlossene  AnsdrQcke  (na* 
endliche  Reihen)  anwenden,  so  kann  diess,  wenn  ainn  nicht  gera- 
dezu Hypothesen  machen  will,  nur  dmlurch  geschehen,  dass  man 
ein  Priucip  dieser  Anwendbarkeit  auUveist,  d.  b.  dass  man  sich 
eiaen  .Reebtstitel  verschafft,  welcher  die  Kriaobniss  dnzu  enthftlt^ 
Diess  ist  eine  Forderung,  welche  jede  gesunde  Kritik  machen  muss, 
die  sich  in  der  Madiematik  ebenso  notliwcridirr  herausstellt,  wie  die 
ganz  verwandten  Fragen,  weiche  die  kritik  der  \  ernutift  zu  be- 
antwarten  bat  LXsst  »an  sie  naberQcknclaigt  oder  ninrat  auf 
Treu  und  Glauben  die  allgemeine  Gültigkeit  aller  aritbmetischea 
Operationen  über  die  Gräuzeo  hiiuuts  an,  innorlialb  deren  sie  be- 
weisbar sind,  so  verfällt  man  wie  Herr  Dr.  Bartüss  in  den  Fehler 
eines  naaeitigen  Dogmatismus,  ganz  wie  iu  der  Metaphysik. 

II.  Weber  aeliMea  wir  aber  jeaes  Princip?  Hierauf  laaat  iicb 
antworten,  wenn  man  sich  an  ein  ganz  allgemeines  Gesetz  erin* 
nert,  welches  sowolil  in  der  I*jiiliisopliic  wie  in  der  .^latliemafik  gilt, 
und  welches  dahin  lautet,  dass  wir  überhaupt  uur  von  sulcheu  ütogen 
wissejiacbaftlicb  etwaa  ausaiacbea  kSaaea,  die  naa  rein  aaicban« 
lieh  gegeben  werden  köanen.  Dazu  gehört  aber,'  dass  wir  sie  als 
Ganzes  zu  fassen  vermduren.  Diess  lehrt  uns  auf  der  melaphjsischea 
Seite  die  Nichtigkeit  aller  sogenannten  speculativen  Theologie, 
Rosnologle  etc.,  weil  wir  weder  Gett,  noeb  die  Welt  etc.  nna  in 
SSeiC  und  Raum  als  Ganses  denken  können«  und  auf  der  natbcnta- 
tischen  .Seite  bekommen  wir  dadurch  eben  jenes  Friocip,  ucirlies 
80  heisst:  „einer  wissenschaftlichen  Behaadiung  unterliegen 
iaa  Onendlicbe  fartlanfende  Antdriieke  nnr  in  so  lern ,  -  ala  aie  aieli 
•Ii  jgeacblosseaes  Gansea  anaeben  lassen",  prücken  wir  diess  in 
MnCheantiieber  Spraebe  ana,  se  haben  wir  den  Sala:  Alk  niagli« 
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ck€D  RecbDong^ioperatioDAD  sind  nur  dann  »af  eine  uneodliche  Reibe 
anwendbar,  wenn  dieselbe  einer  endlielb€ii  beifriextea  Grösse  ideo* 
tisch  ist,  Olli  mw&r  tat  gerate  Identität  nötbig,  weil  keine  aadera 
Beziebung  nns  erkennen  lässt,  ob  die  fragliche  Reihe  als  endliche 
Grösse  betrachtet  werden  könne.  Soll  aber  eine  unendlicbe  Reihe 
finer  endlichen  bestimmten  Grösse  gleich  sein,  so  muss  sie  erstlich 
Iblimi,  wia  9hm  gezeigt  warda^  Bka  «ntaardcai  amaa  aia  daan  aoab 
die  Eigenschaft  haben,  daaa  ihre  $umme  sich  jener  avdlieben  GHIm« 
mehr  und  mehr  nähert,  je  mehr  Glieder  der  Reihe  vereinigt  WW*  * 
den ;  Reiben  der  Art  aber  nennt  man  kurz  convergirende. 

III.  Da  also  die  Convergenz  der  Reiben  das  Princip  der  An- 
wwdbarkeit  aritbnaliaebar  Operationen  auf  Reibao  -aathiUt,  ao  moia 
die  Lehre  von  der  Cön?ergeDs  der  Mban  jeder  «idereB  BeCraek« 
lüng  derselben  vorhergehen. 

Hieraus  sieht  buid^  daas  die  Hypothese 

welche  den  Anfang  der  SIetbode  der  unbestimmten  CoeffieientaD 
■acht«  viel  grSaeer  ist,  als  «eo  gawöbsÜcli  ffleebt,  weU  aiit  de« 

*  €leichheitsxeicljt>n  schon  die  Hj|iethese  der  (Coofergeas  vad  der 
Anwendbarkeit  aller  Operationen  gemocht  ist,  während  man  noch' 
nicht  weiss,  ob  man  hierzu  berechtigt  ist.  Vor  Uypothesea 
er  bat  sich  die  Mntbematik  aai  aiaiataB  an  bOten,  weiitt  sie  nicbt 
ihren  bisherigen  Ruhm  einbüssen  will.  Daher  ist  die  umgekehrte 
Methode  vorzuziehen,  bei  welcher  die  Form  der  Reibe  {A^BfC.,.,) 
bekannt  ist  und  folglich  auch  durch  die  Convergenz  die  Anwend- 
barkeit der  zur  Sumuiirung  nötbigen  Operationen  gesichert  ist. 
Ebease  eiafaeb  aiabi  aias  jelat  dea  Irrtb««  dea  BerrB  Dr.  Barfaia  , 
eini  er  vill  für  jedea  «  die  beiden  Baibea 

/*(/»)==  l      /r*,  .r  H- //f,.r' -f- ... , 

'  mh  eiaaader  nmltiplicirea.   Das  iat  ein  Herumtapfen  hn  Pinstern« 

so  lanc^c  er  nieht  weiss,  ob  er  endliche  Dinge  vor  sich  hat  oder 
nicht;  mit  unendlichen  Factorcn  aber  multiplicirrn  lehrt  keine  Arith* 
^  metik,  sie  lehrt  übcrbaopt  nicbt  mit  Grössen  rechnen,  die  sich  dem 
Beebner  nnter  der  Hand  verändern.  Ja  achon  dadorcb,  daaa  er  aar 
angft»  ich  will  1 +«tt^  +  «*i<^' +  . .  mit  /{m)  bezeichnen,  ist 
schon  stillschweigend  angenommen,  dass  f{m)  eine  endliche 
Grösse,  folglich  die  Reihe  coavergent  sei,  denn  diese  Beieiciinung 
bnt  keinen  flÜn«,  wenn  aia  niebt  eine  Idantitit  nein  soll.  (Hier 
bleibt  freilich  dem  Herrn  Dr.  Barfuss  immer  wie.ler  die  llintertbir 
der  syntaktischen  Eniwickelung  utTen.)  Gerade  die  IVlultiplication 
zweier  Heiben  ist  eine  Klippe,  die  man  nur  durch  Handhabung 
scharfer  Kritik  vermeiden  kann.  Eh  kommt  nämlich  der  Fall  vor, 
daas  daa  Proditet  aweiar  ceavcrgenten  Reiben,  be  wie  man  es 
gewöhnlieb  schreibt,  eine  divergente  Reihe  wird,  n-ie  man  bei 
Cauchy  page  149.  sehen  kann.  Cnuchy  giebt  keine  weitem  Krkla- 
rung;  dieselbe  liegt  sehr  einfach  darin,  daaa  maa  das  l'roduct  will- 
kührlich  nach  einer  Regel  anerdnet,  die  bei  endlichen  Reihen  rieb- 
ttg  iat,  Lei  noendlichen  falsch  werden  kann.  Für  Herrn  Dr.  Bar* 
fttia  will  icb  nach  bcaicrke.n,  dnae  er  bei  aeiacm  Tadel  dea  Cno« 
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chy^icbeD  BiDomialbe weises  gaoft  übersehen  bat«  ilass  die  Gleicboog 
f{m)/\m)=s/{m-h^)  xwei  ApflötviigeB  bat,  Dänlieh/(w}s=(/TU]* 
ved  des  DDendlicbe,  von  deeeo  die  erste  de«  Feile  der  Cieaierg»—, 
die  »weite  dem  der  Divergenz  entsprechen  würde,  wenn  man  sick 
überhaupt  auf  den  letzteren  einlassen  dürfte.  Was  ich  hier  mit* 
theile^  sind  oer  die  Grondgedenlien  einer  kritischen  Philosophie  4er 
MetlieMtili ,  die  icli  epüter  im  2S«se«Meehange  evsetbeile*  weriei 
Dieaelbe  Frage  nach  der  Anwendbariieit  der  erithmetischeo  Opern* 
tionen  wiederholt  sich  auch  bei  den  imaginären  Grössen,  den  nn> 
endlicben  Producten  und  kettenbrücben  und  lässt  sieb  auf  ähnliche 
Weise  auch  dort  lösen.  Einiges  davon  enthält  mein  zu  Ostern  er-  « 
eeheioendei  „Heedheeb  der  matheMtiseheB  Aoelysis",  liie  nm  de» 
len  Vorbandensein  weitere  Discussionen  über  diesen  Gegenstand 
zu  verschieben  bitte,  weil  ein  ^itreit  nur  dann  zu  etwns  führen 
kann,  wenn  die  Principiee  der  Saehe  klar  und  .beitieieit  ausgespro* 
ehen  Terlie^B. 

Noch  eine  Bemerkung  in  BecBg  auf  Friee.  In  seiner  Natur* 
pbiiosöpbie  sagt  Fries  einmal  ^anz  richtig,  man  könne  eigentlich 
nur  mit  convergenten  Reiben  sicher  rechnen,  hinterher  aber  macht 
ihn  Eulers  sorglose  Weise  stutzig,  und  er  meint  nun,  da  man  doch 
wM  divergenten  Reihen  eofeii  eperirt  BBd  nichts  wesentlich  FelieieB 
heransgehracht  habe,  so  müsse  es  doch  ein  Princip  geben,  nach 
weichem  Rechnungen  mit  diesen  Reihen  erlaubt  seien.  Darauf  sagt 
er:  mir  scheint  die  Sache  in  dem  Lnterschiede  der  ajutaktischen 
«Bd  eritlkmeticeh«B  BedeatBBg  der  Mhea  wm  licgea.  Bier  iil  4le 
hnche  ganz  klar;  Pries  hat  den  richtigen  Gnin«^edeBkeö,  Meht 
aber  l^utcrs  Autorität  zu  Gefallen  eine  Hypothese,  für  die  er  ewk 
nirgend  einen  Beweis  bringt.  Das'ganze  Argument  aber  fallt  weg, 
wenn  man  zeigt,  dubs  wirklich  allerhand  Verkehrtes  durch  jenes 
ReehBCB  ia  dee  Teg  hideiB  liereBskeaHBt,  wie  leli  diese  in  dem 
vorigen  AttfiMtie  gethan  habe,  und  wenn  man  kritisch  untersucht, 
auf  welchem  Grunde  jene  Rechnungen  ruhen.  Herr  Dr.  Barfuss,  der 
wie  ich  glaube  auch  Friesianer  sein  will,  hat  demnach  Fries  sehr 
aehieelit  verstnudeo.  Das  Vermiebtelss,  welches  nnser,  «wer  iai 
CreiaeBelter,  für  uns  aber  doch  noch  zu  firü^  verstorbene  Lehrer 
uns  hinterlassen  hat,  besteht  in  der  Anforderung,  die  Wissenschaft, 
der  sich  jeder  einzelne  gewidmet  bat,  nach  den  Grundsätzen  seiner 
Philosophie^  die  nicht  umsonst  die  kritische  heisst,  zu  hearbei- 
len,  WM  diese  für  die'Pflanteaphyslologie  kereite  vea  eeeerem  g«. 
nialen  Schleiden  geschehen  ist;  ebenso  hätte  Herr  Dr.  Berfinm» 
der  älter  als  ich  ist  und  länger  das  Glück  hatte,  Fries  persönlich 
zu  kennen,  die  Mathematik  kritisch  bearbeiten  sollen.  Statt  dessen 
ergreift  derselbe  eine  uagläcküche  Hypothese  unseres  i^hrera  and 
meiat  wahrscheinlich,  weM  sie  Fries  ausgesprechea  hei,  eei  sie  am> 
umstösslicbe  Wahrheit;  (wie  folgt  denn  nur  aus  dem  Satze,  daes 
die  Principien  der  Mathematik  rein  anschaulicher  Natur  sind,  die 
Lehre  von  der  syntaktischen  Bedeutung  der  Reihen  Da  nun  aa 
Herrn  Dr»  Berfeas  diese  AnffeHemag  ttngelidrt  vonibergezogea  ist, 
so  anehe  ich  Jetzt  derselben  nachzakemmeas  obgleich  disee  Anfgafce 
mit  meinen  Fähigkeiten  bei  weitem  wnnlger  in  fiiaklaag^  mkk 
■dheintf  als  mit  den  seiaigeo. 
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xxxvm. 

Eine  neue  analytische  GleiGhong,  und  deren 
Anwendong  auf  die  Bestimmung  eines  vielfsp 
.  chen  Integrab  •  und  die  Snmiidrung  einer 

'  •  .  Reilie.  - 


Von 

Qem,  F.  Arndt, 

Lfluw  MB  QynMihifli  m  Smlnnd. 


lllollweidt  hat  sicli  in  seiner  Fortsetzuog  des  Klügelacbei 
WSriMrbMiis  (Artiktl  SaBsirung  der  fteiiMo  8,  1^.)  alt  der 
SaamtioB  der  Seihe  heeehilftigt,  deren  ellgeaeieei  Glied  doreh 

il,^k)^r^k){l,^T)  »"«»«^rtlckt  wird,  Sedea  ^  dee  ree  Null 
bis  UDeodlicb  wacbaeoden  Index  bezeicbnet,  uod  itellt  die  Summe 
dnrch  drei  bestiMBite  lotegrele  dar.  lodeoi  ich  mich  nun  beaiibte,, 
4)m  aHgemieere  Beihe  ui  esnaireB,.  derea  eHgeMeinee  Glied 

Ist,  wo  k  seine  vorige  Bedeufung  tiat,  wurde  ich  auf  <lic  rntcrsu- 
chnng  einer  Summe  mit  endlicher  Gliederzuhi  geleitet,  und  das 
R^nltat,  welcbea  ich  faod,  achien  mir  merkwürdig  genug  su  aein, 
m  M  iiB  polgeideii  «itsiIhtUtfl. 


1. 


rind  X,,  X.,  ;i,  ....  Xn  beliebige,  aber  akneitlieli 
■  der  veracbiedenc  Orftaseo,  ao  findet  -  aCete  die  ip» 


8 

•Ine 

tereaiente  Relatlen  «latt: 


1 

1 

(tt)  l*»-**ilV*i  — *il".»lAt— ^1  >S0 
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Beweis.  Aua  der  Tbeorie  der  Zerlcgunu^  der  gilirocIieoeB 
FuiictioueD  in  Partialbrüche*)  ist  bekoDot,  das«  mun  setzen  kaoo 

 L    —  j.  .        .  JbLzJL 

iitt4  dws  dann  die  CeeflicieiitMl       ^«».  durch  ftilyd« 

Werthe  bettint  eiadt 

1  '  ' 


1 


(An   iy/....  (^•  — A«*— l)* 


Dividirt  maD  also  die  Werth«  yob  jtf«,        ....  ^^n— i  resp.  durch 

(A,  — A,),  — (jlg — A,)  — (^n^^i)»  «od  tauirt,  ao  eat- 

■teiit 

1  1 


 I  

(A,  —  A  J  (A,  -  A,) . . . .      — i«) 

U.  8.  Vi, 

^   l  

(Im  —  lt   (Ajl  — A,')  ....  am  —  lm-l 

nnd  wenn  man  die  Ciieder  auf  der  Rechten  auf  die  Lioke  briup(l, 
Bu  eotapriD^t  das  Tlieorein,  welches  kh  oben  ausgesprocheo  habe. 

Zuvörderst  ist  nun  die  Bedinifunp^  der  Convpraeuz  der  Heihe 
festzu«(ellro,  deren  allgemeines  Glied  wir  üben  augegebeo  haben. 
Wird  diesea  durch  tr«  bet«ichoet,  lo  fiodet  ms  Icicü,  4m»  der 

absolute  Werth  des  Verhältnisses  den  absoluten  Worth  von  jc 

SU  seiner  Gränze  hat,  und  nach  einem  hekannten  Theorem  von 
Caochy  (s.  die  Analyse  alg^brique  p.  134),  wird  «Im  obige  Reibe 
convergeot  eeio,  weoo  der  elMolnie  Werth 'vod  «  kleiDtr  ah  die 

Eaeheit  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  bestimme  ich  die  ^unrne  der  vueadJicbee 
GliedcrzB^il 


^  XsO  (A,  ^  A;)  (A,  ^  X.)  . . . .  (Am  4- Xr) 
anf  folgettde  Art. 


*)  Gruntrt  Leillbden  für  deu  ersten  Unterricht  in  d/er  hühern  Analysis. 
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Zuvörderst  ist 


X 


das  Integn'al  von  a:r=0  bis  je -=10:  ausgedehnt.  Denn  differenziirt 
Bao  den  Ausdruck  auf  der  Unken,  und  summirt  die  dadurch  ent- 
irtaodeDe  geometritehe  Progression  Yon  aneodlielter  Gliedembl,  io 

findet  sich  1  welches  zwischen  den  Ciräozen  0  und  ac  integrirt 

werden  muss,  um  den  Werth  auf  der  linken  Seite  wieder  zu  finden. 

Um  nun  +  A  als  Factor  in  den  Nenner  zu  bringen,  muUi- 
plidr«  ■■n  Jene  Gl^iekuig  m\t  aehr^x—UUf^  rnui  ial^rir«,  i»  eal* 
■tokt 


^at  Btiio  Integra)  tob  0  liii  «  avtgfidebnt. 

Ebenso  multiplicire  man  di«M  Gleicliug  ait  «JUHU— »dJr,  m4 
iatogrif«}  daoo  erb  Alt  mb^ 


Geht  man  auf  ähnliche  Art  fort>  SB  gelangt  aan  ta  den  aligenei- 
nen  ABsAruck: 


alle  lategrale  von  dpsO  bis  eretreckt 

Dieses  vielfaclie  Integral  gestaltet  eine  Zerlegnag  ia  •  eiBfa- 

che  Integrale. 

'  Denn  nach  der  ersten  allgesaeinsten  Rednctionsforael  ist  xuerst 


Hnhiplicirt  man  dieses  mit  ;rA«— Ai— idSr»  Integrirt,  nnd  bestiaait  Ja» 
des  Doppeltntegral  auf  der  Eacbteft  wi«d«r  luifih  dar  allgaiiaiaataB 
RadactuMiafaraiel»  so  wird 
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U,-A.)(A,-l,)-/'i-af 

.  1  ^  fxU-Ux 

Setzt  mHD  diese  ButwickeluDg  ooeli  w«it«r  ÜMt»  M  femlilkat 
lUAo  leicht  dM  lief  «bwAJtcBde  6tM|i»  ■hilMiT' 

,    (Ä,-A.)(A,-i,)....(jU-l,)  1-x 


\  1  /^M— IflLr 

U,  -  A,)  (A,  -  A*) ....  •  y     l-or  • 

Die  Factoren  der  Neoner  befolgen  das  Gesets,  dass  zoerit  A,  von 
«lleo  übrigeo  Grössen  A,,  A,,  ....jl»,  d«DO  X,  ?oa  allen  übrigeB, 
4nBD  X,  a.  ■.  w.  abgezogen  wird. 

Da  indetMB  die  Bilgeaeiue  GiHtifffcett  dieses  Resultatea  bo  ei^ 
weisen,  nehmen  wir  an,  dass  die  Gfeidioog  (r)  richtig  sei,  und 
erweisen,  dass  das  Gesetz  bleibend  ist,  wenn  n  übergebt  in  »-4-1. 
In  der  That,  multrplicireD  wir  (c)  mit  ^r***»-"^»»— und  inte- 
glireB  Baeh  der  allffemeiBiteB  KedBCliBBilbrflieL  ao  erhaltea  wir 
m  DUforeBseB,  nlBilick: 


CA,— A»)-*(A^I-A,)y   1  —  X      (A,-A,MA*w^) . 
  ,   -       ...  *1  . 
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ist,  and  von  den  Übrigen  dieser  CoefficienteD  dasselbe  gilt,  so  ist 

/^lyU-f.l — lifo» 
— r^Tm — ^ 

1)1.4.1.  ^^^^^_i  y     ^Jn+l  -  In)  ~  (X.-.jU+4)*...(^^^ÜH4)' 

«od  folglich  bleibt  die  Gleicbung  (c)  richtig. 
Soeiit  liabeo  wir  dud 

(A\   'v**  *  ^   ' 


"*"(!,— i«-l)(A,-i^l)-~(iii-Jii^)  •</ f  1- 

Es  fragt  sich  jetst,  ob  diese  Reibe  noch  für  ^  =  1  gelle.  Denkt 
man  sich,  un  dies  an  vntorraelieB,  k  aeboii  lo  grow,  4ut  din  Faetd- 
m        ^>     + ifr/  «.    w.  amtlich  positiv  aiad,  ud  ist  l^ib 

der  kleinste  nnter  ihoen,  ■»  tat  (A^^i)^A)_(i«4ar)  <  ()pf^ 
md  folglieh  WfM  •  te 


  ^ 

W«flli  int»  VOB  wddMi  «II«  Factom  anfangen  poaitiY  i« 

■an,  Dn  nu  nnck  ninMi  hnkntntnn  Satte  die  leihe»  dnren  nlign* 

meines  GUed      ^^j„  ist,  convergirt,  wenn  •>!  ist,  so  gilt  die 

Formel  (d)  fiir  dr  =  l  unter  der  Voraussetzung,  dass  ist. 

bt  endlieb  si  =  1,  aa  wird  die  Reihe  Y^^Ih  JL,*f  i^^-i 
-I-  n.  e.  w.»  welche  bekenptemaiBen  divcfgent  iat 


8.  - 

Mittelst  der  Gleichung  (d)  UM  aieh  i^oah  etae  andere  be«er^ 
keoswcrtbe  Reihe  sammüren. 

Beaeicbnet  iwn  den  Anwlinek  nnf  der  Linken  in  der  Belation 

(d)  durch  #«,  multiplicirt  ihn  mit  nnd  differensiirt  den  l*rev 

dnct  aaf  bekannte  Weise,  nämlich  ^i£ll^-i^==(«--A„)a:«-*«--'  .#1. 

4.  .  l^",  .0  erhUt  man  wegen  (b) 
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die  ans  ( d )  sich  ergebendeii  Amdr&eke  Ar  ««  ood  #».|  eio ,  oad 
sieht  suiMincB,  so  gelengt  aaa  so  ' 


( A »  4- X:)  U , . . . .  (An X:) 
-  (er- /Klf^ 


1— . 


■Ifliatlielie  laCef^le  swiachen  den  Gräozen  0  und  x  gem^si 

nie  Coovergenz  dieser  Reihe  ist  besonders  festzustellen,  da 

mno  TOD  der  Heilte  in  2.  auf  sie  keinen  Sckluss  oiacben  l^aap»  ia* 

dem  sie  dnrcb  Diflereoziation  «bgeleitet  ist. 

Data  aber  vaeera  Seihe  coaverj^nt  ist,  waaa  dar  ahaalate 

Werlh  ?oa  x  kleiaer  ale  die  Ein  bei c  tat,  arhelll  aas  daa  achaa 

aben  aagewandtea  Thearaa«  vaa  Caacby. 


XXXVIII. 

Miscelle 


A  roccasioD  d'nne  commuDication  de  M.  Masson  lor  la  pboto- 
m^trie,  AI.  Abel  Transoa  signale  na  pb^nom^ne  carieas  que  chacua 
paat  T^rifier  trie  facileaiept.  Si  aa^  fait  piroaetler  «tea  pi^  da 
jen  de  domino  sar  le  petit  dou  qoi  fait  ordinaireiBeDt  saillie  ao 
centre  de  la  face  noire,  on  verra  les  poioti  de  la  face  nuoi^rot^ 
^baager,  a  un  certain  degr^  de  viteue  tres  faible,  lear  coalear 
naif«  Mor  ma  teiale  d'oa  rang«  aaaaa  vif  (Saaldid  phUaauUiaae 
da  Pins). 
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sowohl  für  Bau-  uod  Gewerbeschulen,  als  uuch  für  den  Selbstao- 
terricht,  für  Architekten,  Bergleute,  Furstmäuner,  logenieurs  etc. 
8te  AttHT.  Mit  15  Steioufeln  (ia  Folio).  gr.  S.  Wmmt.  18M. 
%  Hilr.  12  ggr. 

MoDtucci,  Enrico,  dott.:  Geometria  e  mecoanica  applicnte  alle 
arfi  e  nettieri;  e  diicorsi  de  cbimlea  appllcote  alle  lirti  o  nwetiort 

di  Policnrpo  Bandioi  suUe  tracce  della  pubblica  elementare  iitnr~* 
data  dai  incdesimi  ai  manifattori  seaesi  nelle  sale  dell  i«  r. 
den»ia  Tegea»  iiieoa.   1843.   Disp,  1.  II,  o  III.  In -8. 


Trigonometrie. 


Tibles  triguuuniätriques,  doonant  pour  tous  les  angles  du  quart 
dn  eerele  ealenl^i  de  ciuq  cd  cinq  ninutea  cenldMaalvo  et  appliifada 
a  tootes  les  bypot^nniw  potiiblea,  Pnr  Masnre  et  BelÜMelt, 


Mechanik. 


fleete>  D,  F.:  Erste  Gründe  der  mechauiäcbeii  Wissenschaften. 
2te  Ana.  Pieiberg.  1848.  8.  1  TUr.  16  ggr.  # 
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IVuofe  ricereh«  per  una  risoInKiooe  pin  rigoros«. di  vftrii  pro« 
bl«mi  sai  meto  deil'  acqua;  memoria  di  OabriaPiola  ioaerit«  nel  primo 
Tolmie  delle  „Menorie  detl'  i.  r.  istituto  lombardo  di  icienze,  let- 
ftwre  «d  arti**,  U  quaie  fii  lelta  nelle  adananze  4m  «•»{  16  Iwrlio 
1840  •  21  iBglio  1843.  Hilaao.  1843.  lo.4. 


Praktische  Hechanik« 


Br<ia#*,  C:  I^brbucb  der  Mecbaaik  io  ihrer  ABweadiiag  auf 
dia  pbyaiaeheo  WuMMehafitea,  die  Künste  aod.  Gewerbe.  Aus  dess 
Fraos.  6te  Liefer.  «r.  4.  aebat  3  Utb.  Tafeln  m  ^  ^al.  LeiaMC. 
1844.   12  ggr.        '  . 

Beraoolli,  Prof.  Cbrialapb:  Vademeeuia  des  Mechanikers,  oder 
praktisches  flandbuch  für  Mechaniker,  Mtthlenbauer,  Ingenieurs,  Tech- 
niker und  Gewerbsleute.  4te  Aufl.  umgearb.  und  stark  verm.  von 
Job.  Gust.  Bernoulli ,  Mascbioenfabrikant  zu  ImmeodingeD.  StuU- 
gart.   1844,  8.   1  Tbir.  '  . - 

Weisbach,  J.:  Untersuchungen  im  Gebiete  der  Mechanik  und 
fljrdraulik.   Auf  eigene  Beobachtungen  gegründet.   2te  Abtheiiung. 
*  A.  n.  d.  T.    Versuche  dber  die  unvoUkoauBene  Contraction  dea 
Wassers  beim  Ausfluss  desselben  aus  Rdbreo  ned  jGefiiiieo«  Mit 
3  Piganotafelo.  4.  Lei|»zig.   1843.  2  TbIr.  16  ggr. 

Woelfer,  AI.:  Die  Deuerfuodene  Pumpenmüble,  oder:  Anwei* 
aoag»  alle  Arten  tob  Miibicn  an  Brnnaen  eder  atehenden  Gewässern 
aniulegen  und  durch  Pumpenwerke  in  Betrieb  zu  setzen.  Mit  10  li- 
tbog.  Tafeln  (in  gr.  4.).  gr.  8.  Qaedliaburg.  1843.  lTblr.8ggff. 

e 

üeber  die  SCabilitüt  der  Erdbekleidnngen  and  deren  Panda. 

«ente  von  PoBcelet.  Aus  dem  Französiseben  nberaetat  nnd  mit 
einem  Anhange  vermehrt  von  4«  W.  Labmejer.  Bmnnidiweig.  1844. 
8.    l  Thlr.  20  ggr. 

Maschinentafel  in  Farben,  eine  Dampfmaschine  darstellend.  F&r 
höhere  und  niedere  Lehranstalten.  In  f^r,  Imper.  Polio*  -Mannbeui. 
1843.    Auf  Leinwand  mit  Hulzstäben.   4  Thlr. 

ülrkiärung:  dazu.    4.   Ebend.    1843.    geh.  3  ggr.  ^ 

Werkzeichnungeo,  oder  praktische  und  delaillirte  Zeichnungen, 
Beschreibungen  und  Frläuterungen  der  verschiedenen  Arten  von 
ausgeführten  Maschinen  und  Muschinerieo.  Uerausgeb.  v.  C.  T. 
N.  Mendeliaobn,  nnter  Hitwirknnp^  mehrerer  Techniker.  8r  Bd. 
Is  Heft;  euth.  Furnier «ISägemaacbioe  nach  franz.  Princip.  Kmit*. 
säge  für  Tischler,  Instmmentenmaclier  etc.  nach  A.  (>alloway.  — 
Transportable  eiserne  Winde  nach  engl.  C'onstructiou.  (6  lithugr. 
Blätter,  FoL)  gr.  8.  Berlin.  1843.  1  Thlr.  12  ggr.  (>lan 
VergL  Uler.  Bnr.  fhn  Xif.  S.  31&.) 
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Hallet»  B«riebt  Über  die  ataaosphftriiche  BinBbtfcn  von  DnbltB 

muh  Dalkey  in  Irlaod,  aufgeführt  und  in  Betrieb  geteUt  von  de« 
Herren  Clegg  und  Sarouda.  Mit  einem  Stahlstich:  Ansicht  der  at* 
mosphärischen  £i»aiibaba  von  OubUo  naclH  Didkej.  Oannatadt.  1844. 

Taße:  Application  de  1a  m^eaniqae  aux  machines  le  plus  en 
uiage,  mues  par  Teau,  la  vapeur,  le  vent  et  les  animaux  et  a  di- 
verses constructions.   3me  ^dit.   In*8.   Paris.   1843.    10  fr. 

Leweskj,  N.  B.:  Notice  snr  la  machine  a  compression  atmo* 
sph^rique  a  triple  moteur,  snivie  de  r^flexions,  lettres,  pdtitions  etc. 
avec  4  feuilles.   Paris.  1844. 

Fourne^ron,  M.  B. :  Table  pour  faeiliter  les  calcnls  des  for- 
■nies  relatives  au  mouvement  des>  eaux  dans  les  tovsax  de  coa- 
dnite,  et  prUcipalenent  desdite  k  «br^r  les  calcius  «t  •  <?itor 
lei  tAUameiitt  ttc  In- 4.  de  t  feuUei.  Pwit.  1844. 


Astroi 


Möbius,  A.  F.:  Die  Hauptsätze  der  AstroDomie  zum  Gebrauche 
bei  Vorlesungen  für  Gebildete.  2te  AuB.  Leipzig.  1844.  gr.  8. 
4  ggr. 

Stiefel,  E.:  Das  Planetensystem,  durch  ein  Drathgerippe,  Brei, 
tebahn  genannt,  dargestellt,  wodurch  die  interessanten  Brscheinungea 
•n  des  tl  Plaoeteii  und  4  KoaeteD,  nanentlieli  die  schiefe  Leg« 
ihrer  Bahnen,  die  gefährliche  St^luog  mehrere  Kometen,  die  Be- 
wegung der  Sonne*  und  der  SonnenBecken ,  sogar  der  Umlauf  der 
Sternschnuppen  um  die  Soune,  Jedermann,  besonders  der  Schuljn-, 
gend,  enfe  DeaUielate  veramehaelicht  werdet  IcSmeo.  JAiiC  Peppe* 
in  einer  Kitte.)  Nebft  AnweisuDg  in  8.  SehwübiMh  Wl  lul 
$  Thlr,  ^  Die  AewelsMig  eUeio  »  ggr. 


BetreehtuBgen  Ober  die  AeordnuDg  des  Steratystem.  Sin  Vor> 

trag  im  wissenschaftlicheu  Verciue  zu  Berlin  am  3.  Felmiar  1844 
gehalteo  von  J,  F.  Bocl&e.  Berlio.  1844.  8.  6  ggr. 

Mnteh  Eldaene  d*eetreDOBie  en  eeamographie*  2me  dditien. 
U*l%  Pnrii.  1848.  lfr.80e. 

Les  nmges  de  la  snh^re,  des  globes  Celestes  et  terreitree;  per 
Delnmnrehe.  Hnitlhme  dditfen.  In -8.  de  15  feviHes  {  plus8cnrtei. 
Perii.  1844.  8  fr. 

Schumacher,  C.  A.  r.:  De  vigtigste  af  Astronomieni  Bevedleer* 
demme,  populaert  fremsnUe.  LTjeverinr.  8.  Frelnn#es  FHaek 
Oopeohngen.  1813.  8^  A.  48  fe.  (eempl- i  ^  Ur.) 
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Floth  und  Ebbe  von  F.  H.  Germar.  Nach  dM  «agliMheB 
fieobachtimgeD.  lia((<leburgf.  1842.  S.   16  ggr. 

Kleiner  astronomiecher  Almanach  auf  das  Jahr  1844.  Vorzügf. 
lieh  zum  tiebrauch  der  Seeleute  heraoifj^egiehaB  von  HerrMMia  Kar* 
Step.  Rostock  uad  Leipzig.  8.  l^irgr. 

'  Die  Einrichtiittg^  fH  am  dan  fifiereii  Jahrgängen  bakanat. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Herausgegeben  von 
C.  L.  Edlen  von  Littrow  und  F.  Schaob.  22.  Tb.  (Neuer  Folge 
2.  Bd.)  Mit  3  lith.  Tafeln,  gr.  4.  Viaa.  1843.  2  Thir.  16  gfi. 

Middelboe,  S.:  Haandbog  for  4eii  pricliake  NaTigitettr.  9. 
CapeDhagea.  1843.  4  R.  48  s. 


Physik. 


Anfangsgrunde  der  Plijaik,  Vaai  Prafotaar  A*  ta»  EttiaghM* 

SCO.    Zweite  Lieferung. 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  No.  XV.  S.  237; 

Brandes,  H.  W.:  Vorlesungea  über  die  Naturleb re  für  Leser, 
denen  es  an  mathematischen  Kenntnissen  fehlt.  2te  verm.  u.  verb. 
Auflage,  besorgt  von  C.  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaelis. 
Mit  Kwi^hm.  lala  lialMiing.  gr.  &  Leipzig.  1844.  gtli.  1  Thir. 

Pouillet:   I^brbucb  der  Experimentalpbysik  und  der  Meteoro- 
logie.    Nach  der  3ten  Original  -  Ausgabe  aus  dem  Französischen 
fibarsetstv  mit  gniitaw»  und  Ergänzangaa  v«niek«B  fM  C  H. 
Schnuse.  Band  2.  Mit  18  Talaln  AbbUdonm.  «r.  8.  Quadliabw«. 
'  184S.  2  TkJr.  20  ggr. 

Darsalbet  Lebrbiicli  dar  Physik  ond  Metaarologie,  fSr  daalieb« 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  Job.  Müller.  9—12  LiaC  odar 
•L  Bd.  4—6  Uaf.  Bwaabwaig.  1844.  gr.  H.  k  12  ggr. 

LaiitaBaebläcer,  Dr.  G.:  Figurentafeln  zur  Physik»  nahst  ans- 
flbrHeber  BrkiiroDg.  1.  Haft.  3.  AnlL  Lax.  •  8.  Mit  12  TMn. 
DwMtadt.  1843.  12  ggr. 

SasaailoDff  von  Lehrsätzen,  FormeUi  und  Aufgaben  aus  der  ga- 
wifollebaB  MaakMMt,  MaftbaMtlfc  «ad  Pbytik  Or.  J.  m& 
fllfter  Theil  (Samadimg  von  LehrsiUzen,  Fonaela  and  Aufgaba« 
ans  der  Physik,  Astronomie  und  ■atbaaariicbaa  daagiaabie). .  Bar^ 

lin.    1844.  8.  1  Tbir.  4  ^gr. 

M.  vergl.  Literar.  Bericht.  Nok  XV.  S«  217. 
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OäaaD,  Ür.  G.  W.:  Maiie  Beiträge  xur  Chemie  und  Pbytik, 
Bit  ffalvsookMitUteAlUMliigM.  Dm  Utei  Beitran  Ste  Lieler. 
8.  Wünbiirg.  1848.  8  ggr. 

'  Deguin,  M. :    Cours,  ^^mentsire  de  pliyviqne.  4  6dit.  2  volfe. 

io  8.  ensemble  de  57  feoiUea,  plus  i2  pl.  Paria.  1844.  10  fr. 

Boncbardat,  A.:  Coora  dea  scieaces  pbysiquei  k  PMag»  4aa 
Cleves  de  philosopbie  r^dig^  d^apres  le  programme  du  consail  r». 
.     jra^e  riostractioD  pablique.  Partie  1.  2.  Paria.  1844.  7  fr. 

Becquerel,  H. :   Trait^  de  Pbjsique  coasid^ee  daa«  sea  rap- 

Jorts  avec  la  chimie  et  les  scieocea  Mturalles.'  Tob.  2l  8.  4« 
1  feaillea.  Parii.  1844.  7  fr.  50  c 


*  SoMnerville:    Od  iLe  CoDoexioo  of  tbe  ubjailal  acieacea. 
Stil  «lit.  LoadoD.  1844..  10  ib.  Od. 

'Bird,  G.:  lülements  of  Natura!  Pbilosopby,  beiog  an  experi. 
meatal  latroductioa  to  tbe  Study  uf  tbe  Pbjsical  Scieocea.  24  edi- 
tioB,  revieed  aod  eolarged.  1848.  18  ab.  6  d. 

Tmttafo  di  ßsica  elemeatart,  deH^  abata  Fraaceaco  2«aaCadeacy. 

Veuezia.^1843.  Vol.  1.  Id-12. 

MoaxoDi:  Elemeoti  di  linea  gttMnla  ad  um  dalle  Mmle  di 

filosofis.    i*>ettinia  ediztone  eeo  ouove  oggiitot«  e  cotmmbI  per 
cura  di  L.  Masieri.  Milaao.  1843.  iB-8. 

Ducoin-Girardia:  Trattenimetiti  sulla  fisica  e  aae  piü  curiose 
applicazioni.  Vemione  di  Carlo  A.  Vallc.  Törin«.  lo48#  Ib-8. 
2  tavole  litograficbe.  * 

»  •  >        .  .  * 

■Scinb,  ibbale  Donieaico.  Elenenti  di  fisica.  Secooda  edixioM 
milaoese  cnn  aggiunte.  Milauo.  1842.  Toiuu  III.  Ib-12»  «  5  tA- 
voie.  ToBio  IV.  ed  altino.  1843.  Ib-12.  4  tafok. 

Seatpatit  GatwbiaM  di  iaitt,  ao.  Napoli.  1842L  la-B.  ' 

Trattato  di  fisica  eleuieutare,  complicata  dal  pTQfeaaora  Coifo 
ri.  Milano.  1843.  In- 16.  2  tavole. 


Elementi  nstcu-cliimici ,  del  dr.  Maurizio  Reviglio,  profeaaore 
di  botauica  e  materia  •  medicu  Deila  r.  scuola  veteriaaria»  imI  liao 
degii  allievi  deila  inedesima.  Fossudo.  1843.  la-8. 

Fardely,  Will.:  Der  elektrische  Telegraph,  mit  besonderer  Be* 
rücksiclitiguug  seiner  praktischen  Anwendung  für  den  gefahrlosea 
uod  xweckmasaigea  Betrieb  der  Eiaeobabnen,  aebst  BeifiigUDg  der 
— BaitBo  Btwiektmigra  «sd  Vwbtaaatanyea ,  nad  ciaer  MMWbrli- 
ebea  Bescbreibung  eioes  olektfO^aagBetiscbca  Dmcktelegrapbaa. 
Mit  erläuterndea  Zeicboi««n.  Cr.  8.  «it  2  "M.  In  i  Fol.  Mas»» 
bei«.  1844.  1  Tblr. 

Gdlattl,  B.  et  Jrairia:  D«  VBSmMa  «b  ftUni^M  Ma 


Digitizoü  by  Google 


r 

I 

# 

a^KcatioM  en  p«rtioali4sr.    1.  partie,  aveo  2  £b«U1m.  I'aris. 

Lardner,  D.  and  C.  V.  Walker:  Manual  of  ElettricUj  and  Ale- 
teorology.  Fol.  %  London.  1844.  8.  0  a. 

Francis,  G.:  Electrical  Experiments  illustratinp^  the  Thebrj, 
Practice  and  Application  of  the  Science  of  Free  or  Frictional  Elec- 
tricitj,  cootuiuing  the  Methnds  of  Making  and  Managing  Electri- 
cari  Apparatos  of  ererr  description,  with  nomeröin  tllnitnilife  Bn* 
grating».  London.  1^44  8.  dotlu  4  ah. 

Noadt  Electricity,  comprising  Galvanism,  Magne- 

lim,  £loetto-lIiigoettm,  Magoolo-ond  Themo-electricitj.  New 
•ditfOB  inwlr.  ky  nesfly  300  woodenta.  8.  London.  1844.  14  äb. 

lotorno  ai  processi  meccanici  atti  a  avilnppare  ne^corpi  aolidl 
l'oktirSdti^  atotfcn,  e  d!  alonne  applicanloni  oue  ne  dorifjuio,  nio* 
noria  dl  Antonio  Perego,  professorc  di  fisica  o  nlorin  noturmlo  wAV 
i.  >.  tioio  di  Breaeia.  BfOfoia.  1848w  ln-8. 

SeoTMky,  W.;  flbgnelicol  lnvM%ntioniU  Fntt  %,  e«npriiing 
InfOftigations  conceroiog  the  Lewa  or  Priociplea  affectMig  tiM 
power  of  Magoetic  Steel  Plates  or  Bars  iu  combioation  as  well  as 
nogly,  uader  various  cooditions  as  tu  mass,  bardoess,  quality, 
lam  etc.  as  also  concerning  the  comparative  power«  of  baat  Iroo. 
8.  London.  1843.  ^oth  10  ab.  O  d. 

Palmieri,  Luigi  e  P.  Saoti  Linari:    Nuove  esuerienze  aolle  in*- 

dozioni  del  magnetiaao  teiteafcre.  Napoli.  1843.  In  4. 
» 

Inttractions  pour  le  daguerreotype  et  Tusa^e  de  Pappareil  Gan» 
din,  snivi  d'une  Notice  abr^g^e  de  r^lectroplastiqoe  et  ie  tfovoil  «n 
iNtia  dWgent.  In -8.  de  3  teuilles.   Paris.  1844. 

Kiener,  Jos.:    Almanach  th^orique  et  pratiqoe  de  P^lairage 

par  le  gaz.   Iii -12.  3  feuilles.  Paris.  1844. 

Nabl»  Dr.  F.  G.:  ftleteoroiogiscbe  and  naturbistorische  Anoa- 
len  des  Jahres  1843.  2  Tblr.  12  ggr.  2.  Heft.  gr.  8.  Darinatadt. 
1844.  .        CO  » 

•       .  ,  . 

Annolen  ffttrneteorolog'ie,  ErdmagnetieBne  nnd.ver»  ' 
wAndCe  Gegenatiod,  redigirt  von  Grunert,  Koller,  Kroil^ 
Lamoot,  Plieninger^  i^aetelel,  Stieffei,  beranagegebon 
von  Dr.  J.  Lanont. 

Jahrffttog  1843.  Heft  VI.  München.  1843.  8.  Magneti- 
icbe  Teneiobeobaebtuogeo  in  BloiUnd,  MOoeben,  Prag,  KremaBfinr 
iter  1842.  —  Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  in 
Cracau,  1841  und  1842,  von  Herrn  Professor  Weisse.  —  Metcoro- 
loffiscbe  Beobachtungen,  aogeatelU  an  der  kgl.  Sternwarte  in  Nea- 
pel in  den  Jahren  1841  nndf  1848  TOD  Herrn  Capocci.  Resultate 
der  magnetischen  MeituogeB  loa  Herrn  Kreil  in  Böhmen.  —  Stünd- 
licher Gang;  der  Temperatur  und  des  l^uftdruckeg,  beobachtet  im 
Jahre  1843  an  der  königl.  Sternwarte  bei  München ,  erste  Jahres- 
bälfte.  Meteorologische  BeobacbtongeD  au  Ofen  1842,  von  Uerro 
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Jahrgang  184S.  Hftfl  Tli.  MiyniitiH  gÜfiiDgeii,  Ii— fc* 
achtet  im  magDctiaehea  Obiervatorium  \a  Hiacbeo  wäbreod  4ii 

Jahres  1842.  —  Meteorologische  BeobachtuDgea  nn  der  k.  Stern- 
warte in  Mailand,  aDgeatelTt.  im  Jahre  1842,  mitgetheilt  voo  Uerm 
Capelli.  —  RegeDtneoge  zu  Carlsrnbe.  Von  Herrn  Prof.  StieffeL  — 
Monatliche  ReavIUte  1er  WindriciiCiieff  nmi  Stirke  te  legeaakiirg, 
Wirzbnrg,  Hof,  SchÖntbal,  MergentlieiBi ,  Schussearied ,  Gieagea 
an  der  Brenz,  TuttlingeD,  lasDy,  1841.  —  Tägliche  Beobachtungea 
der  Windrichtung  uod  Stärke  in  Wien,  Salzburg,  Stuttgart,  Bens- 
berg  nnd  Crouberg,  1842.  —  Meteorologische  Beobacbtuogen  in 
Breda  tod  Hern  Wenkebach.  —  Meteorologiacbe  Beoheefctsucea 
in  Grätx,  1842.  I^on 'Herrn  Professor  Dr.  Gind.  Cebersicbt  der 
■leteorologigcben  Beobachtungen  zu  Bodenboch  im  Jahre  1842  voo 
den  k.  Forstmeister  Herrn  Se^dl.  —  Zasammenstellung  der  menat- 
Ueken  Mittel  der  Teaperator  uod  dea  I^uftdruekea  in  Pra«  nad 
Sehiaal  1841,  deaa  itt  Wien,  Salzburg,  Hobenpeissenberg«  umiM 
berg,  Freysiog,  Dillingen,  Mallersdorf,  Burglengenfeld ,  Gonzea- 
hausen,  Ansbach,  Neustadt  a.  d.  A.,  Würzburg',  Hof,  Crooberg, 
Bensberg,  Prag,  Schösal,  Bodenbach,  Gtrecbt,  1M2.  —  Meage  dea 
■eteoriaelieB  Waaaers  1841  In  Lyon,  Pafow,  HokeBpebMBberg, 
MIbcImb»  Reareulnirg,  Ludakerg,  Neustadt  a.  d.  A.,  Iisny,  CSieB- 
gen  an  der  Brenz,  Schussenried,  Scbönthal,  Schössi,  Prag.  — 
Monatliche  Mittel  des  Dunstdrucks  in  Wien,  Schussenried,  Hof, 
Würzburg,  Bissingen,  Giengen  an  der  Brenz,  Ansbach,  Burgiea* 

{;enfeld,  1841.  —  Meteorologische  Beofcochtuigeo  Ib  iMmwk^ 
848,  von  Herrb  ProfeMor  Stufel.  ^ 

Froebel,  Dr.  J.:  Gruudzüge  eines  Systemes  der  ikrystaliologte 
ider  der  Natnrgeschickle  der  moigesianen  Mifldaea.  8i  Zineh 
«Bd  Wielerlhnr.  •  1848^  geh.  21  ggr. 

Geieita,  Or.  H.  B  :  Ceber  die  in  der  Natur  ■ögiicheo  ood 
wirkliek  Torkonendee  KrTttalltyateM.  gr.  Lex. -8.  Mit  8  Utk. 
IVeb.  Oieidee.  1848.  .geli.  8  ggr. 

Hartmann,  Dr.  C:  Grundzüge  der  Geologie  in  allgemein  fass- 
lieheoi  Vorttogo.  Mit  187  (eingedmekleii)  Ahbitdmigen.  gr.  8. 
JLeiiiaig.  18^  geh.  %  Thir.  16  ggr.  -t)  » 

Burmeister,  Dr.  H.:  Geschichte  der  Schöpfung.  Eine  Darstel- 
lung-des  BBtwtckeluogsgangei  der  Erde  und  ihrer  Bewohner,  irr.  8. 
Leipzig.  1843.  geh.  1  TUr,  18^  ggr. 

Bertrand,  Dr.  A.:  Die  Revolutionen  des  Erdballs.  Nach  der 
5ten  verm.  nnd  mit  neuen  Anmerkungen  von  Arago,  Elie  de  Bean* 
BiOBt,  Alex.  Brongniard  a.  A.  bereicbertea  Ausgabe  dea  lireaiiil« 
■eken  Oripnali  fiir  das  BedSrfoiss  deutscher  Leser  frei  bearbeitet 
Ton  Dr.  P.  von  Maack.  Mit  5  Stciodracktafeln.  gr.  8,  &iel.  1844. 
geh.  1  ThIr.  12  ggr. 

Hugi,  F.  J.:  Die  Gletscher  und  die  erratiaeheB  BISeke.  Lbs.-8L 
MotkBTB.  1843.  geh.  1  ThIr.  18  ggr. 

Hopkins,  E.:  On  tho  (Connexion  of  Geology.  with  Terresitial 
MegBeäaa»  4howi«g  tke  geiNnl  PBlBritjr  of  Motter,  tho  aieridioMl 
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Structare  of  Cryitalline  Roeki,  their  Traniitiou,  MoTenenU,  and 
DisloettiM»,  fbcladrag*  the  SedtoieDtonr  'Rodui»  the  Laws  regnla- 
tiBg  tift  Dbtribtttion  of  Metaliiferont  DiMMit%  »od  other  Mantllt 
PkMMMM.  UnäM.  1844.  8.  24  cngratingi.  10  ab.  •  d. 


Vermischte  Schriften. 


Videnskabernes  Selskabt  naturvideoskabelige  og  nathemaUske 
Aftmdliiiger,  X  4w  Had  S8  Tafler.  Copenhageo.  1843.  2  Rbd. 
48  Sk. 

Astronomiach •  meteurologisckea  Jahrbach  für  Prag 
Y«»  K.  Krail.   Dritter  Jahrgang.    1844.   Prag.^  1  Tblr, 

Jumar  der  gewöhDÜcben  astronofbischen  Ephemeriüe  enthält 
di«Mr  Jahrgang  die  drei  folgenden  lesenawerthen  Aufsätze:  Mag> 
aetische  Störungen.  BeMePs  Beitimmung  der ,  Parallaxe  eines  Fix« 
Sterns.  Doppler'«  Erklimng  des  farbigen  Lichts  der  Dappelttaraa 
and  einiger  anderer  Gestirne.  Diete  wahrhaft  populär  gehaltenen 
Aufsätze  sind  in  jeder  Beziehung  geeignet,  richtige  Ansichten  über 
die  behandelten  Gegenstände  auch  in  gröaseren  Kreisen  gebildeter 
LtMr  wn  Yeri»reiUD,  aad  geaigeB  den  BedttffiiiaMB  unA  An&rde* 
«mifeB  der  Zeit*  - 

Jahrbuch  für  1844.  Herausgegeben  von  U.  C.  Schu- 
Bacher;  Bit  Beitrigen  von  Steinlieil,  Moaer  nnd  Arge- 
Undcr.  Stuttgart  und  Tübingen.   1844.  8. 

Diese  Abtiieilung  des  Jahrbuchs  enthält  ausser  den  gewöhnli- 
eben  Tafeln  drei  interessante  Abbandlungen,  Zuerst  ein  Schreiben 
dei  flerrn  Profeiaer  von  Steinliett  in  Mnnchett  an'  den  flerauage- 
her  über  mehrere  von  deaiielbeo  theila  nen  erfnndene«  tbeile  ver> 
besserte  ältere  Instrumente,  welcbe  wir  hier  nur  dem  Namen  nach 
aufführen  können,  die  Leser  des  Archivs  aber  dringend  aufzufordern 
niehtunter  laasen  können,  sich  mit  diesen  jieuen  ginnreichen  i£inrich> 
tungen  bekannt  au  machen.  Die  einzelnen  Rnbriken  sind  folgende: 
Meridiankreis;  Astrogrupb;  Heliotrop  (eine  neue  sehr  einfache Efinrich- 
tung  dieses  bekannten  von  Gauss  erfundenen  Instruments,  auf  welche 
wir  besanilers  die  Geudateo  aufmerksam  machen) ;  Mikrometer;  Bei« 
tiige  «nr  Optik  (der  Verf.  hat  Fmnenhofers  FerorÖbre  lorgfältig 
untersucht  und  ihre  Dimensionen  ermittelt);  Correctionsfernrohr; 
Prismen  kreise;  Photometer;  Technik;  Galvanische  Uhren;  Pyroscop 
(eine  Vorriebtong,  den  Ort  eines  Feuers  in  der  Nacht  mit  Sicher- 
heit sn  tatHnmen,  welche  mhr  einfeeb  ist  nnd  wobl  der  AiifnierlK» 
SMnkeit  der  Behörden  empfohion  an  werden  yerdientf  «Ine  TOn  4ör 
Steinheirschen ,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist,  ganz  verschie- 
dene Binrichtang  zu  gleichem  Zwecke  ist  früher  von  Littrow  in 
einer  hmendem  Sehrin  besebriehen  werden);  Ontiscbe  Probe  (sur 
PriUtattg  dea  Gebnlta  4er  Bienjf  Weingditf rebe  (BriBntweinwMign). 
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^  Hierauf  folgt  Att  «weite  Aufsatx  von  Moser  über  seine  Ent-  . 
deekoDg  des  sogenasBtoi  «MieMsrcn  Lichte.  —  Ib  ifm  iiHtum 

Anfrotxe  ist  ein  Von  um  seit  längerer  Zeit  eifrig  gehegter  Wuosdb 
yon  Herrn  Profp§<!or  Argelander  in  Bonn  auf  eine  ausgezeielinete 
Weise  erfüllt  worden.  Der  Herr  V  erf.  bat  nämlich  in  diesem  ziem- 
lieb  langeo  nod  sehr  deotlich  geadiriebeneD  AnfMl^  Liebbabcrtt 
der  Aitrononie,  wcklie  nicht  !■  Beaits  kostbarer  Inatromente  und 
vieler  mnthemntischer  Kenntnisse  sind,  eine  Anweisung  crtlieilt,  auf 
welche  Himmelserscheinungen  sie  ihr  Angenmerk  vorxüglicb  zu 
richten  und  wie  sie  dieaellieB  n  heoheeliteB  haben,  wenn  sie  dnreb 
ihre  Beobachtungen  der  Wissenschaft  so  viel  als  möglich  nützen 
wollen,  und  betrachtet  nach  einer  allgemeinen  lüinleitung  über  die 
Art  zu  beobachten  überhaupt  nach  und  nach  die  folgenden  iSrschei- 
nungeo  mit  hinreichender  Ausrührlichkeit:  das  Nordliebt,  das  Zo- 
diaealHeht,  die  SternsehBoppen ,  die  DilniMerung,  die  MilehstraieOy 
die  Grösspn  und  Farben  der  Storne,  die  veränderlichen  Sterne. 
Ein  Aufsatz  wie  der  vorliegende  hat  uns  längst  gefehlt,  und  wir 
legen  das  aufmerksame  8tudiam  desselben  LieUliHbern  der  Astrono- 
Uw  dringend  'on*s  Hers.   Denn  wird  ei  boffeotlieb  «neb  femerblo 
nicht,  mehr  Lente  geben,  die,  nur  mit  einem  sehr  massigen  Fern* 
röhre  versehen,  vielleicht  viele  Nächte  damit  verschwenden,  einem 
in  einer  gcwöhplicben  Zeitung  angekündigten  telescepiscbeo  Co-  ■ 
fliften  annnsvchen,  und,  wenn  aie  denielben  gefanden  ea  baboa 
glauben,  dann  doch  nicht  wissen,  ob  sie  an  dem  angeeebeneB  BB» 
gefäliren  Orte  nicht  einen  bloesen  Nebelfleck  gesehen  haben,  weil 
es  ihnen  sowohl  an  allen  Mitteln,  als  auch  an  allen  Kenntnissen 
zu  einer  genauen  Ortsbestimmung  fehlt.    Noch  bedauerlicher  aber 
iat  ce,  wenn  dann  dergleichen  Leute,  wie  aie  Bns  leider  wirktieb 
Torgekonamen  sind,  sich  wohl  gar  für  Astronomen  halten,  indem 
sie  doch  genaue  winkelmessende  Instrumente  kaum  dem  Namen 
nach  kennen ,  und  nur  mit  Mühe  den  pjthagoräischen  Lehrsatz  za 
bewelieB  im  Stande  aind.   Wir  bolfeB  daher  nveraiefatlicb,  daas 
auch  in  dieser  Beziehung  der  treffliehe  Aufsatz  des  Herrn' Profes- 
sor Argelander  sehr  wohlthätig  wirken  und  Fleute  wie  die  vorher 
näher  charakterisirten  veranlassen  werde,  ihre  Thätigkeit  auf  nütz* 
BelMre  Dinge  so  richten  nnd  jene  achwierigem  BeobacbCongen  deo 
oigentKcbeB  Aatronomen  in  fiherlasaen. 

The  Cambridge  mathematical  Journal.  No.  XX.  Fe- 
braarT.  1844.  —  I.  «On  tbe  Lnnar  Tbeory.  ContinBod  froai 
VoL  III.  p.  W.-  —  II.  On  thc  Kqnation  (l>H-#)"y=  X.  —  Hf. 

E?onientary  Demonstration  of  Dupin*s  Theorem.  —  IV.  Note  on  n 
Dcfinite  Multiple  Integral.  —  V.  Note  on  some  Points  in  tbe  Tbeory 
of  Ueat.  —  VI.  On  the  lotensity  of  Light  in  the  Shadow  of  a  rery 
amall  Circular  Disk.  —  Vif.  On  the  Motion  of  the  Centre  of  Gra» 
▼ity  of  Bröken  Bodies.  Bv  W.  Waltt)n.  M.  A.  Trinity  College.  — 
VMI.  On  the  inverse  Cafculus  of  Delinite  Integrals.  By  George 
Boolc.  —  IX.  On  a  New  Speeles  of  Equations  of  Differenccs.  — 
X  Notes  on  Magnetiam.  Bj  R.  L.  BUis,  II.  A.  JFeüoir  ef  TviBiCy 
College.     XI.  AddBBdm  to  Art.  II. 
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Bitte. 


Bei  dem  EncbeiDen  Uieier  Numaer  des  Literarischen  BerichU, 
wtlch»  die  erste  dei  fÜifteB  Tbeile  dee  Arehlfi  iit,  ermche  ick 

die  geehrten  Leser  dieser  Zeitschrift,  mir  etwanige  Wünsclie  we» 
gen  der  Einrichtung  des  Literarischen  Berichts  mitiutbeijen ,  und 
mich  mit  desfallsigen  Rathscbläg-en  wütigst  zu  unterstützen,  indem 
es  mein  eifriffster  Wunsch  ist,  durch  denselben,  so  wie  durch  die 

-  Hmaigabe  mr  ZeiCichrift  ibeitaapt,  dtm  iMtralfoBdea  Pnbliksa 
so  viel  als  möglich  zu  nutxen.   Alle  mir  zu  maelienden  Zusendun- 

«  p^en  werden  auf  dem  We^e  des  Buchhandels  sicher  uod  Mck  itels 
in  möglichst  kurzer  Zeit  in  meine  Bände  gelangen. 

Der  Ber«iegek«r.- 
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liiterarischer  Bericht 


Schriftea  über  Unterri^^itsineUiocle. 


Ueber  Zweck  und  fVletliode  des  mAtbenrntisrlien  Ud- 
terrichts  auf  Ciymnasiea  De  bat  angeknüpftem  Vert>ucbe 
einer  einfacher  begrüodeteii  Auflösung  der  Sectio  au» 
rea  tod  Joseph  Helmea,  Oberlehrer  der  Mathematik  ond 
Physik  nm  Gymnasium  zu  Celle.    Hannover.    1844.  4. 

Dieses  manche  gute  Bemerkung  entlialtendeScIiulprofTrammentbält 
nameutlicb  auch  eine  Würdigung  einer  uuter  dem  28.  Februar  1843 
in  Betreff  des  natbematisehen  OiDterrIchti  erlaasenen  Verfügung  de* 
Churfürstlicb -Hessischen  HiDisteriomi  des  I  nnern  aof  ein  yon  der 
Schul 'Commission  für  (»yninasialaogeleg-enheiten  eingezogenes  Gut- 
achten. Selten  ist  wohl  eine  das  wahre  Wesen  einer  Wissenschaft 
und  deren  Bedeutung  für  den  Schulunterricht  so  durch  und  durch 
Terkenneode  Vererdnunff  erlassen  worden.  Nun  es  gieht  ja  i» 
Churhessen  auf  dessen  Landes  •  Universität  und  Gymnasien  treff» 
liehe  Mathematiker  und  ausgezeichnete,  völlig  mit  dem  Wesen 
der  Alatbcmatik  und  ihrer  Bedeutung  als  Unterrichtsmittel  ver- 
traute 'Lehrer  genug,  welche  die  Wissensehafk  daek  nach  wie 
vor  in  ihrem  laeisle  behandeln  und  vortragen  werden,  wenn  sie 
auch  in  IJcznpr  auf  dm  rmfang  des  Unterrichts  in  materieller  Be- 
ziehung sich    innorhalh   der  vorgeschrichenefi  (iranzcu   zu  bewe- 

fen  genötbigt  sind,  was  man  sich  über  auch  leicht  gefallen  lassen 
ann,  da  bei  dem  •natbemntischcn  Schninnlerrichte  am  Ende  doek 
Alles  auf  die  Methode  und  den  Geist  ankommt,  in  welchem  derselbe 
erlbeilt  wird.  U^-herdies  wird  jn  aiirh ,  wofür  sich  u.  A.  Th.  II. 
S.  212.  des  Archivs  ein  sehr  in  die  Augen  fallender  höchst  erfreu- 
.lieber  Beweis  findet,  in  Churhessen  von  den  höchsten  Personen 
dem  mathematischen  und  physikalischen  ITnterriebte  so  vieliB  Auf- 
merksamkeit und  Theilnahme  geschenkt,  dass  von  der  in  dem  vor- 
liegenden  Programme  gehörie:  gewürdigten  \  erordnung  ein  dauern- 
der nachtheiliger  FJiniluss  aut  das  Gedeihen  d^s  mathematischen 
Ooterridits  auf  den  Cknriieaslscken  Lekranstolten  nkkt  kefilrckCat 
werden  darf. 
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Die  im  Anhange  zu  dieseoi  Progruiae  (S.  97  —  S4.)  ü^CVt 
druckteo  Bemerkungen  über  die  sectio  nurea  siimiqen  im  Gaasea 

mit  dem  Inlialtc  des  im  Archivp  Tlil.  S.  15.  iibgedruckten  Aaf- 
sutzcs  üliert'in.  Damit  es  nun  nicht  scLeine,  als  liaiie  der  Herr 
Verfasser  wissentlich  ein  and  denselben  Gegenstand  an  zwei  ver- 
■cUedenen  Orten  veröffeotliebc,  lo  iit  der  Henittippeber  de«  Arehiva, 
in  dessen  Bänden  der  ei  wälmtc  Auftäts  sich  mindestens  ein  sr^nzes 
Jahr  vor  seinem  Abdrucke  befand,  p^ern  erhötitj,  in  dieser  lleiie- 
liun£r  alle  Schuld,  wenn  übeihttiipi  eiae  daraus  erwachsen  kann.  anC 
sich  zu  nehmen. 

Sind  die  Natu r wiss^nsobnften  ein  Bildnngsmittelf 

Eine  literärische  Streitfrag»*,  der  öffentlichen  Brurihei- 
lung  vorgelegt  von  lir.  Eli-as  Fries,  Professor  au  der 
IJnWersitit  stt  Dpsaln.  Ans  dem  Sebwedisehen  wom  Pro- 
fessor Uornscbncb.  Dresden  und  f^eipzig.  1844.  8.  ^  ggT- 
Allerdings  war  diese  kleine  Schrift  einen  der  ersten  schwedi- 
schen Naturforscher  der  l  ehersetzuiig .  zu  dfren  Herausgabe  der 
Herr  Lebersetzer  durch  Herrn  Uufrath  Keichcnbuch  in  ürcsdeu  be- 
sonders  veranlasst  wurde,  nnd  der  Verpflanzung  auf  deuCseben  Bo- 
den wertb.  Das  Original  findet  sieb  in  der  unter  dem  Titel:  Bo- 
taniskc  utflygtcr.  Kn  satniiititiir  af  dtrödda  tillfallit^ 
hetsskrifter.  Förste  bandet,  t|»sHl.'u  1843»  8.  erschieneoeo 
Sammlung  kleiner  Sekriften  des  flerm  Prot  Elias  Tries.  Mö^ 
der  Inhalt  dieser  Sebrift  isuner  mehr  beherzigt,  und  den  Natorwia- 
senschaften  immer  allQ:emeiner  der  hohe  Rang  als  Bildiingäiaittpl 
des  jucieodlichen  (ieistes  und  Herzens  aD*?ewiesen  werden,  welcher 
denselben  in  jed^r  Beziehuug  so  sehr  gebührt,  wie  nur  derjenige 
gebörig  sn  benrtbeilen  veislebt,  d^  dnrek  eignes  sorgfältiges 
ätndiasi  selbst  bis  sn  einer  gewissen  Tiefe  in  diesen  Zweig  der 
menschlichen  Kenntnisse  eingedrungen  ist.  Andere  snlKen  sich  ein 
lirtheil  nicht  atuuauiisen,  wie  leider  namentlich  nur  zu  oft  von  einer 
gewisseu  Seite  her  geschieht.  Man  kann  nur  mit  Bedauern  anf  sel- 
än  nnt  Unkenntaiss  and  Uawissenkek  knnrorgegangenn  Ortkeik 
bembseben. 


Systeme,  Lelir*  und  Wörterbiicber. 


VersucheinerheuristischenEntwickelungderGrnnd 
lehren  der  reinen. Mathematik  zum  Gebrauche  bei  dem 
Unterriebte  nnf  Gelebrtensebnien  ran  Carl  Onstnr  Wnn- 
der»  Professor  und  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
an  der  R ö n i t  i c  h e n  L a n  d e s s c Ii  u  1  e  St.  Afra  zu  Meissen. 
Zweite  durcliau  s  umgearbeitete  und  um  Vieles  reraekrle 
Ausgabe.    Leqtzig.    1S44.    S.    1  Thir.  15  ggr. 

Dieses  rorzüglicbe,  nüt  gmsser'  Grindlkbkeit  nnd  tweek» 
■issiger  Kirse  verfasste  Schulhueb  erscheint  in  dieser  neuen  Auf> 
lege  in  einer  tielfach  veränderten  GestaU  mit  beträcbtUekea  Vcr- 
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melirongeu.    So  viel  uos  die  erste,  jetzt  gerade  nicht  vor  uns  lie« 

GMle  Attflaire  math  \m  GediehtanM  Mt*  timi  te  dieser  Muen  Amt» 
je  die  Beweise  der  verschiedenen  Sätxe,  ohne  4l«ielbeB  Tollstäo» 
dig'  XU  entwickeln,  mit  allen  nöthigeo  Hinweisungen  auf  frühere 
Sätze  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  was  nur  gebiiUgt  werden 
kaen  ,  de  das  Buch  nun  nehr  die  Gestalt  eines  cigeotliclieo  Com. 
peodiuais  erhalten  bat.  Der  Inhalt  desselheif  erstreckt  sich  aber  die 
gemeine  und  allgemeine  Arithmetik,  die  Klrmente  der  Analysi«,  die 
Algebra  bis  clDschlieüsiich  7.u  den  Gleichungen  des  dritten  b>ades, 
die  unbestimmte  Analytik,  die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie, 
die  Elemente  der  aaaljtlscbea  Geonetrie\  and  die  Kegetsekaitte., 
la  einem  Anhantfe  ist  eiae  Reibe  iweokaMUiig  gawiklier  Oabaags* 
aafgabea  beigegebea. 

Bocca,  Carlo:  Catechismo  di  nateaiBticbie  iMire  ad  uso  degli 
•tadü  geaeraU«  Napali.   1842.  la-S. 


ArithHietik. 


Neun  Abhandlungen  über  eben  so  wichtige  als  inter- 
eisaate  GegenstSade  aas  der  Algebrli  aad  aiedera  Aaa- 

lysis.    Ffir  höhere  l^ehranstalten,  so  wie  sam  Selbstua- 

t errichte.  Von  den  Professoren  I^etehure  de  Fourcj, 
M.  Vinceut,  I..  K.  Ritter.  Slutfirart.  ISil.  8.    1  Thlr.  6  ggr. 

.Standen  nicht  die  Worte:  ,,Kür  liohere  Lehrunstalteu,  so  wie 
Terzüglicb  tan  SelbstiiBterricbte*'  aaf  dem  Titel,  so  köäate  maa 
darcb  dessea  übrige  Fassung  wühl  zu  der  Vermuthuog  verleitet 
werden,  in  dieser  Schrift  etwas  \eues  in  materieller  oder  formeller 
Beziehung  zu  suchen,  worin  man  sich  über  getauscht  finden  würde, 
da  dieselbe  aicbts  als  allgemein  bekannte  Dinge  enthält.  Ihr  Inhalt 
ist  folgender.  Die  Anweadaag  der  quadratischen  Gleich ungea  aoai 
Bestimmen  des  Maximums  und  Minimums  der  Functionen.  Voa 
L.  F.  Ritter.  —  Die  Auflösunof  der  unbestimmten  quadratischen  Glei- 
chnng^en  mit  zwei  Unbekannten.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  combi- 
aatanscbca  Graadoperatiaaea.  Voo  L.  P.  Rirter.  —  Die  Rlesieata 
der  Wabrscbeinlichkeitsreebaung.  Von  L.  F.  Ritter.  —  Die  höbe» 
ren  arithmetischen  urwl  ironmctrisclieo  Reihen.  Von  L.  F.  Ritter. 
Der  8.  108.  gegebene  iiegrilf  der  höliereu  antlimetischen  und  geo- 
metrischen Reiben  ist  ziemlich  unbestimmt;  überhaupt  sieht  man  aus 
dem  gansea  Aa^se  gar  aicbt,  was  der  Verfasser  aaler  böberea 

feometrischen  Reihen  verstanden  wi^isen  will,  in  einem  so  völlig  ^ 
estimmten  Sinne  nämlich,  in  welchem  gewöhnlich  der  Betriff  der 
höheren  arithmetischen  Reiben  tfela»st  wird.  —  Trigonometrische 
Farmela  aad  Reiheo,  welche  ia  der  höberea  .Mathematik  eine  grosse 
Aaweedung  finden.  Von  Lefcburc  de  Foarey»  iu  einer  Note  zu 
dieser  Abbaadlaag  (S.  160.)  sagt  Herr  Ritter:  „Die  Zahl  2»7i88818 
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maebte ' Neper  (geboren  so  MArchlston*)  in  SdrolHand  1980,  sc* 
■torben  1618),  der  Erfinder  der  Lofifaritlimeo,  zur  Basis  seines  Ca- 

garidimensyslems'',  und  nennt  auch  nachlier  immer  Nr|iorscIie  Loira- 
Titliinoii  die  [-.ou^aritlitnon ,  derrn  Biisis  die  obige  Zahl  e  ist.  Das 
ist  i'aiücU.  ückanntiicli  ii»t  sclioo  vor  ziemlicb  langer  Zeit  ein 
Streit  fiber  die  NeperM;ben  Logarithmen  «wischen  Knrstea  mid 
Kästner  geführt  werden,  la  der  zweiten  Sammlung  astronnsii- 
scher  AhharulIunijPti.  I.'öttingen.  177i.  S.  OS.  hat  kastner  die 
Basis  der  Noper'schen  i^ogarithmen,  die  Zahl  namlii  h  «Irren  Neper'- 
scher  Logaritliuius  die  Einheit  ist,  berechnet,  und  für  di'>selh6  den 
Werth  9m909,a0000005  gefunden.  Die  einzig  richtige  Benennan|? 
für  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  Zahl  e  ist,  ist  der  auch  iranz 
gewöhnliche  Xamo  naliirliolie  oder  hyperbolische  l,«)irarif  hmen. 
Wozu  also  eine  neue  und  dazu  falsche  Keneauung^  \  <tn  der  i'uo- 
'vergenz  und  Divergenz  der  Reihen  ist  in  der  vorlie'genden  Abbaad* 
lang  überhaupt  nicht  die  Rede.  Die  trigonomotriäriie  Auflösung 
der  binemischen  (äleicliungen  von  jedem  (iraiie.  Von  Let«-I)urc  de 
Fourcv.  —  Die  triir<»norni'rrische  Auflösung  der  allgemeinen  (ilei- 
c|iuugcu  des  dritten  («rades.  V  on  l^ef^bure  de  Fourcy.  —  Von  der 
BerechnttDg  des  Fehlers,  welcher  aus  der  Anwendung  der  Prap«r- 
tion  entspringt,  die  der  Gebraaeh  der  Logarithmentafeln  vorschreibt. 
Von  M.  Vincent.  —  Uehrigens  ist  die  Darstellungsweisc  in  dieser 
Schhft  deutlich,  und  dieselbe' kann  denjenigen  Anfängern,  welche 
über  die  ganz  gewöhnlichen  Etemeote  der  Algebra  hioaosgebe« 
wollen,  immerhin  empfohlen  werden,  welches  wahrscheinlich  anch 
der  Zweck  ist,  den  der  Verfasser  durch  dieselbe  zu  erreichen  beab- 
sichtigte, da  ein  andcn'r  nicht  wohl  denkbar  ist.  Für  Lehrer  ent- 
hält sie,  wie  scbuu  bemerkt  worden  ist,  in  keiner  Beziehang  etwa« 
Neues. 

Leicfite  und  sicbere  Methode  s&mmtliche  Worseln 
einer  höhern  numerisclten  Gleichung  aufzusuchen  und 
7.  n    berechnen.     Für   Schüler   und   praktische  Recboer» 

Von  ii.  A.  Jahn.    Leipzig.  >  ISiV    8.    12  ggr.' 

Laut  der  ü^inleitung  hat  der  Verfasser  durcJi  dieses  eine  ziem- 
liche Anzahl  vollständig  ausgeführter  Beispiele  enthaltende  Schrift, 
clieu  vorzüglich  prnktisclieo  Rechnern  zo  nützen  gesucht,  und  »ick 
daher  in  demselben  weniger  auf  Demotistratlonen  als  auf  Rech- 
nuugsregclu  eingelassen,  ülicrhauiit  so.wenijg  uU  möglich  Vurkesnt- 
iiisse  vorauszusetzen  gestrebt,  schillern  der  Algelira,  wenn  der 
Verfasser  darunter  Schüler  auf  wissenschaftlichen  Leliranslnlien  ver» 
stellt,  möchten  wir  aber  tlocli  «lic  Beweise  nicht  zu  erlassen  gcarigt 
sein.  Denn  eine  wahre  Kinsiclit  in  das  ^Vescn  einer  Methode,  wel- 
che doch  auf  höheren  Lehran^italien  zunächst  und  vorzugsweise  der 
Zwe^k  alles  Unterrichts  sein  muss,  wird  nur  durch  völlig  strenge 
Beweise  aller  aufgestellten  Sätze  erreicht, 

Colciiso  J.  W.:  The  Elements  of  Algebra,  desi|;ned  for  tta 
iise  of  Schoois.    'Uli  edilion,  revised  and  eorrectod.   i2mo.  Caan 

bridge.    IS'il.    clulh.    i  sh.  6  ds. 

Bonnycastle^s  Introducilon  lo  Algebra.  12fh  edition,  corrected 
and  iupruvcd  by  Mayoard.  ,  London.  1844.  12mo.  4  sb.  boards. 
A  Key  lo  tbe  saae.   12aio.  4  sfo.  6  ds. 


*)  MerchiKCen. 
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Botiiiyrastle^ä  Trciitiäo  oii  AlgeW«.  2il  editiau.  2  voU.  Svo*. 
Luudou.    1814.    1  L.  5  sb.  ü  U«. 

Nicliolson  and  Rdwliotliarn ,  l'ructical  System  of  Alc:ebrn,  de- 

Gigiied  for  Hie  use  of  Scliüols  aiid  Private  Studeuts.  5lli  editioo^ 

curefully  exuiuitied.    l'lmtt.    Luuduu.    18 ii.    boardü.  5  ab. 


Toffttii:  eleneoti  <li  algebr».   Venedig.  2, 


•  1 


^  Twenne  Grader  Algebra  i  eammandrag  af  G,  R.  Weidenbielai, 
Loireot,  Lärare  wid  Militärskolan  i  Jönkopinff.  JÖnkttuipiTi  J.  P. 
Luadströnii  103  aid.  8to.  b.  28  sk. 

W.  Croll  (Ondenrjz«r  aan  bet  Voorbereidings-Inltitot  (e  Me- 

dpmblik):  Alfj;ebraiiebe  toppnssinp^en  op  de  beginselen  der  stelkuast 
ran  S.  F.  f.iirroix,  van  §  I  tot  ^J-  200.  Eerste  dcel.  gr.  8vo,  Te*» 
Graveuhuge  eii  te  Auisterdaui,  bij  Gebr.  van  Cleef.  f.  1)00. 

Der'zwcite,  die  erste  Abtlieilutj^  der  Integralrechnung'  entildr 
ieiidi'  'riu'il  der  in  So.  II.  S.  'JS.  des  Literarischen  IJerichts  ange- 
zeigten tretiliclieu  I.e^uns  de  caUul  ditt'crentiel  et  de  cui- 
cnl  integral,  redigi'cs  principulement  d'apr^a  lea  m^- 
tbodea  de  M*  A.  F.  Cancbj,  cit  ^teudiies  aux  trav.aux  Ics 
plus  r^cens  des  gdonbtrea  par  JA,  l'Abb^  Moigno.  10  fr* 
ist  nun  erachieneo. 

« 

Connel,  J.:  Tbe  Elemeots  of  DilTerential  and  Integral  Culculusj' 
wtth  iNuinerous  Kxainpies  and  Familiär  lllustraliunü.  Desigued  for 
ibe  Ose  uf  5cbuuls  aud  Private  ^»tudeuts.  London.  1844.  8vo. 
dotb,  9  ab. 

Ramus,  C:  Differential- og  laftegral-ftegniDg.  4.  Copenbagen. 
5  Ebd.  32  ab. 

Thcorcran  Taylorianum.  Disscrtatio  inauguralis 
Rintheniatica,  quam  etc.  aucturitatc  et  couscusu  umplis- 
simi  Philo  sup  burum  urdiuis  in  Literarum  U  nivcrsilute 
Jenenai  ad  magiateril'  dignitatem  rite  impetrandam 
pnhiice  defendet  auctor  Oakar  Scblömilcb.  Jena«. 
MÜCC'CWWh.  i. 

Uichc  l)i»tsertatiüu  eines  jüngeren  ülatkematikerSf  der  sein  T»* 
Icnt  aeboB  darcb  aiebrere  anagaaeiebnete  Arbaitßo  bewftbrt  bat,  und 
von  dem  die  Wissenschaft  nocb  mancbe  acböne  Frucht  zu  erwarten 
berechtigt  ist,  betritlt  zwar  einen  bekannten,  aber  ftir  die  neuere 
strengere  und  gründlichere  Behandlung  der  DiÜerenliulrechnnng 
böebat  wichtigen  Gegeoataad.^  Aaeb  ist  der  tob  dein  Verfoaaer  für 
des  Tayloraebea  Matz  gegebene  Beweis  von  dem  vob  Gaaeby  ge« 
gebenen  Beweise  nicht  wesentlich  vrrscliieden,  und  kann  dies  auch 
eisentiich  nicht  sein,  weil  es  nach  unserer  lleberzeuguog  schwer- 

TOB»  den  dttpeb  Gancbj  in  Anwendung  gebracbten  verschiedene 
PBadamente  geben  dürfte,  auf  denen  sich  das  Taylur\schc  'llieo* 
rem,  ohne  über  die  natürlichen  Granzeti  der  niÜVronlialrechnting 
hinaus  liegende  Sätze  in  Anwendung  zu  bringen,  mit  gleicher 
cherheit  aulTübren  Hesse.  Dessenungeachtet  Hcheint  una  diese  Ab- 
ba^dloog  in  Behrfacber  BesiobaDg  verdieoatlicb  tu  laiBi  uad  iwar 
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«.  A.  deslialb,  weil  der  Verfasser  den  Beweia  onCer  einer 
tischen  Form  als  dies  von  Cauchy,  dessen  Beweis  eigentlich  eine  ganz 
syntLetiscbe  Form  liat,  geschehen  ist,  darsrestellt  bat,  was  gans  der 
Natur  der  Wissenscbaft  gemäss  Ut.  1b*8  Eineeloe  kBenea  wir  kicr 
nicht  weiter  eingehen,  empfehlen  aber  die  Abhandlung  allen  deaCB« 
welche  sieb  für  die  neueren  so  wicbti^en  Fortschritte  der  Wissen- 
schuft intercüsircn.  Üass  übrigens  der  \  erlasser  gerude  diesen 
Satz  zum  (Gegenstände  einer  Uabilitationsscbrift  wählte,  kann  nur 
vollkonmen  gebilligt  werden,  weil  er  dadurch  an  beaten  seiges 
konnte,  in  welchem  Geiste  er  einen  der  widktigalen  Tbeile  der  .Ma- 
thematik bei  seinen  Vorträgen  zu  behundcin  gesonnen  sei;  und  dass 
auf  diese  Weise  die  I  nivcrsität  Jena  einen  mit  den  Fortscbritten,  wel- 
che in  Bezujg;  auf  wahrhaft  strenge  und  gründliche  Bebandluag  die 
Wissenaehan  in  neuerer  Zeit  gemacht  hat,  ao  voUkoBaieB  vertra«- 
ten  Lehrer  wie  den  Verfasser  gewinnt:  ilaan  können  wir  dcmnlbea 
aar  in  jeder  fieziehnng  Glück  wünschen. 

Santini,  G.:  Tavole  dei  logaritmi  dei  numeri  natnrali  dall*  1 
sino  al  lOlOOO  e  dei  lop^aritmi  dei  seni,  cnscni,  tariLrt'iiti  e  co- 
taogcnti  di  minuto  iu  uiinulü  coi  principali  gradi  di  10  in  10  se- 
condi,  precedute  da  un  trattato  clemeotorc  di  trigouometria  pian« 
e  aferiea.  Edisione  aeconda,  augmentata  delle  tarole  logaritmicbe 
per  la  somma  e  per  In  diiferenaa  dei  cel.  Ganaa.  Padua.  Im^  6**  L. 

Cbrbtitoa,  J.:  Matbeaiatieal  Tkblea,  conalativg  of  tbe  L«g»- 
rithms  of  NuaiberB,  LogarilbDs  of  Sioes,  Tanffents  and  Seennta, 

Natural  Sines,  and  varions  otber  Tables,  useftil  in  Busioess.  nnd 
in  Practica!  (ieoiiietry,  togcther  vrith  Tablcs  of  fnterest,  Probabili- 
ties  of  Life,  and  Anuuities.  —  Carefully  revised  and  corrected  bj 
John  Cbriatiaon,  Matheaüaticinn.  8fO.  Edinburgh.  1844.  dolh. 
4  ah.  0  da. 

In  No.  SOS.  der  aatreneaiiacben  Nachrichten  bat  Herr  Tb. 
Clausen  zu  Dorpat  den  folgenden  Satz  ohne  Beweis  mitgetbeilt: 
Alle  Comhiuationen  von  ganaeu' Zahlen,  deren  Sname  •  lat, 

seien 

«H-«'-l-a"-|-.... 
o.  a.  w. 

nnd  die  Anzahl  der  gleichen      a\  a'\  ....  seien  X,  X',  X"  ;  der 

gleichen  /f,  /S", . . . .  seien  /*, /i*", . . . .  j  der  gieicben/. . ... 
•eleu    y',  1^ . . . ao  iat 


1 

1 

1 

0  •      .  k"  .  •  . 

*  1   '»   2         11  •  •  ' 

1 

1 

1 

1 

•  ff  .  ß      m  t  t 

1.2.  J... 

1 

1 

1 

1 

-f-  U.  8.  w.  =  L 


« 
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7=7,  7  =  J-t-2-f-2, 

6+1,  3  +  2-i-l-M, 

5  +  2,  3-4-14-H-l  +  l, 

5  +  1  +  1.  2  +  2  +  2+1, 

4  +  a»  2+2  +  1  +  1  +  1, 

4+2+1,  2+1  +  1  +  1  +  1  +  1,  . 

.  4+1  +  1  +  1,       1+1  +  1  +  1  +  l  +  l  +  ls 

t+a-i-i? 

±+4  +  _L+±  J- +  -i_  H-_L -i.-^  — — 

^  J.«  *  1.2  ^».2.2'  1.2  •  1,2  ^  8  1.2.3.4 

.11       ,1       1         1       .1  1 


2.2.2  *  1.2.3  ^  2.2  •1.2  *  1.2.3  ^    2  '  1.2.3.4.:> 
1 


t. 2. S. 4. 5. 0.7 


Id  N».  485.  derselben  Zeitschrift  Iiot  Herr  CUnien  folg«ndM 
Tbeorem  ebenfalls  oboe  Beweis  mitgetbeilt: 
Die  Somne  der  Reibe 

1      *    ,  (w— l)(i»~2)      (it-2)(ft-3)(n-4)  .  ' 
*""T"^  27$""  2.3.4  'T  

bis  «ia  Glied  tertehwiidet,  ist 

»        2      0  0  ^ 


^+i' JT+I»     •^ü+i« ü+j» 

jemcUeB  •  IbeiieboBgnreiie  yob  der  Fem 

6v,  6fr+|,  2,  3,  4,  5 

ist. 


Geometrie. 


Rump,  Fr.  H.,  OberleLrer  am  Königl.  GymoaBium  iu  Coesfeld; 
Lebrbuch  der  ebeocn  Geometrie,  zunäcbst  für  Gymnasien.  1.  Bd.; 
eatb.  das  System  (zum  Gebrauche  für  Scbüier).  gr.  8.  mit  5  Fi- 
«MMilafilib  CMMd.  1M4.  16sgr. 
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Breltner,  Prof.  Dr.  H.  A. :  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gyn- 
Bssieo,  Realichalefi  uod  höhere  BUrgprschulen.  Mit  7  SCeiotofelo. 
3te  Anfl.  gr.  8.  BresUo.  1844.   1  l'hlr.  4  ggr. 

Holzapfel:  Gruodlehren  der  CkmeDlar  -  Geometrie.  3te  Aofl. 
CoBttsDB.   1843.  8  ggr. 

'  Sonneoburg,  0.  A.:  Leitfaden  der  gesammteo  Klemeutar- Geo- 
metrie tür  höherh  ScholuDterriebt  bearbeitet.  Mit  5  FigoreDtafeln«- 
gr.  8.  Bremea.   l\  Tbir. 

Viocent,  A.  J*  H.:  Ai)r^g^  du  cours  de  geometrie  reüig'^  cod- 
jointemei^  par  Peatear  et  per  M.  BonrdoD;  Oavrage  adopt^  par 
ranivertit^  lo-8.  Paris.  1844.  4  fr.  50  c. 

Mahistre,  A.:  Lea  Analogies  de  la  geometrie  elemcotaire,  ou 
U  GiamM»  ^Imm  Pespaee,  ranen^e  b  la  udomMe  plaae.  Deuxi^Me 
Edition.  lo-8.  de  5  pl.  Cbartrea  et  Paria.  1844.  5  fr. 

Lafremoire,  H.  Cb.  de:  Traitc  cleincataire  de  geometrie  de- 
acriptive,  reofermcet  la  partie  exigee  poar  PadmiBsioo  aux  ^colea 
Polytechnique,  militaire,  iiavale  et  furesticrc  etc.  Tome  L  ia-8. 
Toäe  II.  Ib-8.   Avec  15  planchea.   Paris.   1844.   5  i'r. 

Wiebmano,  M.  L.  G.t  Proprietates  maxime  ioiignea  peotafrooi 
spbaerici  enjus  singulae  quinqae  diagnnalps  quadrn»ti  aequales  ejusnae 
|iro^eciioDum  in  planum  tum  centralis  tttlu  atereograpbicae.  (Mit 
1  l*igurcutafel.)    Güttingen.    \  Thir. 

Ein  neuer  Lehrsatz  der  Stereometrie,  iiine  Beilnsfe 
zu  allen  stereometrisclieu  Lehrbüchern.  \  on  Karl  Koppe, 
Oberleb'rer  aai-Gymoasiaai  saSoeet.  Eiseo.  1843.  8.  Oggr. 

Diese  kleine  Schrift  liefert  einen  elementaren  Beweis  des  scboo 

frülier  von  dem  Verfasser  mit  Hülfe  <ler  Ititegralrechnung  pfefunde- 
ueo^  und  in  Crelle^s  Journal  Bd.  Will,  lieft  3.  mitgetbeilteo 
Satzes  über  eine  gewisse  Art  vao  KSrpern,  die  der  Verfiissar  aacli 
dem  Vorschlage  des  Herra  Gebeimeo  Oberfioansratbs  Beath  la 

Berlin  jetzt  Obelisken  genannt  hat.  Kin  anderer  elementarer 
Beweis  dieses  Satzes  von  Steiner  iiiidet  sich  in  Crclle's  Jour- 
nale  Bd.  AXill.  H.  3.,  dürfte  sich  über  seiner  Sitliarfsiinnigkeit 
UDgeacblet  allerdings  für  den  Klemcntaruuterricht  nicht  so  eigoca 
wie  der  iti  der  vorlie:;eruleii  Srlirift  i^i'uebeue  liewcii.  Wir  empfeh- 
len daher  diese  kleiue  Schritt  «len  Lclirern  der  .Mathematik,  da'wir 
der  Meinung  sind,  da»s  der  Suti  in  den  ätureuuii'tn.scheu  LIemen« 
taruuterriebt  aufgenommeo  zu  werden  verdient,  la  eiaem  Aobange 
ist  noch  iib'^r  die  Ausmessuog  der  Fässer  auf  elementarem  Wege 
gehandelt.  Hii  hoi  «lenkt  sich  der  Verfai^er  ein  Fass  als  einen  'l'lieil 
eines  durch  Lniürehunx  einer  l^llipse  uiu  ihre  ilauptuxe  cntslaude- 
aeo  Spbiroids,  absvscbniiten  durch  zwei  auf  der  Axe  sealtrecbte 
und  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  entfernle  Fheuen.  Die  voo  dem 
Verfasser  gefundene  Regel  i^^  ilirt'ni  Ati-idru(  kc  iia<  Ii  mit  der  nach 
Lambert  benannten  Fassregel  einerlei.  \ur  aber  raiistteu  wir  hc- 
merken ,  dass  dieser  lelztereo  Kegel  eine  ganz  andere  Eotstebong 
der  Pisser  zum  Grunde  liegt.  als.d{e  vom  Verfasser  aageaaBimene, 
iadem  aach  Lambert  eia  Fass  aaf  folgende  Art  erzeugt  wird. 


«  « 
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AB  Ml  ein  aus  dem  Mittclpankte  C  mit  dem  Halbmesser  ^6'= /7C 
iMsebricbeMr  Knubogen,  md  €W  sei  der  naeb  dem  lilitto)|MiDkte 
Jf  dieaes  KrMlbogens  gezogene  Halbmesser  desatlban.  Brriehtal 

van  nun  In  einem  beliebigen  Punkte  diciies  Halbmessers  eine  senk- 
recbte  Linie  DEy  fällt  auf  dieselbe  vun  den  Endpunkten  A  und 
daa  Bogens  AB  dia  Perpendikel  AD-  und  BE^  and  denkt  neli  di« 
Fig^r  AB  DE  um  die  Linie  DE  wie  um  eine  feste  Axe  berumga- 
dreiit,  8o  Ktellt  der  auf  diese  Weise  entstandene  Körper  ein  Fass 
dar.  Für  solche  Fässer  ist  die  Lambert'sche  Regel,  die  bekanntlich 
bei  der  Berechnung  des  Inhalts  diaiar  Gafasaa  bei  Weitem  am  häu- 
figsten gebraucht  wird,  schwerer  «■  bawaisan.  Dasa  dar  van'daai 
^eifnsser  für  seine  Regel  bei  der  von  ihm  angenommenen  Knt- 
stebungsnrt  der  Fasser  gegebene  Beweis  so  leicht  und  einfach  aus- 
fallen konnte,  ist  nicht  zu  verwundern,,  weil,  wie  aus  der  elemen- 
taran  Labra  von  den  Kagalscbnitteii  bekannt  ist,  dia  Poraal  für  das 
cubiscben  Inhalt  eines  elliptischen  Sphäroids  ohne  alle  Seliwierig- 
keit  gefunden  werden  kann.  Immerbin  wird  aber  auch  die  von  dem 
Verfasser  gegebene  Fassregel  bei'm  mathematischen  blemeoiarun- 
tarriehta  cweckmilasig  banutatwardan  ktfnnaa,  und  awar  am  so  mabr 
und  mit  desto  grösserem  Nutzen,  weil  diaaalba  mit  der  vielgebraucb« 
ten  Lambert*schen  Hegel  einerlei  ist,  wenn  auch  letztere  allcrdinga 
eine  andere  Eotstebungsart  der  Fässer  voraussetzt,  was  nie  uoba» 
•eblat  bleiben  darf.  .Üabrigens  aber  wird  «an  ancb  dar  Natur  dar 
Baabe  nach  über  dia  aigentlicba  Entstabnngsart  dieser  Gefässe  nie 
ganz  auf's  Reine  kommen  können,  und  jede  Fassregel  notbwandif  , 
auf  einer  willkübrlickeu  \  oraussetzuag  beruhen  mttasan. 

O'Brien,  M.:  Treatise  on  Plane  CSoordinala  Geometrj;  or,  the 

Application  uf  the  I\letbod  of  Coordinntes  to  the  ^olutiou  i»f  Pro- 
blems in  Pl.mc  Geometrj.  Part,  I.  8.  London.  1844.  Plates, 
buurüä.    U  t>b.  * 

Grundzüge  der  Theorie  der  Kegel  schnitte  auf  rein 
elemeutare  uetrachtuitgen  gegründet  v»u  A.  Jucubi, 
Liautaoaot  in  dar  Preaaaiacben  6.  Artillaria-Briguda. 
Breslau.   18 ii.  8«  6  ggr 

In  dieser  kleinen  eniplVIiIonswerthen ,  übrigens  zum  Tlieil  nur 
Andeulungeu  enlbalteodeu  i^cbriit,  bind  die  llaupteigeu.-ciiafieu  der 
Kegelschnitte  im  8iana  der  neueren  Geometrie  entwickelt. 

'Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  höheren  Klassen 
dar  Gynnaaien  u.  a.  w.  von  Dr.  J.  CISts.  Brater  TbaiL 

Die  Elemente  der  Kegciscbnitre.  Leipzig.  1844.  8.  12ggry 
Die  Lehre  von  den  KegeUclmitten  i.st  in  dieser  Schrift  nach 
der  gewolinliciien  gemischten  nlgeiiruiscb  -  geometrischen  Methode 
abgehandelt.  Hin  und  wieder  hätte  der  Herr  Verfasser  wobl  auf 
die  Hnellen  varwaisen  kÖanen,  aas  denen  er  allem  Anscheine  nach 
genchnpft  bat.  Indess  kommt  darauf  bei  einem  Klementarbucbe 
nichts  an,  und  es  soll  daher  liiedurch  keineswegs  ein  Tadel  der. 
hchrift  an  sieb  ausgesprochen  seiii. 

Anhanp  zu  dem  Klenientar  - Lehrbuch  der  dynamischen 
Wissenschaften  von  A.  Brix.  liintbalteud  eiue  Zusammeu- 
atallnng  der  wiehtigaten  Tbeorien  ana  der  niedern  Ann- 
Ijsia,  Corveolebre  nnd  Btereometrie. 
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DS«M  neue  Auflage  des  Anhangs  su  des  Herrn  Verfassers  ia 
vtalea  Bexiehongen  ansgeteiehnttoa  «•mevtar-Lehrbucbe  der  Sto» 
tlk  fetter  Körper,  dessen  erste  Anlage  1831  ersehieaea  ist,  iat  Irfr» 

her  gedruckt  worden  uis  die  neue  Auflage  der  Statik  selbst,  mmä 
wohl  noch  oicht  in  den  Buchhandel  gekommeD.  Der  Herr  Verfas- 
ser bat  aber  diesen  Anhang  dem  HerausgebeT  des  Archivs  Tonüg« 
lieb  alle  folgeudea  Gnrade  aeben  Jelit  mCiilheilen  4n  Git«  gc* 
bebt 

In  ^.  49.  und  f.  50.  sind  nämlich  die  nachstehendes  ileai  Ve^ 
fasser  eifi^entbümlichen  Sätze  von  der  Ellipse  bewiesen. 

Die  äerührongslinien,  welche  durch  die  Endpunkte  sweier  coa- 
jngirter  Dafebeiesser  cieer  KIlipae  aa  dieaelbe  gesegee  «er^ea 
können,  nennt  der  Herr  Verfasser  der  Kürze  wegen  conjugirte 
Tangenten,  eod  bewaiat  denn  ennlkbat  den  felganden  iotei 
santen  Satz: 

Die  Dnrebaebnittipnekte  etler  ceajugirteo  Tangenten  ei^er 
Kpse  liegen  in  dcai  Umfange  einer  nut  dereelben  co 
Ellipse,  deren  Achsen  die  Diafi^onalen  von  den  (Quadraten  aus  den 
Achsen  der  ersten  fiUipae  Bind;  waraua  sich  ferser  die  folgenden 
Zusätze  ergebea: 

1.  Die  oieb  ^genieitir  begränaenden  Tengenten  4er  inaara 
Bllfpse  sind  filr  die  üasaere  uBpae  conjugirte  Sehnen. 

2.  Das  von  diesen  Sehnen  gebildete  Parallelograaioi  hat  einen 
fftr  alle  Lagen  desselben  unveränderlichen  Inhalt,  welcher  gleicb 
dem  Recbteote  ans  den  beiden  Axeo  der  innern  Ellipse  ist 

3.  Verlängert  man  die  eenjngirten  Durchmesser  der  innaffn 
Ellipse  bis  an  den  Umfang  der  äussern ,  so  bilden  sie  für  letztere 
ebenfalls  conjugirte  Durchmesser,  deren  Längen  nnn  findet»  wenn 
man  die  der  iunem  Ellipse  mit  multi|>licirt 

Weafen  dieaer  Tenebiedenen  Annlegicn  feannC  Herr  Bris  din 
äussere  Ellipse  die  conjugirte  der  innern,  nnd  beweiat  dann  im 
&0.  noch  den  folgenden  Satz: 

Der  Inhalt  der  äusseren  oder  conjugirten  Ellipae  ist  imoier  dop- 
pelt so  ffruss  wie  der  der  ionern  Ellipse* 

WeU  nnn  in  des  !■  4ten  Hefte  den  4ten  Tbeilt  den  Arebira 
nbgedmckten  Aufsatxe  des  Herrn  L.  Mossbrugger  zu  Aaraa 
nahe  verwandte  Gesetze  vorkommen,  so  hat  Herr  Brix  schon  unter 
dem  lOten  April  d.  J.  gerade  um  die  Zeit,  wo  das  erwähnte  Heft 
des  Archivs  ausgegeben  werden  war,  den  Herenigeber  dea  Arebiva 
aufgefordert,  daa  obige  Verbiltniss  aufzuklären,  nnd  namentlieb 
auch  zu  bemerken,  dass  die  neue  Auflage  des  Anhaniü^s  zu  der  Stn« 
tik  schon  vor  8  Monaten  gedruckt  worden  ist,  um  »ich  bei  dem 
apäteren  Erscheinen  der  neuen  Auflage  seines  Buchs  im  Buchhan- 
del in  kainer  Wciee  dein  Vorwaife  nntsnaeteen,  Herrn  Moan- 
bruggers  Arbeit  mit  Stillschweigen  Ibergaugen  zu  haben.  Daoa 
sich  der  Herausgeber  dieser  Pflicht  gegen  Herrn  Brix  durch  das 
Obige  sehr  gern  und  bereitwilligst  entledigt  hat,  brancht  deraelbc 
Wehl  nicht  erst  noch  besonders  zu  versichern. 
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Pniktbiche  Geometrie. 


L«lrline1i  ciBer  ■t««alIctbo4edesF«ldBestetti.  V»o 

E.  Selbott    Berlin.    1844.    1  Thlr.  S  giirr. 

Diese  neue  Metkode  des  Fciilniessens  kommt,  um  sie  uur  gans 
in  der  Kürze  eiDigermaassen  zu  cliarakterisiren,  darauf  liiuaus,  dass 
mittelst  eines  eignen  in  der  Schrift  bescbriebenen  Instrument«  uu- 
Mitteibar  die  Verhältnisse  der  Seiten  rechtwinkliger  Dreiecke  sii 
einander  bestiaimt,  und  dann  diese  Data  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Grössen  benutzt  werden.  Ausser  der  Beschreibung  der  Ein- 
ricbtunar  und  des  Gebrauchs  des  Instrumeuts  ist  der  ganze  übrige 
iDhalt  der  Schrift  —  derea  Freie,  heiläußg  gesagt,  im  VerhältDist 
,  ihrem  Ümfaoge  und  Inhalte  unverantwortlich  hoch  ist  <—  Ar 
einen  Jeden,  wer  mit  den  Elementen  der  Mathematik  bekannt  ist, 
—  und  diese  Kenntnisse  sollte  man  doch  wohl  billig  von  jedem  Feld- 
messer verlangen  —  völlig  unnütz.  Data  übrigens  diese  neu^  Mes- 
anngimethode  Beiftdl  finden  werde«  mBasen  wir  in  jeder  ^iebnng 
sehr  bezweifeln.  Auch  hätte  der  Verfasser  theoretische  Untersu- 
chungen über  den  Grad  der  von  derselben  gewährten  GcMuigkeit 
aiutellen  sollen,  was  gaos  anteilaasen  worden  ist. 

Bonnycastle,  J.:  An  Introduction  to  Hentiiratlon  and  Practical 
Geometry  >  with  Notes  cootaining  the  reason  of  every  rule.  — 
19tb  edit.  corrected  and  improved  bjr  S.  Maynard.  12mo.  London. 
1844.   4  sb.  6  d. 

A  Kej  t9  the  asnw.  12mo.  4  sh. 


Mechanik. 


Hart«  A.  8.:  An  EleBeiitanr  Treatiae  oi  Hechaoiea.  Dablia^ 
1844.  ^  ah. 

Stankart,  J.  F.:  leta  Over  bet  grondbegiosel  der  virtuele  snel- 
hedea,  toegepaat  op  de  hcwegiog  der  wij^bruggen,  voorgedragen  im 
de  WeteDadMpfielijKe  wiDtervergaderingen  van  het  wisknndif  ge-  . 

nootschap:  „Ken  onvermoeide  arheid  komt  alles  te  boven,  den 
13den  .Maart  1843.  gr.  8vo.  Te  Amsterdam,  bij  Wegtingh  en  fan 
der  Baart.      1,  80. 

Manuale  pratico  di  idrodinamica.  Con  an  appendice  contenente 
il  tes(ü  di  aicune  leggi  relative  alle  acque.  Ad  uso  degii  iugegneri 
ed  affenti  di  campana.  Di  F.  Colombani.  Milano.  1842.  In -8.; 
tabella  •  atnmpn  e  tnrole  InCnfliate  in  Ibglio.  6u 

Ueber  den  Anhang  zu  Brir  Elementarlebrhuche  der  dj* 
namiscben  Wissenschaften  s.  m.  Geometrie. 


Digitized  by  Google 


SM 

l'ruktiscke  DIeckauik. 


Eleinciiturc  ISerccIiiiung  dea  Widerätundcs  priHoiaii« 
tcb«r  KSrper  gegen  Bieguog.  Von  Herrn  Brix.  Ans  de» 
VcrliaDdlnngen  des  Vereioi  cur  BefSrderuDr  des  Ge- 
wcrbfleistes  inPrevssen  besonders  nbredrHckt.  Berlin. 
1844.  4. 

Id  dieser  besonders  nileo  den  Lehrern,  denen  eine  elementare, 
die  höhere  Analysis  uiclit  in  Anspruch  nebsiende  Behandlung  der 

meclianiscLen  Wisspnscliaften  bei  iliron  Vnrtr.ii^on  obliegt,  zu  em- 
pfehlenden Schrift  hat  der  Verfasser  den  auf  dem  'l'ilel  genannten 
wichtigen  (iegcustaud  der  |iruktiscbeD  Mechanik  auf  gauz  elemeo- 
'taren  Wege  behandelt,  nnd  iat  dabei,  wie  dies  immer  zn  gescbchev 
pflegt,  wenn  man  bei  der  Behandlung  eines  Gegenstandes  einen 
neuen  Weg  einschlägt,  »uih  auf  manche  neue  Sätze  i^fHihrt  wor» 
drn,  in  welcher  Beziehung  wir  den  Leser  u.  A.  auf  die  in  4. 
und  §.  5.  aulgestellten  all^emeiueu  Gesetze  hinweisen,  durch 
welche  die  elementare  und  einfache  Darstellnn|r  des  fraglieben  Ge- 

fenstandcs  in  dem  Umfiinge.  in  irelcbem  der  Verfasser  dieselbe  in 
leser  Schrift  durcligeführt  hat,  vorzü{j;li<  Ii  möglich  ufemarht  und 
bedingt  wurde.  Daher  ist  die  Wissenschaft  auch  iu  luuterteller  Be- 
Ziehung  in  diestr  beaebtungswerCheo  Schrift  keiueswegs  gans  leer 
ausgegangen. . 

Dcmme,  Andr.  Valent.:  Der  praktische  Maschinenb  <uer.  lÜte 
Liefer.  8.  Mit  20  Tafeln  AbliiiduDgcn.  Uuedliuburg.  1844.  2Thlr. 
12  ggr. 


Optik. 


Hunt,  researchei  nn  light:  nri  exaininntiim  uf  all  the  pheno» 
mena  connected  with  Ihe  chemical  and  mulccular  cliunges  urodu- 
eed  by  the  influenee  ef  tha  solar  rays,  embracitfir  all  tbe  knoira 
phutogruphic  proccsses,  and  new  discoreries  in  tbe  art.  Londaa, 
1844.  10  sh.  6  d.  • 


Astronomie. 


Stern,  Moriz  A.:  Himmelskunde ,  . Volksfasslich  bearbeitet. 
I.  Bdcbn.   8.   Karlsrnhe.   1844.  9  ggr. 
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Poppe,  Dr.  J.  H.  M.:  Die  Erd-  und  Himmelskunde,  im  Lichte 
der  neueBten  Zeit.  Eine  gedrängte  populär«  Jteratelloag  der  Mtro- 
nomischeo  Wissenschaften  für  Leser  ans  allen  Ständen.  Mit  13  AV- 
bildungeo  auf  4  T^t   1.  Lief.  gr.  8.  Züridi.  1844.   13  ggr. 

Sachi,  S.«  Kdnigl.  pention.  Baninepeelor  sii  Berlin:  Axen-Pii« 

rallelismus.  Eine  henksohrift  über  die  wahre  Lnge  der  Sonnen- 
und  Krdarhse  im  WcItraHne.  Durch  eine  Mascbine  erläutert,  gr.8. 

BerJio.    iS-il.   4  ggr.      *  ' 

Derscibp:  Dinpfonoo,  eine  Maschine  nur  versin nllchten  An- 
schauung der  sphiiriüch  -  iistronomischen  Kri>isc  und  >Vlrikt  l,  uie 
solche  io  Folge  der  tngliclien  Axendieliung  der  Erde  am  Himmel 
gedacht  werden.    Berlin.    1844.    gr.  8.    8  ggr. 

Astronomie,  l^c  Plnnetaire ,  pour  sen-ir  a  dcmontrer  diff(^rens 
phenomenes  qui  ont  lieu  dans  notre  Systeme  sulaire;  par  Jll.  le  ba* 
run  de  3Ioulchauvel.    In  -  i.    Paris.    1844.  , 

Bonnycastle^s  Introdnrtion  to  Astronomy.  New  Editienf  kj 
Profeasor  Young.    London.    1844.    12mo.   9  üh.  clotb. 

Pinnöek'a  Astronomy  made  Fnsy;  intended  for  tfae  ose  of  Tonng 
Chihlren.  ISmo.  London.  1844.  With  nunierons  engravingi, 
clotb  1  ab.  6  d. 

Kerigan,  T.:  Pmctical  Treatise  on  the  Belipaea  of  tbe  Snn  and 

Monn,  nnd  the  Dcflection  of  the  Hloon  and  Planets,  explaining  their 
falcuhttion  l»y  Simple  nnd  Direct  Mplhods.  with  Rfniarks  on  the 
Aooroalies  ot  the  Present  Tbeory  of  the  Tides,  the  8uperior  At- 
trnetion.of  the  Snn  over  thnt  oi  the  Moon  at  the  rarface  of  the 
Barth  etc.  8.  cloth.  4  ah. 

Kßemeridi  astronomiche  di  Milauo  per  Panoo  bUestiie  18 Vi, 
cnfcolate  dalP  ahnte  Giovanni  Cajielir  e  da  Cnnio  Bonetti.  Con 
nppendice  di  nenorie  ed  Okservasioni  natrononiiche.  Mailand.  1844« 

Almaoacco  nuutico  per  Panno  1843,  con  numerose  tnrole  aiitro- 
nomieo- nautiche,  un  pluuisfero  Celeste  ed  noa  cartu  magnetiea,  pub* 
bliento  dal  dott.  Vineenxo  Gello  professore  di  matematiche  etc. 
Anno  terzo.  Le  appendici  contenp^ono:  1)  Agginnte  all'  astrono- 
mia  oautica  del  doitorc  L.  di  Littrow  nstronomo  ags^iunto  all' 
i.  r.  *  spccula  di  Vienna;  2)  l'ratlati  e  conveozioni  di  commer- 
cio  e  di  nnvigazione  fra  PAnstrin  e  le  diverse  potente.  Venesnu 
1842L 

Aimnnacco  nautico  per  Panno  18'i4,  pubbiicato  dal  ingegnere 
dotf.  Vincemto  Qntlo.  8.  Trieat.  1843, 
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PcBelkel,  C.  F.:  Lebrbueh  der  Plijiik,  ttaeb>dea  g^* 

genwärtif^en  Standpunkte  dieier  Wiüsengchaft  bearbei- 
tet, zum  Gebrauotie  bei  Vorlpsunefcn  auf  büheren  Gra- 
naaien  und  mit  besonderer  Berücksicbtig uog  von  Mili. 
tairbirdoogeantealteii.  gr.  Mit  18  Htelniafetii  in  gr.4. 
and  25  Tab.    Dresdea.   1844.   Cart.  in  Lei  nw.   6  Tbir. 

Das  Werk  ist  nun  vollständig  erscbienen.  M.  verjrl.  Liferar. 
Ber.  No.  VII.  S.  113.  Aucb  die  zweite  Abtbeiltin(>:  lässt  keine  be- 
•ooderen  Eigeutbünilichkeiten  erkennen.    Der  Preis  ist  sehr  bock. 

Brandes:  ^orlesuDgeo  Aber  die  Xnlurlebre  für  T>eser,  deoea 
es  an  niailiematiiicben  Vorkenntnissen  feblt.  2tp  venn.  und  verb. 
Ausgabe,  besorgt  von  C  W.  H.  Brandes  und  W.  J.  U.  Micbaelis. 
Mit  Kapfeni.  2te  Liet  gr.  8.  Leipzig.   1844.   1  TbIr. 

MeiasBs:  La  pkysioue  facilement  apprise.  \otions  eleoienlaires 
de  uhjsioye.  Pet.  in  18.  (Ausai:  No.  151.  du  Fautii^ou  claaaiqoe 
et  htteraire)  avee  figurea.  Brazellet.   1844.  6  ggr, 

Om  den  fdrdelaktigaste  construction  af  tbermo-elektriska  ap* 

Sarater.  Präa.  Adolf  Ferdinand  Svanberg,  Phvaicea  Professor; 
leep.  Adaif  Törneten.  Stockbola.   1844.  V  sid  4lo,  Med  1  pl. 

Annalen  fürMcteorologie,  Rrdtnagnefisraus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redifrirt  von  Gruiiert,  Koller, 
Kreil,  LaaioDt,  Plieninger,  Uuetelct,  Stieffei,  beraaa- 
gegeben  WQU  Dr.  J.  Lamunt. 

JabrguD)]:  lSi3.  Heft  VIII.  Windricbtung  und  Stärke  ond 
Bewölkung^  des  Himmels,  1841  und  18V2,  beobacbtet  an  der  k. 
Sternwarte  bei  Münclieu.  —  Stiiudiicber  Gang  der  Temperatur  uod 
daa  Lafit-  aad  Oiiastdracltae,  beobacbtet  im  Jabra  1843  aa  der 
k.  Sternwarle  bei  München.   Zweite  Jubreslialfte«  —  Resultate  aus 

'  den  Beobaclituiigen  der  Temperatur  des  Bodens,  welche  in  den 
Jahren  1837  —  1842  in  Upsaln  nuf^ezei ebnet  wurden,  mitgetbeilt 
von  Herrn  Dr.  Aogström,  Observator  der  Sternwarte  in  Upsala. 
Meteorologische  Beobacbtaagoa  ia  Leipzig  nad  Wilnbarg.  —  Mmat- 
netiacba  Beobachtungen  vom  Juni  bis  December  1843,  nufgeaeicb- 
net  im  magnetischen  Observatorium  der  k.  Sternwarle  bei  Müncbea« 
Meteorologische  Beobachtungen  zu  Freising,  angeateiit  von  Bro. 
Lyeealprofeeeor  Meiater.  —  Hiba  der  laar  bei  Preieiog,  aaa  dca 
tifjgliehen  Beobachtungen  des  k.  Werkmeisters  Uerra  Lang,  berecb« 
net  und  mitgetbeilt  von  Herrn  Professor  Meister.  —  \  eritiisrlite 
Nachrichten  vom  Herausprcber:  Herrn  Saliines  C'<»ntributi»u)8  to  Ter« 
restrial  Magnetism  Mo.  1\  .  und  V.  Observations  ou  days  ot  uousual 
aiagoetieai  distarbaaee  made  at  tbe  Britiab  colonial  obaervatoriei. 
Metcoroluu:ische  Bcnbacbtuageb  des  Herrn  P.  Siephan  Postlmayer, 
Prior  des  ISenedictinerklosters  in  Ottobeuern.    Gleichzeitige  Tem- 

.    peraturbeobaebtuog  der  Mooactcb  und  Isar,  1842;  voo  Uro.  LyceaU 
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Eilnwor  Heikler  Im  Fnjting.  Aetiffge  «m  iwei  BriefSm  4m  Berni 
IIa,  Ilirecto^  des  »aWiirelogitclieD  Obvemtoriums  in  Parma, 
an  den  Herausgeber.  Uebersicbt  der  meteorologiscben  Beobacbtun- 
fren  in  Grönland  und  Labrador,  dann  in  Kisbnagur  in  Bengalen. 
Keobaehtangen  von  Herra  Professor  Loosiis  in  Hudson. 

Jahr^angp  1844.  Heft  IX.  Meteorologiscbe  Beobachtungen 
in  Aschaflenburg  im  Jabre  1842  von  Herrn  Kector  und  Professor 
Dr.  iiittel.  Moaaimittel,  dar  meteorologischen  Beobachtungen  zu 
Sehossl  im  Jabre  1841  nnd  1842  necli  den  Beobachtungssiunden,  und 
nilgemeine  ZusammensteHnnrfiir  die  Jahre  1839,  1840,  1841,  1842, 
von  Herrn  Anton  Bayer.  — tägliche  meteorologische  Beitbnchtun- 

ßen  in  Hof,  dann  Bewölkung  und  Windrichtung  in  Würzburg  und 
ewölkung  in  Leipzijg  im  Jahre  1842.  —  Tätliche  meteorologische 
Reebacbtungen  in  Ofeii  im  Jniire  1842«  >on  Horm  Prof.  Naytr,  Di- 
rector  der  Sternwarte.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Salzhurg- 
1843,  von  Herrn  Prof.  Kottinger.  —  IVIcteoroIngigche  Beobachtungen  ^ 
in  Bensberg  bei  kölo  am  Hhein  im  Jabre  1843,  von  Herrn  Voigt, 
k.  ptensB.  LiienCenänt  nnd  Lekr^r  im  Cndetten*Corpe.  —  Fersneb 
einer  ersten  genäherten  Bestinmnng  der  Höhe  von  München  Uber  • 
dem  mittleren  Spiegel  det  Ostsee,  von  Herrn  Professor  Grunert  in 
Greifswald ').  —  Alaffnctische  Declinatioo  in  Brüssel,  von  Herrn  Di* 
rector  ^netelet  — -  Monatliebe  Mittel*  der  aieteorologiseiien  Beob- 
nclltnngen  an  der  k.  Saline  in  Reichenhhtl.  —  Ma^^netiscbe  Stö- 
rungen, beobachtet  in  IMünchen  im  Julirc  1S43.  —  Resultate  aus  den 
meteorologischen  Beobachtungen  in  Breda  1843,  von  Herrn  Prof. 
Wenckebach.  —  Meteorologische  Beobachtungen  in  Dtrecht  1843, 
von  Herrn  Prof.  ven  Rees.  —  Bemerkunfif  ilber  die  Berechnung  dea 
mittleren  Barometer-  mnl  Tlionnomcterstnndes ,  nebst  Tafel  für 
1841,  1842,  1843,  vom  Herausij^cljer.  —  Lufttemperatur  in  hundert-, 
theiiigcn  Graden,  und  Luftdruck  in  Millimetern  auf  dem  Faulhorn 
in  der  Sebweis,  von  Herrn  Prof.  Martina  in  Paris.  —  Meteorologi* 
sehe  Beobachtungen  auf  dem  Roben^iasenberg  18-13,  von  Herrn 
Pfarrer  Ott.' —  Monatliche  Mittel  der  meteorologischen  Bcobachtun. 
gen  in  Günzenhausen,  Bur^cleogeofeld ,  l^ffenheim,  Ansbach,  Neu- 
,  atndt  n.  d.  A.  nnd  Mellersderf.  —  Meteerologiscbe  Beobachtungen 
in  Weitem»  Beaenre  College  in  Hudson,  angestellt  von  Herrn  Prof. 
Loomis.  —  Bemerkungen  über  die  in  Cpsala  während  der  Jahre 
1838  — 1841  beobachteten  Bodenteroperaturen  von  Herrn  Dr.  Aoff-  ^ 
•trSni,  Obflervntor  der  Sternwarte  in  Opsala.  — •  Vemlaehte  Nnep- 
richten  vom  Hrrausgeher.  Magnetischer  Theodolit.  Mittbeiinngen 
von  Herrn  Uofratb  Aädler  nnd  Herrn  Profeaaor  Meiater. 

Schumacher:  Die  Krystelliintion  des  Eises,  gr.  8.  Leipsig. 
2  Tblr.  ^ 


*)  Das  Resultat  dieser  meiner  ersten  Bestimmung  der  Hohe  von  München 
über  ilein  Niillptiiikte  meines  Barometers  ist  1625,4  par.  Fuss.  Die 
HJihe  «les  Nullpunkts  meines  Barnmfters  Wher  dem  mittlem  Spiegel  " 
der  Ostsee  ist  erst  noch  durch  ein  Nivellement  aumumitteln,,  und  Wird 
apiter  nitgocbailt  werden. 
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Vermischte  Scbrifteo. 


Balletia  de  Ia  ciasie  phyiico*ni«tliteBti«nie  d«  Tacaildme  aap^ 
riale  des  scieneei  de  St.  Petersbourf^,  Teae  UL  ei  24  ^te. 
gr.  Petenbarg.  1844.  R.  2. 

Tbe  Senate  Hoaie  Problemt.  For  1844.  Witli  flolaHasa  Ij 
Matthew  O'Bricn,  Robert  Leslia  EUii,  Moderatars.  Caaibridce. 
1844.  4.  4  sb.  6  d. 

Cambridge  Mutbematical  MiscelUnj.  Kdited  hy  l'rof.  Pierre. 
1844.  Ilnarterly.  Gaabridge.  5  Tbir.  8  ggr. 


Proisaufgabe  der  Jabloaowski'aeben  Gaiallaebaft  mm 

Leipsig  fttr  184& 

Es  sind  noch  einige  BruchstQcke  einer  von  Lcibnits  erfbadenea 

feonirtrisclicn  Churaktcristik  übrij;^,  in  \\elclif'r  die  gegenseitigea 
^agon  der  Orte,  ohne  die  Grösse  von  Liuica  und  ^\  inkcln  zu  Hülfe 
SU  ziehen,  UDuiittelhor  durch  einfache  Mymhole  bezeichnet  und  durch 
deren  Verbiaüang  bestiaimt  werden,  und  die  daher  von  nnsefer  al- 
gebraischen und  analytischen  (ii'onictrie  gänzlich  verschieden  ist. 
Es  frnjrt  sich,  ah  niclit  dieser  Calcul  wieder  hergestellt  und  weiter 
aiisgeltildet  oder  ein  ilim  ähnlicher  angegeben -m erden  kann,  was 
keine!>WPf(S  unmöglich  zu  Kin  scheint,  (lött.  Anzeigen.  .S. 
1940.  (Eiusendungstermin  Iste  November  1845.  An  den  Saliretair 
der  Gesellschaft.  Die  Prcisschriften  können  nnch  deutsch  verfn&st 
sein.  Vorzüglifh  hat  man  nacliz^ischen :  iU.  Hugenii  aliorumque 
seculi  Avil,  virorum  celeberrimorum  excrcitatioues  mathematicae, 
edd.  J.  Tylenbroek.  Hagae.  1833.  Pasc.  II.  p.  6.  Diese  Preis« 
aufgäbe  scheint  uns  besondere  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  und 
die  Lösung  derselbea  eine  sehr  verdienstliche  Arbeit  an  sein.  G.) 
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SdiriftMi  Aber  IMenfchteneliiode.. . 


« 


ici«DceB  MtMmti^M  it  pli]riiqii€i.  Ib-UL  Pteit.  IM. 


Oha,  M.:  Die  niB«  BleaieBt«r*MaftheMatik,  2uv  CScbraaeliB  bb 
fadhera  techniscbeu  Lchraostalten ,  besoDders  aber  au  GymiiaritB 
and  znm  Splbstnnternchtc  bearbeitet  uud  mit  sehr  vielen  l^cbunf^s- 
beispielen  veraeben.  1.  Bd.  Die  Aritbmetik  bis  zu  den  böhcra  («Ui- 


Gruiidriüä  der  reinen  Mutli  c  mut  ik  ,  oder  f^eit  faden 
fftr  den  l  uterricbt  in  der  gesaiumten  Glemeutar-Mathe- 
■Btik.  Zum  QBbtBttck  flr  di«  a^er«B  KlaataB  dar  GyBi- 
nasien  und  höberen  Leb raustalten.  Von  J.  C.  H.  I^iido- 
wie^,  A rt i Ilerie  •  Capi tu  i n  a.  !>,,  Oberlebrer  der  Mathe- 
matik, und  Physik  am  Gymnasium  xu  Stade.  Erste  Ab- 
tk«üBB(f.  Arltbaietik  BBd  Alfpabra.  Mit  fiiBaefalBia  dar 
CombinatioDilekre  und  einiger  Theile  der  bitfllärB  Alge* 
bra.    Hannover.    1844.   8.    1  Thlr.  4  ggr. 

Nach  der  Angabe  des  Herrn  Verfussers  in  der  Vorrede  ist  die* 
aar  GrBBdriai,  daaMB  ante  Ablh«lung  hiar  torliegt,  im  SIbb«  mI- 


nw  grlwaiw  hMUku  <Uhrtotb  dar  ArfthMtilc  BBd  der  Ab- 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 
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faogsgrüode  der  Algebra.  2te  Auflage.  UuÜDover.  1835.  —  Lehr- 
bien  aer  «beneo  Geometrie  «od  TrigoDooielrie.  Ste  Anfl.  Haiooter. 
1839.  —  Lelirbiuli  drr  Storoojnetrie  und  ftpliäriscIidD  TrigODMetrie. 
Hannover.  1810.),  und  mit  Bezugnahme  auf  dipselhen  ausgearbeitet. 
Dieser  ersten  Abtheilung  sind  für  den  l'nterricht  in  Prima  einige 
Kapitel  aoa  der  höheren  Algebra  beigefügt  worden.  Der  Vortfnjg 
des  Verfassers  ist  deutlich,  wie  sehon  ans  aeinen  frfibcren  Lebrbft- 
dkern  binreicbend  bekannt  ist. 

Leitfaden  für  den  natbeaiatieehett  Blemeataranter- 
richt  in  Handels-  und  höher»  Börgerschulen.    Von  Dr. 

Julius  Micitaolis,  Lehrer  der  Mnthematik  an  der  öffent- 
lichen Uandeisiebranstalt  zu  Leipxig.  Leipzig.  1844.  8. 
12  ggr. 

Ein  ganz  kurzer,  Tollig  elementar  gehaltener,  deutlich  ge» 
schriebener  Leitfaden  fiir  den  Unterricht  in  den  Anfangsgründeo 
der  ebenen  Geometrie.  Stereometrie,  Buchstabenrechnung  und  AI- 

Sebra»  und  der  ebenen  Trigonometrie,  der  seinen  nächsten,  auf 
esi  Titel  angegebenen  Zweck  gut  xn  erfüllen  scheint.  Die  Be- 
weise und  Aunnsun£(en  sind  nirgends  ausgeführt,  sondern  überall 
nur  angedeutet.  Die  auf  S.  70.  und  S.  71.  angegebenen  Näherungs- 
constructionen  und  manche  andere  für  das  geometrische  Zeichnen 
nütsliehe  Constmetionen  sind  In  der  forliegenden  Schrift  gaai  an 
ihrem  Orte.  Der  Druck  und  das  Papier,  so  wie  Meh  dM  «ingndmek* 
ten  Uolucbnitte  lasnen  nichls  ^A  wünsobe«  übi^4 

Benecken:  Lehrbnch.  der  MatbenMtik.  Ister  Tbeil;  die  ebene 
Geonietrit.  gr.  8.  Hit  1  Pigni^BBtafel.  Qnedlinbnrg.  1844.  10  ggr. 


AriÜiuietik« 


Handbuch  der  besondern  und  allgcmeioen  Arithme- 
tik  für  Praktiker,  zunächst  für  das  Selbststudium  ge« 
■leinverständlich  nbgefasat  von  Dr.  L.  G.  Scbnis  r.Strnsn*' 
nitzki,  öffentl.  nrdeutl.  Professor  der  Bfalheniatik  am 
k.  k.  polytechnischen  Institute  so  Wien.  Wien.  1844.  8. 
3  Thir.  V 

Der  Inhalt  dieses  Mpfeblensweftben,  sebt  dentÜcb  gesebrlebe- 
Den,  mit  vielen  Beispielen  «usgestniteten  Haadkncbn  entapticbt  gnas  ^ 
seincffl  auf  den  Titel  nngegeMen  Zwecke. 

•  •  ■  ' 

Leitfaden  der  allgemeinen  Arithmetik  fftr  Oymnn- 

8ien,  Real-  und  höhere  Bürgerschulen,  so  wie  für  Haus* 
lehrer  tind  zum  CIcbraucbe  beim  Selbstunterrichte.  Von 
Dr.  A.  Wigand,  Lehrer  der  Mathematik  und  zweitem  Col- 
Icffen  nn  der  Kenlsehnle'im  Waisenhause  zu  Halle.  Halle. 
1844.   8. .  10  g^r. 

Dieser  deatlich  ffffyuultM  km»  Lt|llidtB  MUMdii  mtk  ibtr 
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die  gewölmlielieii  £leaieDte  der  allffemeiuen  Aritbipetik  und  Alge- 
bra 1«  sMBlicker  VolMliidigrkeit.  Amt  die  AitÜttsun^  der  qvadniti. 
sehen  GleichflBfM  aitlelst  der  gonoaelrisoben  Fuuctione«  ist  «ndb 

Rücklicht;  g-enoromeo.  Kin  Nachtrag  etil  hält  die  Lelirc  vou  den 
DeefmaUirücheB,  wofür  der  Gruod  in  der  Vorrede  nngegeben  ist. 


Thomson,  J.:  An  Elementary  Treatise  on  AIgflw«, 
Md  Freeücal.   itmo.  Loedoe.   1844  ciotb.  5 


^  WeüHMi,  W«:  Basy  «b4  Conpreheotive  Inlreduction  to  Algehra, 
deaigned  Ibr  the  use  of  Schuol«,  with  piain  aud  familiär  £zani|iles, 

'  lind  Dumcrous  Notes  und  Observations,  inlciidfd  as  Aids  to  Private 
ftkuUeuts.  2d  edttiou,  much  im|>rov«d  aud  cnüirged.  12ido.  bound. 
3  ib,  ' 

Elementar- Larohek  i  Algehra  af  B.  G.  Björling.  Sednare  De* 
lev.  'Aadra  upidagan  af  Förfaitareee  «„Bleineiitef^-AfbaBdliog  o« 
IjOgor.  och  Serier.    IJpsala.  1844. 

M.  vergl.  Literar.  Beriebt.   No.  XIU.  8.  195. 

Scbortrede,  R.:  LogaritlMBie  Tahles  to  Heven  Placcs  of  Deci« 
mals;  containing  Logarillims  to  iiumhcn}  frora  1  (t>  120,000,  nun* 
bers  to  Logarithms  froiii  0  l(i  100.000,  Loirarillimic  Siiies  und  'J^nn> 
genta  to  every  ^econd  of  the  C'ircle,  with  Arguments  in  Space  und 
Time,  and  new  Astrononieal  and  Geodeticel  Toblei.  Royal -Sto. 
RdiDbvffgb.   1844.  dotb  4  L.  4  i. 

Tbeorie  der  Lotterie •  Anlebea  aebat  einer  Methode 
den  Werth  eiaei  Kaiiitals  hei  verschiedeaea  Zlaafasta 

und  den  hieraus  sicli  ergehen  de  u  Curs  zu  l>  c  s  t  i  m  m  e  n  ; 
witRücksicht  auf  die  (lirosslierzoglicli  Budischen  Staats- 
Aolelien.  Von  Dr.  1^.  Oettiuger,  ord.  öffcotl.  Professor 
dar  Mathematik  an  der  lluiyersitftt  snFreibarg  ia  Breis- 
^au.    Frei  hu rg.    1S44.  8. 

Da  die  Theorie  der  f^uttcrie  Anleheii  noch  nicht  gegeben  ist, 
so  ist  diese  Schrift  unstreitig  für  die  Wahrseheinlichkeitsrechnung 
«ad  politische  Aritbaietik  schoa  lo  dieser  Beziebaag  von  aieht  ge- 
ringem Interesse.  Dies  gilt  aber  aacb  von  ihrem  zweiten  Thcile, 
über  welchen  sich  der  Herr  Verfasser  in  dein  \  orwort  auf  folgende 
Art  äussert:  „lu  keiner  der  bisher  über  politische  Arithmetik  er- 
Mbiciiaaea '  Mir  ,bcka»atea  Scbrifkea  ist  die  Frage  aufgestellt  «od 
beantwortet,  in  welcbea  Fällen  des  Gcschäftalebens  Zinses -Zinsea 
gerechnet  werden  müssen.  Man  liess  die  Frage  unberührt  und  des* 
wegen  unentschieden,  vielleicht  mit  aus  dem  Grunde,  weil  die  Ge-. 
sette  Zinscnint  im  gewöbalicben  Leben  nicht  zulassea,  vad  glanbta, 
)iie  dem  Vertrag  oder  der  Willkflbr  aaheim  gehen  xu  mfinea.  Die 
Uatersuchungcu  des  9.  zeigen,  wann  mit  Zinses  Zinsen  gerecii- 
■et  werden  niuss,  und  wann  die  Rechnung  mit  einfachen  Jeinsen 
nicht  zugelassen  werden  kann.  Die  Fälle,  worin  dies  geschehen 
kann ,  sind  dort  genau  bezeichnet.  Hiebei  ist  wohl  zu  hemerkea, 
dass  dpr  Calcul  üIht  die  Frage  keine  Antwort  triebt,  ob  bei  einem, 
auf  einen  beätimniten,  spätem  Zeitpunkt  und  auf  einoml  beim  zu 
zablendeu  Kapitale,  das  mehrere  Jahre  vor  der  \  erfuUzeit  noch  et- 
waiger Uabareiakanft  ahgetragea  werdea  toll,  Ziotei-Ziasen  oder 
iiaiadia  Ziaatii  geccebaet  werden  sollea?  Br  kana  bieranf  aiebt 
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antworteo,  Ueoo  hier  entacheiden  äussere  Gründe,  wie  di«  Gnkae 
.des  Kapitals;  die  riditige  Zablimg  der  Zimen  auf  deo  VwMlif; 
die  Möglichkeit,  erhobene  Zinsen  sogleich  nntzbrinffend  ansnlegca. 
Sind  die  Zinsen  von  der  Bedeutung  uod  ist  die  Möglichkeit 'vor> 
handen^  dass  sie  sogleich  wieder  zinstragend  angelegt  werden  köa* 
IMD,  wie  en  eineie  gronee  Geldaerktei  bei  AnitalteB,  worin  groeee 
Gddmassen  verwaltet  werden ;  bei  gegenseitig,  xn  hestisiBten  Zei- 
ten wiederkehrender,  Abrechnung;  so  wird  wohl  kein  Grund  vor- 
handen sein,  die  Rechnung  mit  Zinses- Zinsen  nls  unzulässig  zu 
erklären.  Eine  weitere  Erörterung  dieser  ^acbe  gehört  jedoch  nicht 
Meher,  Boadera  dar 'die  Reaaltete,  ra  weieben  oer  Galeiri  fÄktt." 

Schnuse,  Dr.  C.  H.:  Samminng  au  s crewah  I  te  r  allge- 
meiner Formeln  und  Aufgaben  aus  de  r  1)  ift'erentialreeb- 
nnng  nnd  deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Eis  Bilfe- 
buch  für  l^ehrer  und  Schüler  an  b&bern  D nterfficktSAB* 
stalten.  2te  Liefer.  Hit  1  Telel.  gr.  8.  ftraiiBtchwei«. 
i  Thir. 

Die  erste  Lieferung  ist  Literar.  Ber.  No.  XVI.  S.  242.  ange- 
seifFt  Die  sweite  iet  noeb  niebt  im  vaiere  Bünde  gekagt,  aad 
wivdf  lekeld  diee  geschiebt,  tnifilhrlieber  angeselgt  weidea. 

Calculi  differentiaruoi  finitarum  inversi  exercita» 
tionea.  Aectore  E.  (>.  Björliog,  Phil.  Mag.,  ad  Reg.Acad. 
Upsal.  Math.  Doc.  Pars  I.  (Ex  Actis  Reg.  Seciet  Seiest, 
üpsal.).    üpsaliae.    MDCCCXMV.  4o. 

Der  Verfasser  he8ch«iftigt  sich  in  dieser  Abhandliuig  veni 
mit  der  Auflösung  der  vier  fulgeuduu  Probleme. 

p  II     II  i-,) 

l'roblema  I.   Invenire  — 


Preblem«  II.  Utenire  -  ' .'  -* 

Probleme  llf.  Invenire  velereoi  m  generalem,  qae  fiat  saiia 
conditioni  —  r^y,  y  denotante  functionem  ipsius  .r  ratioeelcM 
ac  integrain  mli  graduH  positoque  ^»r  =  Ä  (hnnd  =0). 

Prublema  IV.  Invenire  valorem  %  geueralem,  quo  fiat  satis 
eoaditioni  ^xsse^'y,  y  denetenie  fiioetionem  ipsim  x  rerieaelei 
«e  inteffram  mti  greoat,  r  ceatteatem  quamlibet  (realem  MllaMgfi- 
nariam)  ezeeplo  0,  pentoqne  ^ofssA  (band  ssO). 


Geometrie. 


Die  Elemente  der  Geometrie  und  der  ebenen  uod 
8|ibftritGbeo  Trigonemetrie^  ?ob  A.  M.  Legeadre.  Aaa 
den  Pransösiscben  üherRetzt  und  mit  Anmerkungen  be* 
gleitet  vea  A.  L.Crelle.  Vierte  Aaflago  der  UebereetsaBf 
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(oacb  der  12leu  Auflace  dei  OriiriDala).   Berlin.  1844.  8. 

Scteint  «D  gMi  — vMii^tfttff  AMrnck  4er  Tar1ieff|^beiidoB 
Auflage  dieser  eM^eUeniwertiieD  Debtnetsnoff  des  immer  uodk  all 
aaageaakhaet  aaarksatitee  Werke  tob  Legeadre  aa  mib. 

iiehrkaeh  der  Geoaietrte  fflr  GyainaiieB.    Vea  iX 
JiByvr,  Prefeasor  am  Königlichen  CtyoinasiaB  «a  Pots- 
dam.   Erster  Theil.   Planimetrie.   Dritte  Auflag-p.  Zwei- 
ter Theil.    Siereoaieftrie.    Zweite  Auflege.  ,  Poksdan. 
.    1843,   8.  .  ^  • 

. .  Diesee  Lehiteeli  eatfiillt  die  |rM1^|dMD  EleoMBte  der  ebe- 
nes Oed  körperlicben  Geometrie  in  deatlieher  and  strenger  Dar« 
Stellung.  Was  den  Vortrag  der  Lehre  von  d«*n  Parallollinicu  be- 
Iriiit,  so  wird  dieselbe  hauptsächlich  auf  den  üaVi  gegründet,  dass 
swM  eiacr  aad  derselben  dritten  IJaie  parallele  gerade  Linien  ein» 
ander  jederzeit  selbst  Miallel  aeia  aAMeB.  Diesed  Satz  atelH  der 
Verfasser  als  einen  Lehrsatz  auf,  und  gegen  den  Beweis  desselben 

*  an  sich  konn  allerdings  auch  -eigentlich  nichts  Wesentlicheg  einge- 
wendet werden.  Gewünscht  hätten  wir  aber,  dass  der  Verfasser, 
was  «aa  M  dfeieoi  vielbefproebeoeB  Ctegeaateade  eon  gaaa  beaeä« 
dMar  Wichtigkeit  sa  sein  scheint,  reebt  dentlicb  und  beatiaimt  her- 
vorgelinhen  hätte,  welches  Axiom  der  von  ihm  gegebenen  Durstcl- 
luug  eigentlich  zum  Grunde  liegt;  denn  dass  man  ohne  ein  solches 
kasenderes  Axiom  in  der  l^hre  von  dcu  Parallellinieu  nicht  aus* 
koaiaeii  kenn,  erfwint  au«  bImmI  gewiw  m  eeia.  Zergliedert  man 
aber  die  Darstellung  des  Verfassers,  so  findet  man  allerdinga»  daM 
in  (lerselbrn  ein  solcher  besonderer  (Irundsnt*  vtrsteckt,  aber  nicht 
als  ein  solcher  aufgestellt  worden  ist,  welcher  bei  dem  Beweise 
rea  f.  91.  Zvtatt.  in  ABweadnnrg  gebraebt  werdea  naai,  wean 
derselbe  in  völlig  strenger  Form  gegeben  werdea  Boll.  Diteser  Sals 
ist  hier  übriuren»  kein  eigentliches  Axiom,  sondern  vielmehr  eia 
Postulat,  und  kann  auf  folgende  Art  ausgesprucben  werden: 

Wenn  zwischen  den  Schenkeln  eines  Winkels  ein 
Paakt  gegeben  Ut|  liiet  eleb  laiBieY  elae  die  beide« 
Ncbenkel  des  Winkeli  aehneid ende  gerade  Linie  aleben  , 
die  in  Verbindung  mit  den  1»  ei  den  Schenkel  n  des  gege- 
benen Winkels  ein  Dreieck  bildet,  innerhalb  dessen  der 
gegebene  Pankt  licnrt. 

iBBafem  «laa  die  Möglichkeit  dee  ia  dieaew  Satae>  der  übri- 
gens wenigstens  in  ähnlicher  Form  auch  schon  anderen  Paralloien- 
theorien  zum  tirunde  gehgt  worden  ist.  Geforderten  ()bnc  Beweis 
zttgiebt,  und  demselben  den  Namen  eines  eigentlichen  Postulats 
aiebt  airaltig  aimbt  was  wir  aber  nHer4l«ga  aa  tbaa  geneigt 
sein  fnö<fctea  —  Idstt  sich  ge^en  die  von  dem  Verfasser  gegebene 
D.-iräteilnng ,  wie  es  uns  sclipint.  nichts  Wesentliches  einwenden. 
Nur  sind  wir,  wie  schon  erinnert,  der  Meinung,  dass  der  Verfasser 
namentlich  in  einem  Schulbuche  dieses  Postulat  hätte  förmlich  auf* 
Btetlea  und  a«f  dieae  WelM  dea  Sebllem  die  Sehwierigkeit,  did 

'  in  der  l^ehre  von  den  ParallelliBieB  nun  einmal  vorbanden  ist,  und 
niich  unterrr  innigsten  reberzengung  nur  durch  ein  dieser  Lehre 
eigeothämiiches  Axiom  oder  Postulat,  da  die  gewölmlichen  blosse 
Maienvarglaiebungen  belreHbadea  Axienie  bler,  wo  bibb  et  nit 
biBBia«  LagBabeaiclMBgBB  s«  tbna  bat^  nickt  «ebr  ««BraicbeB,  ga* 
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liobeD  werden  kuuo,  hätte  klar  und  deatüch  vor  Aa^en  legeo  sol- 
len. h9i4w  wir4  in  dieaar  Lebre  iaiaier  noeb  ia  vieles  Lebrbielbev« 
ein  aolebaa  Ventoekeepielcn  mit  Sitaen  ffchaodhabt,  was  derselben 

gewiss  fichoD  zu  fl^rossem  Sckadeu  gereicut  und  den  prrösstpn  Tlieil 
der  öfters  ganz  verunglückten  Versucbe  zu  ihrer  bessereu  Hec:riiD- 
dung  hervorgerufen  hat.  Keineswegs  soll  übrigens  hiedurciU  ein 
indirecter  Tadel  der  von  den  Ver&ater  gegebenetf  DareteNan^  aa 
aidi  ausgesprochen  werden,  die  wir  im  GegentbeH  gaaa  awcck- 
mässic:  finden,  wenn  nur  das  in  derselben  versteckte,  oben  aihtr 
bexeichnete  Postulat  hestimuit  hervorgehoben  worden  wäre. 

Zar  Bnpfeliiung  jgereichea  dicaer  Schrift  aacb  gutes  Papier, 
schöner  Druck,  und  die  In  den  Teit  dagedmcktmiy  aehr  §«l  aas- 
gefttbrtea  Bolatchaitte. 

Leitfaden  der  gesammteu  Elementar  •>  Geoseirie  far 
hUherD  Sebalaaterrichl,  baarbeitct  von  Dr.  A^  Sannen- 

bnrg,  ordentlichem.  Lebrer  der  .Mntbeaiatik  und  Pbjraifc 

an  der  Hauptschule  zu  Bremen.    Bremen.    1844.  8. 

(Schon  vorläufig  Litenr.  fier.  No.  XVIU.  S.  280.  angeseigt.) 
Dieter  Leitfaden  eratreekt  eieb  tber  die  ebene  ISeoaietrie  aad 
ebene  Trigonometrie,  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie. 
In  der  Vorrede  erklärt  sich  der  Verfasser  näher  über  die  Methode 
seines  Unterrichts,  welches  die  Methode  piues  jeden  guten  Lehrers 
ist,  und  sagt  dann  über  das  vorliegende  Buch:    „Es  galt  hier  cr- 
ateoi,  um  das  die  Anfberkiaaikeit  itirende  NIedenebraibaa  aia- 
•einer  Punkte  (von  Seiten  der  Schüler)  ia  dea  fjelirstandcn  zu  ver- 
hindern, die  wichtigsten  Erklärungen  und  die  Haupt  -  Lehrsätze 
bestimmt  und  scliart,  die  Beweise  der  letttereu  dagegen  nur  ia 
ibrea  vorzüglichsten  Pnnkten  binautlellen ,  alles  weniger  Wicbtiga 
aber  jenen  unterzuordnen  und  anzudeuten,  jedoch  so,  dasa  der  den- 
kende Scliüler  allein,  der  schwache  mit  einiger  Hülfe,  sieb 
hindurcblindeii  küune;  zweitens  dem  »Schüler  einen  leichten  lieber- 
blick  über  das  weitlautttge  Gebiet  der  Elementar  -  Geometrie  zu 
versebaffee^  nnd  ibn  bei  vorprekoMBonen  VcraänainisBan  den  Znsam- 
menhangr  leicht  wieder  auffinden  an  lassen;  drittens  xu  häusli- 
chen Arbeilen  statt  der  schriftlichen  Ausarbeitung  des  in  den  Lehr- 
stundcu  Üurchgeuommencn  (wo  ja  das  Abschreiben,  selbst  bei  stren- 
ger Uebervvachung,  immer  eine  bedeutende  Rolle  spielt),  solche 
ütttze  und  Autgabea  au  den  Uaapt-LebraStion  aasaanrtblen,  an  de- 
nen der  Schüler  sein  jedesmaligea  Wissen  und  Können  bewähre; 
viertens  überall  da;  wo  Beispiele  die  Sache  vordputlichcn  und 
befestigen,  diese  auch  in  hinreickeoder  Aoaahl  beizufügen j  ead- 
Iteh  galt  ea,  nicbt  einen  beaondem  Thoil  der  i{leaMatar*veoaetffiat 
sondern  das  gesammte  Gebiet.  dorMlben  so  gedrängt  wie  nöglick, 
übersichtlich  und  praktisch  zusammenzustellen/^   Wir  glauben,  daaa 
das  Buch  allen  diesen  Anforderungen  y^nt  entspreche,  und  dass  der 
Verfasser  namentlich  rücksichtiich  der  zu  sehr  oder  xu  wenig  ans- 
librlicben  Darstellang  einen  glücklieben  Hiltelwcg  eingaacblagea 
habe,  empfehlen  dasselbe  danar  ana  Ceberaengung  an  weiterer 
Beachtung.     Auf  die  sogenannte  neuere  Geometrie  ist  in  einem 
Anhange  zur  eheneu  Geometrie  (S.  95.  —  $..  lUO. )  so  weit  Rück- 
nebt  genommen,  als  es  die  Natur  eines  solchen  Schulbuebes  ge« 
staltet.  Den  ICuler*ecben  Sala  von  den  Poljedero  kätta  der 
Verfasser  wobl  nocb  mit  aufnabnMn  kdnnen,  da  aiok  deiielba  nncb 
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den  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft  so  leicht  beweisen  lässt. 
Auch  verdieDt  der  Ton  Gauss  gegebene  schöne  Beweis  des  Le- 
«•■dre'ieken  Tbeoremn-  tob  4%m  ■pbäriieben  Bxeean 

fM.  s.  Archiv.  Tbl.  I.  S.  436.)  immer  mehr  Einffang  in  die  Klemente 
zu  finden,  nis  derselbe  bisher  gefunden  hat.  itebrigens  konnte  der 
Verfasser  des  vorliegenden  l^ehrbiichs  diesen  schönen  Beweis  schon 
deshalb  nicht  in  dasselbe  aufnehmen,  weil  er  die  trigonometrischen 
lleiheD  dea  Vortrage  der  Trigraoneftrie  ansgeseblonee  bat, 
WM  bei  der  Tendenz  and  der  genten  Anlege  dieecr  Sehrift  nicbt 
gCMiMbiliigi  werden  kann. 

Lebrbveb  der  Bleaentar-Oeometrie.    Rlne  Se«M- 

Inng  methodisch  geordneter  und  aufgelöster  geometri*  ■ 
scher  Aufgaben  mit  155  dem  Texte  beigedrnckten  Holz- 
schnitten, für  Lehrer  und  zum  Selbstunterricht,  insbe- 
sondere für  Volksschulen  und  Schnllebrer - Seminarien. 
Bearbeitet  und  herausgegeben  von  P.  W.  Pietssch,  Leh- 
rer an  der  Ratba  -  Töehterachnle  sn  Dresden.  1S44.  8. 
12  ggr. 

Diese  Schrift  verdient  nur  den  Namen  einer  AnleitUDg  zum  geo- 
nielfiieben  Zeiebnen,  aber  niebt  einen  Lebrbueba  der  Eleaentsr* 
Geenietrie. 

Fülle:  Lehrbuch  der  Stereometrie  für  die  obern  Klanen  der 
Gfsna^en  nnd  Realaebnien«  .Mit  6  Pignrenlafeln.  gr.  8.  Breden. 
1844.  ^  Tbir. 

Derselbe:   Auszug  aus  Vorstehendem.    Mit  6  Figurentafeln, 
gr.  8.   Ebendaselbst.  |  Tbir. 

Teyssedre,  A.:   Ehmens  de  g^oB^ie  jpopnlaire,  Avec  6  |ilan« 
ches.  8.  Paris.  3  f.  50  c 

Planches,  Jules:  Cahiers  de  g^om<^trIe  ^l^meniaire,  ^onr  servir 
de  compl^ment  an  Traitd  de  Legeadre.  Quatriinie  cahier.  In •8. 
Paris.  1844. 

» 

Adh^mar,  J.:  Traild  de  gdomdtrir.  dddnidlrie  plane.  In -8.' 
Pariiw  1844.  10  fr.  . 

Dnlague:  Le^ons  de  navigation,  contenaot  les  Adineni  de  g^o- 
nidtife  et  de  trigonom^trie.  Reproduction  de  la  dikitee  ddinen, 
rem  etc.  per  V.  Bagay.  In -8.  Paria.  1844. 

Brasse,  J.:  The  Enunciations  and  Figures  belonging  to  the 
Propositlons  In  tbe  First,'  Siitb,  and  part  of  tbe  Eleventb  Booka 
of  Euclid's  Elements,  usnallj  read  in  tbe  fJniversities.  5th  edition. 
46  carde  in  a  case.  Lenden.  1844.  5  a.  6  d.  er,  lewed.  3  e.  6  d. 

Wedgweedt  Tbe  Prindplee  of  Oennietilcnl  BeaeMtmtian  de- 
dneed  firem  ibe  Original  CoaeentiMi  e(  Spnoe  and  Fann«  Londen« 

Kaaflbiann  nnd  Schwenk:   Aufgaben  ans  der  dnraldlenden 
CteaMtrie..  Mt  «0  titb.  IMfak  8.  Stattgnit  1844*  2#  TbIr. 


Biiuau,  H.  vod:  Die  Blenente  der  IVojectiunslelire.  Ein  Leit- 
fiMleii  Ar  den  Untetrieht  a&  gewerJ»liGh0ft  UtkmmMtMm  hnirhiilnL 
Hit  20  Knpfrrtafela.  S.  Leipsig.  1844.  T|lr. 

Lerovi  C.  F.  A.:  Trait^  üe  Stereotumie,  conjireoaul  le«  appli- 
aitiöae  de  1«  g^<HM(rie  descriptive  4  la  tbdone  des  eabres,  U^aet^ 
i|fective  lio^re,  la  gDomoDique,  la  coupe  des  ptecres  et  U  char* 
peatc.  ia-4.,  pUa  ua  aUas  in  folio  de  74  pl  Pmna.  1^  U  fr. 

Tabaeci:  Applicasioai  di  geoaietria  deBer!tti?a  al  dlsegoo  ar- 
cliitettooica  e  delle  maccbioe  e  formule  per  calcolure  le  superGcie 
delle  valta  a»»poite.  Fase.  L  tavols  ii^r,  S.  Padora.  1844. 
2.  öl. 

ConsidöratioDS  gdodrales  sitr  les  courbcs  Higebri« 
ques.   Par  M.  S^laiepen,  Professear  a  l'Ecola  MilUaire 

de  Bruxellei. 

Wahrscheiolicb  ist  diese  mir  vuu  dem  Uerru  Verfasser  gütiggi 
sngenndte  Abbaadloag  ans  eioesi  Joornal  eotlebat»  welcbes  idi 
aber  auogeben  ausser  Stande  bin.  6, 


Praktische  Geometrie. 


rntersucbungen  über  Gegenstiade  der  böbern  Geo-> 
däsie.  Von  V.  V.  Gauss.  Aus  dem  zweiten  Baude  der  Ab- 
bandlungcD  der  K öuigl.  G esellschaft  der  Wisseaacbaften 
zu  Güttingen.    18i4.    4.    12  ggr. 

Oer  berObnCe  Verfasser  beabsicbtS^t  in  einer  Eeibe  ?on  Ab- 
bandlnageo  seiae  durch  die  im  Königreiche  Hannofer  ansgeAbrtMi 
grossen  Messungen  veranlassten  geodätischen  Untersuchungen  zu 
verütlentlicheo,  und  äussert  sich  rucksichtUch  dieser  voriiegeadea 
erstea  Abbandlan|f  auf  folgende  Weise. 

VoB  der  Anfgabe:  dieTbeile  einer  gegebenen  Fläche  auf  einer 
andern  c^egebenen  Fläche  so  abzubilden,  dass  die  Abbildung  dem 
Abgctiilueieu  in  den  kleinsten  Theileo  äbolicli  \vird,  hübe  ich  im 
Jahre  1822  eine  allgemeine  Auflösung  gegeben,  welche  Herr  €oo- 
lerenzratb  Scbnaiacber  im  3.  Beft  der  Astronomisebea  Abbaadhrngen 
bat  abdruckea  laasaa«  Bei  der  A^Wirndnag  dieser  AuCgebe  auf  die 
höhere  Geodäsie,  für  welcbe  sie  eine  vorzüglirh  ergiebige  Hülf«- 
queiie  wird,  macht  sich  das  Bedürfniss  füblbor,  Abbildungen,  welche 
unter  der  aogegebenen  Bedingung  stehen,  durch  eine  besondern 
Benennofig  aussnselchnen ,  und  ieb  werde  dies'elbeo  daher  con* 
forme  Abbildungen  oder  Uebertragungen  nennen,  indem  ich  diesem 
sonst  vagen  Beiwurte  eine  matbematiseh  schart'  bestiBaiia  JUd^mtaag 
beilege. 

In  der  nnceiiibrten  Sebrift  ist  die  allgemeine  AnflSsang,  walcbn 
eine  willkibrOebe  Function  eimehliesst,  auf  mehrere  bestimmte 
FläcbtB  nagnwandt;  das  Intsta  durt  babsidekt.  Ui|nai  betnOt  dM 
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conforme  Ucbcrtragunp^  der  Oberfläche  des  Umdrebungsellipsuids 
auf  die  kugelfläche,  uud  es  Ut  S  21.  zugleich  eine  solche  Bestim- 
mmg  der  arbitrlren  Paoction  «ngegebeD,  die  zu  einer  Mbr  brauch* 
V^en  ADwendanff  «vf  die  hdliere  Geodäsie  benatzt  werden  kann. 
Diese  Benutzung'  war  a.  a.  0.  nur  kurz  angedeutet,  und  eine  ansrubr- 
licbere  Entwicklung  vorbehalten.  Ich  werde  jedoch  anstatt  dieser 
apeciellen  AaflösuDg  eine  etwas  abgeänderte  und  für  die  geodäti- 
oebeo  Anwendungen  noeb  viel  mehr  geeignete  Methode  lar  eonfor- 
men  Ucbertragung  der  cllipsoidiscben  Fläche  auf  die  Kugelfläcbe 
in  der  ge^enwärdgcn  Abhandlung  entwickeln,  und  damit  zngleicb 
alles  zu  einer  solchen  Benutzung  Erforderliche  verbinden. 

4 

Reinhold,  C:  Anweisung  zum  praktisch  -  richtigen  NivelUren 
oder  Wasserwägen;  bestehend  iu  der  Beschreibung  und  Abbildung 
eines  verbesserten  Nivellir- Instruments  mit  Fernrohr  und  Röbren- 
libelle,  desaen  Einricbtnng  die  möglichst  genaue  Horisontalstelinng 
der  Visir-Axe  ohne  Unssere  Hiilfsmittel  leicht  und  sicher  gewährt, 
und  in  der  Darstellung  einer  sichern  und  riclitigcn  Nivcilirmethode 
mit  Selbstcootroie.  (Besonders  abgedruckt  aus  dem  20sten  Bande 
von  „t'relle's  Journal  für  Baukunst.)  Mit  3  Figurentafeln.  4.  1844. 
Berlin.  .  H  Thir. 

RcgDuult,  E.  E.:  Trait^  di  topographie  et  de  gdod^ie  fie- 
reetieres.   Avec  8  pl.   In -8.   Nenci.   1844.  10  fr. 

Principii  elementar!  de  ffeometria  pratica,  ed  applicaxiooi  al  di- 

segno,  raccolti  ad  uso  degfi  nrlicri  allicvi  ilella  gratuita  scuola  di 
disegnu  in  \ercelli.   In -4.  gr.  15  tavole.    V  erceili.    1843.    5«  — . 

Hümmel,  J.  E.:  Anleitung  zum  Projections  •  oder  geometrieehnn 
Zeichnen.  Nebst  einem  Anhange  der  nötbigstcn  Constructionen  krum- 
mer Linien,  hauptsächlich  iu  Bezug  aut  das  Praktische  bearbeitet. 
Hit  16  Kupfertafeln,   gr.  8.   Berlin.   1844.   U  TbIr. 


Trigonometrie. 


Nübel,  Chr.:  Lehrbuch  der  Trigonometrie.  Für  die  bobern 
Klauen  der  Gymnasien  und  Schulen,  so  wie  sum  Selbstuoterricbt. 
gr.  8.  Mit  1  Fignrentafel.  i  Tblr. 


Mecbanik. 


Kolik,  J.  Pb.:  Anfangsgründe  der  höhern  Mechanik  mit  Rück- 
iicbt  auf  ibm  tncbniaeben  Anwendiwipen.    !•  t.  Liefonuig.  Mit 

SA 


S  Figurentafcln.  8.  Leipsig.  1844.  Preis  fiir  das  voi 
Werk  4  Thir. 


CliRproans  Faraboliska   Konstruktions  •  Syatem ,  tillampadt 
Handelsfnrtyg,  aC  G.  €.  Witt,  Nccund  -  Löjtoant  i  Knogl.  Maj:ts 
Fiuttüä  koostruktioDS»  Korps.    Ücuoa  Afbandliag  tillhör  den  Uög- 
wedcfMrUgeii  fiMtftftlda  LirokaneD  wid  8keppil»}ggeri-lBitilBl«ft 
i  G«rlskr«M.  Garlikm«.  1844.  8:o.  ned  1  planeh. 


Praktische  Mechanik. 


SeliBbett:  Btevtiite  der  MaechiDeolekre.  tte  Abtb.;  Fob  der 
llBaAeitil«|r  fttter  Körper  im  Allgeaieineiiy  vmi  deo  eiofacben  Werk- 
zeugen und  von  den  Werkzcugsm.'iscMnon.  gr.  8.  Mit  35  Stcia* 
tafelD  io  Folio.    Dresden.    1844.    10  Tblr. 

i 

Tbdorle  de  IVquilibre  de  la  vis  a  filet  triangnlaire, 
e«  <^gard  an  frottement.  (Extrait  d'un  trnvail  plus 
etendu).  Par  M.  Steicben,  Professeur  k  TEcole  Alili- 
taire  de  Bruxellet. 

Wahraebeialieb  i«t  dieae  tob  deai  Harra  TarlSuier  aiir  gutipt 
XBgaiaodte  Abdundlung  aus  einem  JoBraal  eatlahBt,  walcbaa 
aber  aasugebeo  ausser  Stande  bin.  6. 

Westpbalen:  ADwendoDg  der  Tarbinen  \m  Veraiaa  m\t  ste- 
he d  den  Dampfmaschinen  beim  Ersteigen,  und  der  Wasserdrackwarke 

beim  Herunterkommen  der  Convois  auf  Gebirgseiscnbahnen.  Ver- 
ffleichung  dieses  Systems  mit  der  Anwendung  der  atmosphärischen 
Eisenbaba  aar  Uakatateiguog  dar  Berge,  gr.  4.  Dresden.  1844. 
14  Tblr. 

Redtenbacher ,  F.,  Pnof.:  Theorie  und  Bau  der  Turbinen  and 
Ventilatoren.  Mit  6  kleinen  und  11  greasen  Tat.  I^z.*8.  Blana- 
bei«.  1844.  7  Tblr. 

Westpbalen:  Ueber  die  Gebirgseisenbabucn  mit  stehenden  Ma- 
schinen und  AnwendiMiff  von  Gegeogewichteo.  gr,  4.  Mit  4  Ittb. 
Beilagen.  Drasdaa.  1m4.  %\  Tblr. 

Majocchi,  G.  A.:    Cenni  storici  iotomo  all*  rlrttra  ■agncilii^a 

cansideratu  cume  forca  motrice.    in »8. 

Walther:  Vorlcgeblätter  zum  Unterrichte  und  zur  Selbstifbang 
im  Mascbinenaeicbnen.  Folio  (12  Blätter).  Augsburg.  1844. 
U  Thlr.  .  ^     "  . 
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Mein:    Hie  neuern  \  eriiesserungeri  am  Mikroskope  nebst  den  . 
81«  bcffleiteoden  Aenderunffeu  in  der  Dioptrik.   gr.  o.  Muacbeo« 
1843.  \  Tlilr. 


Astronomie. 


Bode,  J.  B.:  Anleitung  zur  Kenntniu  des  gestiriiteii  fliBvele, 

herausg'egehon  von  V.  Bremiker,  lOte  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.  Mit  3  Kupfern  und  einer  allg.  Himmelskarte  nebst  traos- 
parcnlem  Horizont.  ,gr.  8.    Berlin.  3}  Tbir. 

Hieraus  fiir  die  Besitzer  frijtierer  Auflagen  beson<ler>i  abgedruckt: 

Nachtrag,  eDthalteod  den  i^auf  und  die  i^rscheinun^en  der  Pia* 
Daten  in  den  Jabren  1844  bie  1854  und  die  Fineternieie.  gr.  8. 
Bbetfdaselbst.  ^  Tblr. 

Frege,  V.  E. .-  i*lanetens}-slem  der  Sonne,  für  Schulen.  12 
Wandtafeln  iu  gr.  Pol.  MeiMon.   1844.   1|  TbIr. 

Ife,  O.A.:  Die  Vorkeuntnisse  der  Astronomie,  Geographie  und 
Naturlehre.  Ein  Lehrbuch  zum  Gebrauch  in  l^lementarschulen  und 
Erziebungsanilalten,  so  wie  aneb  bei  bänslieben  Unterriebt  8. 
Berlin.  1841.  .|  Tblr. 

Wirth,  Dr.:  populäre  Darstellung  der  phvsikalischen  und  ma- 
tbeaiatiichen  Verb&ltnisse  nntorer  Sonne  nnd  ibrer  Planeten.  4 
Basiberg.   1842.  \  Tblr. 

6ny*8  Elements  of  Astronony,  #th  Edition,  onlarged  and  eor« 
rected  tbroogbout,  royal  18ino.  ,1844.  18  plates.  bonnd  6  s. 

Struve:  tlxpedition  chronom^trique  ex^cut^e  per  ordre  de  S.  M. 
I'enperenr  Nieolas  I.  entre  Poulkova  et  Altona  poar  la  d^ensiiiation 
de  la  longitnde  g^OjBfraphiaue  relative  de  l'obserratoire  central  do 
JRussie.  Rapports  faifs  a  lacad.  is^i.  dos  seiences  de  St.  Potoes* 
boorg.   1844.   If  Tblr. 

Ast  runoniseho'Beohachtungen ,  auf  der  Königl.  Sternwarte  zu 
Beriin.  Meransg .  von  F.  Bneke.  ^IMiad.  Fol.  BerPio.  1844.  5  Tfalr. 

Midier,  J.G.:  Boobaebtnngon  der  Kaiserl.  Ünivonititn-Stom« 
warte  sa  Dorpat.  10.  Bd.  (N.  Folgo  1  Bd.)  4.  Dorpat  1844. 

liuetelet,  A.:  Aonuaire  de  foliservatoire  roval  de  Brnzelles. 
.Xleannde.  In.  18.  BrnKollea.  1841.  $  TMr. 
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Physik. 


'  Wicher:  Lehrbuch  der  Physik  für  die  obern  KlasseD  der  Gym- 
Meies  mtd  Mlern  BBmncbvleB.  irr.  8.  Mit  8  Pigurealaliln. 
Brealao.  1844.   U  Tbir. 

Brandes,  U.  W.:  Vorlesungeo  über  die  Naturlehre  für  Leser, 
'deoen  ea  aa  natheMatiaebeii  Vorkeantoisaeii  fehlf.  Ste  renn,  mad 
verb.  Aafl.>  von  C.  W.  B.  Brandes  und  W.  J.  H.  Michaclia.  Mit 
Knpfeni.  3ie  Lieferant.  Lex.* 8.   I^ipsig.   1844.   1  Thlr. 

^   

Menge,  A.:  Pbjiik.  Hit  sahMehan  ie  den  Text  gedmcktcn 
BahiehiiittaB.   8.  Grandeas.   1838.   U  Tblr. 

SoabeiraOf  E.:  Precis  elemcutaire  de  pbjsique.  2iue  editiou. 
8.  Paria.  1844.  6  fr.  50  c 

Majocchi,  G.  A.:  Blementi  di  fisica  per  uso  dcile  scuole  ele* 
neutari  maffgiofi  del  regno  Lomhardo- Veneto.  Seconda  edizione 
eoB  tavola  la  raaie.  la-l.  caa  $  tavole.  MUaao.  1843.  %  61. 

Memoire  sur  la  Constitution  physique  du  Cülorique  ,et  sur  la 
prdCendue  force  r^pulsive.   In- 12.   Reima.  1844. 

Scbwaab,  Dr.  W.:  Versuch  einer  aeaea  Theorie  dar  HagcUbil« 
dung.   8.   Caaael.    1844.   ^  Thlr. 


Vermiscilte  Schriften. 


Ghataaiaati  J.  Th.:  Opioioaa  BOB?ellea  ea  matiire  de  pbysique 
el  4*aitniMBiie.  1b*8.  mm»»  1844. 

Santini,  Franceaco:  Memorie  niatematiche.  Ferrara.  1843. 
1».4. 

Abhandlung  der  raatberoatisch  •  physikalischen  Klasse  der  Kö- 
nig!. Baier.  Akademie  der  Wissenschaften.  III.  Bd.  3.  Abth.  gr.  4. 
Mit  vielea  lilli.  Beilagca.   1848.  Müacbea.  2  Tblr. 

Afbandlin^er,  det  Kong.  Dnoske  Viücuskabernes  SSelskal)«  na. 
turvidenskabelige  og  mathematiske.  lUe  Deel.  Med  28  Tavler. 
gr.  4.  KjabeaEava.  .  1843.  2^  Tblr. 
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Systeme,  Lebr-  und  Worterbflcher. 


Wörterbuch  der  ang-ewandfon  IVlntliematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  hei'ni  Studium  und  Betriebe 
derjeDigen  Wissenschafteo,  Künste  und  tiewerbe,  wel- 
cbe  ADWendvoiireo  der  reinen  Mutbematik  erfordern. 
Zufifleich  als  FortseCzuDg  von  G.  S.  Klügct^s  Wörter- 
buch der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehreren 
Gelehrten  und  L'raktikern  bearbeitet  von  («.  A.  Jahn, 
fir. '  plllloi.  und  Lehrer  der  Metbenetik  in  Leipziir. 
l.%Lut   gr.  8.   Leipzig   1S44.  ä  IS  ggr. 

Rine  ausführlichere  Anzeitfc  dieses  W^erks  scheint  zweckmässig 
bis  dabin  ausgesetzt  zu  werden,  wo  mehrere  I^ieferungen  erschie- 
nen eein  werden,  dn  diceelben  icbnell  anf  einender  folgen  zu  sollen 
ecbeiMn. 


Arithmetik. 


Desmaresf,  Noureaa  trait^  d'arithm^ue.  lu*8.  Com« 
pi^gne.  1844. 

FoMter:  Bieninnte  of  Algebm.  %  Bdition.  London.  1844. 
3  ab. 

Hill,  Ma|r.  &  J.  Prof.  i  Math.:   Prolegoawnn  tiH  brarje  bli- 

fvande  albaiin  itOfbeleUlra.  Land.  1844.  l 
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«  Derselbe:  L'tkast  en  allmäD  tlieorie  för  bioonUkA  inagi* 
«Sni  rStler  siwiiii  grund  för  ile  trigoooBietiiika  fobctioiicraM  «Ige- 
briiiska  Iittrledoioff  saoit  lötntoff  af  cuaua  irrcdacibilis.  Laad. 
1844. 

SannluDg  von  Beisjiieleo  und  Aufgalieo  aua  der  all« 
gemeinen  Aritbmetik  aod  Algebra.   Fnr  GymaafieD, 

bare  Bürgerschulen  nad  («e  werbscli  u  I  en  in  syütemati- 
aclu-r  Folu:e  bearbeitet  von  Rdiinrd  II  eis,  OlnTjehrer  der 
Alatheinutik,  Physik  und  riic  iti  i  e  an  der  com  binirteo  bö- 
keruu  Bürger-  und  P rovi  uc ial -  <« ewerbacbule  zu  Aacbea. 
Dritte,  vermehrte  Anflage.  Köln.   1844.  8.   1  Tliir. 

Von  diesem  ausgezeirbneten  Schulbuche  wird  in  einem  der 
nächsfen  H*fte  ciae  nusführlicliere  lieurtheilunif  geliefVrt  werden, 
weshalb  jetzt  die  vorlaufige  Anzeige  von  dtm  l^rscbeioea  der  drit- 
ten vermehrten  Aufluge  desielben  genügen  mag. 

Grundriss  der  höheren  Analvsjs,  H eransgegehen  von 
Jo8e|ih  Salomon,  i>.  «v  Professor  «Irr  iresamniteu  reinen 
Mathematik  am  k.  k.  iiolvtechoischen  Institute  in  Wien. 
Wien.   1844.  8^  3  Tbir. 

Dieses  sehr  deuClieb  geschriehene,  und,  besondere  in  Bezog 
auf  das  Piililikum,  fiir  welches  es  he«inn(l<'rs  bestimmt  ist,  ziemlich 
vollständige  und  reiciihaltige  Lehrbuch  der  sogenannten  Aoalysis 
dea  Kodlicben,  der  Differenzialrcchnung  und  der  lutegralrtcliBBBg, 
ist  weder  ftanz  im  Geiste  der  alteren,  noch  gaas  im  Gaitta  dar 
neueren  ßchandlungsmethnde  der  Anuivsis  verfasst,  sondern  es  fin- 
den sich  vielmehr  in  demselben  beide  Meihndcu  mit  «inander  ver- 
einigt, was  wir  in  Rücksicht  auf  dua  Publikum,  für  welcbea  der 
Vernisser  anaäclitt  gescbriebea  hat,  nur  vallkamaicn  billigan  kte* 
neu,  da  z.  K.  die  Meibode  der  unbeslinimten  Caefficienlea  bd  «llea 
ihren  l'iivollkitmmenheiten  dem  Praktiker,  dem  es  oft  wenisr^r  auf 
die  iHethodc  an  sich  ,  als  vielmehr  auf  «lie  Auflindung  eines  Resul- 
tats ankommt,  in  vielen  Fallen  vorlreß'iiche  Dienste  leisteo  kann. 
Ilabei  bat  aber  der  Verfasser  die  Davollkaaiawalieiten  def  iMcraa 
Metboden  dorclians  nicht  verschwiegen,  »andern  vielmehr  nicbt  an* 
terlassen  ,  an  geeigneten  Stellen  besonders  auf  dieselben  hinzuwei- 
sen, und  die  neueren  Methoden  keinesweges,  wie  dies  leider  nur 
na  aft  noch  geschieht,  ignorirt,  sondern  denselben,  so  weit  es  sd« 
nen  nXcbslen  Zwecke  angemessen  und  entiprecbend  war,  mit  Recht 
eine  ganz  besondere  AuTmerkKanikeit  geschenkt,  sich  daitei  auch 
«cihst  als  einen  mit  den  ^'rossen  Fortschriiten,  welche  die  Analysis 
in  neuerer  Zeit  namentlich  in  B«  ziehung  auf  strengere  theoretische 
Begründung  gemacht  bat,  vollkommen  vertrauten  €M»iehrten  geneif^ti 
Daher  findet  man  denn  in  dirsem  Werke  so  Manches,  was  man  in 
vielen  anderen  neucrm  Werken,  gelbst  in  sjiliiion,  die  eine  bloss 
theoretische  Richtung  verfolucn.  vergebens  sucht,  wie  z.  B.  die 
Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Heiheo;  die,  wenn 
ninn  bei  eigenen  tlntersucbungen  vor  Febltehlissan  gesichert  sein 
wUl,  so  wichtige ti  Rrdingungeo  der  Ckglneh^it;  die  eben  so  wich- 
tige Lehre  von  den  Mitielfrrössen ;  eine  genauere  Theorie  der  ima- 
ginären (^rossen;  eine  sehr  gut  durchgeführte  allgemeine  Theorie 
dar  Gleichu^en,  n.  A*  als«  natiirlicb  auch  dea  wicbiigea  Satz, 
dasi  Jede  Gleichung  alt  beliebigen  reellen  adcr  ter  '  " —  ^--^ 
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cieoten  ituiuer  weaiffsteos  eioe  reelle  oder  ioia^j^itiäre  Wurzel  Toa 
der  Form  p  ^l/—  1  bat,  auf  welchen  an  Ende  Alles  ankoinrot^ 
und  auf  den  die  gante  Theerie  der  Gleiehmge»  »le  ihrer  eigeel« 
lieben  Basis  ruliet,  ohne  ZubnlfenahmR  andt^rireitig^er  HülfsmHlel 
rein  algebraiccb  bewiesen:  die  g^rhöri^e  BerücksicliticfUDsir  der  Reste 
oder  Krgäoznngen  der  Ta^ior'ücljen  und  Alaclauria^scben  Reibe, 
nd  vielee  Aodere,  was  liier  beeosdeN  Mmliefl  sa  auwIieB  rae  der 
Raun  feblt.  Aach  die  Integral  rech  n  uns:  ist  >n  binreidiender  Aus« 
fiibrlicbkeit  behandelt,  und  vielen  Abschnitten  ist  eine  grössere  An- 
sebl  iweckmäpsig  gewählter  üebungsb^piele  beigeliiffu  Ueber  die 
Aswtwiluig  Oer  Aeelyehi  eitf  die  Geonetrl«  i»m  der  Herr  Vm« 
freier  eis  eigenes  I^brbuch  hernuszuireben,  weebnib  dieselbe  im 
vorliegenden  Werke  keine  Uerücksichtig-unpr  gefunden  hat. 
Wir  glauben  in  der  That,  so  viel  eine  für  jetzt  natürlich  we- 
niger iea  Kiazelne  gehende  Durchsicht  des  Werks  dieses  Urtheil 
•  tu  begründen  im  Stande  ist,  Praktikere,  welche  der  Annljsis  ein 
strrngrs  und  ernstes  Studium  zu  widmen  gedenken,  sich  dabei  aber 
auch  nicht  zu  weit  über  den  Kreis  der  nächsten  Hraucbharkeit  und 
Nützlichkeit  hinaus  bewegen  wollen,  gegenwärtig  kein  besseres 
Lehrbueb  nie  daa  vorli«gen<le  enpfelklen^u  kennen.  nancntUeli 
wenn  ihnen  dabei  der  Rath  eines  schon  mit  der  Wissenschaft  mehr 
vertrauten  Mannes  zur  Seite  steht.  Denn  der  Herr  Verfasser  sagt 
selbst,  dass  er  das  Buch  mehr  zu  einem  Lehrbuche»  als  für  den 
Selbatnnlerricbt  bestiaimt  habe,  obgleich  der  Vortrag  aoa  eo  deut- 
lich scheint,  dass  ein  <  inigermasacn  fähiger,  mit  den  tülementen 
gehörig  vertrauter  Kopf  schweilich  liniilig  auf  Scliwierigkrifen 
Btossen  wird.  Was  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede  über  den 
Unterricht  roa  Praktikern  und  Teobnikern  sagt,  unierschreiheo  wir 
Ua  Tollster  Ueberzeugung,  nnd  dae  vorliegende  Werk  ist  seiner 
ganzen  Anlage  nach  der  beste  und  nugenfalligste  Itcweis,  dass  bei 
dem  Unterrichte  ituf  dem  |iolyteclinischen  Institute  in  Wien  keines- 
wegs ein  solches  Abrirhtungssystem,  wie  leider  noch  zu  oft  auf  an- 
deren Anstalten  fthalicber  Art,  brfol^^t,  eondem  die  freie  aber  etrengn 
Wissenschaft,  wie  ihre  Natur  es  nicht  anders  zuIHsst,  auch  streng 
wissenschaftlich,  aber,  wie  es  ebenfalls  recht  und  zweckgemä^s  ist, 
nicht  ohne  sorgfältige  stete  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  im  Le- 
ben nnd  niebt  To  ainn  nnbeetiainite  Wailn  bltftln»  bebwidcit  ^nL 

Sammlung  ansgewähtter  allgemeiner  Formeln,  Bei- 
spiele und  Aufgaben  aus  der  Differenzialrechnun$2r  und 
deren  Anwendung  auf  Geometrie.  Ein  Hülfsbuch  für  Leb- 
rer  nnd  Sebiler  an  höheren  Uoterricbteanetalten.  Her- 
ausgegehen Ton  Dr.  C.  H.  Schouse.  Mit  einer  Figuren.« 
tafel.  Brnanaebwnig.  WA.  S.  Pr^ie  dea  Gänsen  1  Tbir. 
8  ggf. 

Fortsetzung  -von  Literarischer  Rericht.    No.  XVL    S.  242. 

XVI.  Von  den  Spiralen  oder  den  auf  l'olarcuordioaten  beza- 
genau  ebenen  Garten.  XVII.  Singnlira  oder  beeoadera  merbwür- 
d%n  Pmkie.  Will.  Bcoebreibaa|r  «bener  Curven.  XIX.  Diffe. 
renziirong  der  Functionen  mit  mehreren  Veränderlichen.  XX.  Ii^li- 
mioation  willkührlicber  Constautcn  und  Functionen.  XXi.  Kei- 
beaentwlekelang  der  Fnnctioaen  vnn  «elirer««  «nalbiogigeo  Ver* 
todtilitbtik  (OinMf  Abacbail«  «albilt  fir  Fnnctionnii  pit  pabfMWi 


Dlgitlzed  by  Google 


S04 


Tcränderlichen  Grössen  die  Taylor'sche  und  .Moclnarin'schc  Reihe, 
80  wie  ferner  die  Lagrange'äcbe  und  Lapiace'scbe  Reversionaformei  j 
aber  noeh  weniger  bei  dem  Tayler'tebeii  umd  Haehuiria'sebM 
Satze  für  Functionen  mit  einer  veränderlichen  Grötse  findea  atcfc 
liier  Heispiele  für  die  Reste  der  in  Rede  stellenden  Reihen,  mit 
gehöriger  Beziehunp:  auf  deren  Converp^enz  und  Divergenz,  was 
wir  für  einen  aehr  fühlbaren  und  wesentlichen  Mangel  dieier  Schrill 
balCeo,  da  dieaelbe  aar»  weaa  aaf  diäte  Gageaaläade  f^elifibreadl 
Rilckswbt  genommen  worden  wäre,  als  dem  neueren  Zustande  ub4 
dea  neueren  Fortschritten  «icr  Wissenschaft  entsprechend,  und  die- 
selben gehörig  würdigend,  betrachtet  werden  könnte,  worauf  schon 
bei  der  Aazeige  ibrer  ersten  Hilfte  biagewieaea  wordea  isiK 
XXU«  Maziaia  und  Minima  der  Functionen  mit  mehreren  aaabbte« 
gia;en  Veränderlichen.  Will.  Krumme  Flächen  und  Curven  voo 
doppelter  ürümmuog.    JIlXIV.  Vermischte  Beispiele  aad  Aufgaben. 

Wallaoe:  PracHeal  Matheantieiaa'a  Poekat  Gaida:  a  aal  «f 
Tables  of  Logaritbms  of  Numbers,  and  of  Lagantbak  Stoaa  as4 

Tan(2:euts;  with  other  useful  Tables  for  Fngineers,  Surfayoia,  II»* 
cbaoics,  etc.  dlimo,   Ijoodoo.   1844.   bound  1  •.  6  d. 


tieometrie. 


Müller,  F.  H.:  Erster  Cursus  der  (ieometrie.  Von  den  sjera- 
den  Linien,  welche  nicht  einen  Haum  einer  ebenen  Fläche,  in  wel- 
cher sie  liegen,  auf  allen  Seiten  begränzeo.  irr.  8.  Frankfurt  a.  M. 
1844.  cart  iTbIr. 

Unger,  Dr.  E.  S.:  Der  erste  Unterricht  in  der  Geometrie.  Eia 
Leitfaden  zur  Kntwickelung  und  Uebung  der  Fassungskraft  der  Jn- 

Send.    Für  die  Lehrer  der  Volksschulen,  so  wie  für  diejenigen, 
ie  sich  selbst  nntarnchten  wollen.    Nach  einer  eigentb&BlMMa 
Melbode  baarbeiteL  gr.  &  EtSott  1844.  |  Thlr. 

Percin,  J. :  G^om^trie  simplifi^e.  3ieme  Edition.  Avec  4  plaoch. 
12.  Naaet  1844. 

Lam^-FIeury:  La  p^t^oaidlria  racoDtde  aus  aa&aCt.  Patit-18. 
Bruxelles,  ^  Thlr.  1844. 

Hill,  C  J.S  Gaaatae  tbaoriaai  Haearaai  pafallelarMi  ttabiliMidi 
ptaecipui,  quos  reccnsuit  aoTiwMe  aapafatmzil  faadaMaatia  alaae 
aaut  Lundae.  1844.  4. 

Labrbaeh  dar  Stereonetria  fttr  Sebalea.  Von  Dr. 
Aagaal  Habart,  Obarlabrar  dar  MatboBstik  «ad  Pbyiik 
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an  der  KöDiglichen  Re«Isohule  zu  Berlio.  BerÜD.  1844. 
S.   8  ggr. 

Ein  deotlkli  gviehriebtBM  ganz  kuraea  Laliriweh  flbar  di«  Ele* 

mente  der  Stereonetrie.  Von  den  Pulyedero  im  Allgemeinen  hätte 
immer  etwas  beigebracht  werden  köuoeo;  namentlich  hätte  wohl 
daa  Eoler*sche  Theorem  nebst  seinen  wichtigsten  Polgeruogen  auf- 
genommen zu  werden  verdient,  da  dasselbe  sich  jetst  m  einfach 
und  leicht  beweisen  lässt.  Nicht  ganz  billigen  können  wir  es  tihri- 
gcos,  wenigstens  für  den  Schulunterriclit,  dass  der  \  erfasscr  in  der 
S^tereometrie  schon  trigonometrische  Betrachtungen  zu  Hülle  nimmt. 
Frailich  ab«r  kaaa  diea  mit  iniaarai  Bioriebtangen  der  Selml«,  iftr 
welche  daaBaeb  innächst  bestint  iit»  aagMiätBliftogwi  and  imrck 
dieaalbaii  geraehtfartigt  werden. 

Grpetmttn,  Ham.:  Die  WieMnacliaft  der  eKteaiifea  GrStae, 

oder  die  Ausdchnung:s1ehre;  eine  neue  mathemotische  DiieifKik 
Istcr  Th.  A.  u.  d.  T.:  die  lineare  Ausdebnunc:slelire,  ein  neuer 
Zweiff  der  Mathematik,  durch  Anwendung  auf  die  übrigen  Zweige 
der  Mathenatik,  wie  aaeli  aaf  die  Btatik,  Meekanik^  die  Lehre  wom 
Magnetismus  und  die  Krystullonanie  erlttntert  gr.  8.  NelMtlTat 
in  4.    Leipzig.    1844.    2  Thir. 

(Diese  Schrift  ist  jetzt  noch  nicht  in  unsere  Hände  gelangt, 
aekeint  aber  eine  ausfübrlichere  Anseige  an  verdienen,  die  später- 
hin gegeben  werden  wird.) 


Prakfische  Geometrie. 


I^angsdorf,  G.  W.  v.:   Grnndriss  der  Geodäsie.  Ste  Anflage. 

Mannheim.    1844.    12  ggr. 

(M.  s.  Literar.  Bericht.   No.  XliL   S.  197.) 

Löwener,  H.;  AnfangtfrrBnde-  des  geometrischen  2eicbnens 
für  die  unteren  Klassen  der  Volks-  Qod  Gewerbescbulen«  4.  (3|  lilb. 
Bogen.)  Dorpat.   1844.   10  ggr. 


Praktische  Mechauik. 


Demrae,  A.  V.:  Der  praktiselie  Maschine  nbaner.  16.  IT.  Llc« 
femng.  &  Hit  M  Taf.  Abbildnngen.  avedlinbnrg.  1844.  5iTblr. 

Dcscription  des  machines  et  proc^d^s  consigncs  daas  iea  brevets 
d*iii?ention»  de  ferfeetionnoHent  et  dHaiportation  doiit  la  dnrie  est 
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ex(iir^e,  et  daos  ceux  dont  !•  d^h^aoce  a  4t4  pronooc^;  publik  par 
les  ordres  de  M.  le  ministre  da  commerce.  Tome  SS.  4.  Are« 
33  plMchM.  Pwif.  18U.  1&  fr.  ^ 


Afitrouomie. 


HartMsra»  ürub.  Dm  WuMenewinliMte  aiM  4ar  Hii 

künde  uod  natiiematiscbeD  Geographie.    In  allf^eatiB  feasliclier 

Darstellung-.  2te  verbesserte  und  vermehrte  Auflaj^e.  gr.  S.  Mit 
21  liib.  Tafeln  nebüt  2  Sterncbärtcben  mit  bewegiicbem  Uorisoat. 
Leipzig.   1844.    1  Thlr. 

Gdom»  a  X:  Trait«  Maataira-da  la  aabbra.  4m  4ditiam. 
Paria. 

Berliaar  aalroaaaiiaebea  Jabrbncb  fir  1847.  Mit  GaaabmifpiBf^ 
der  Königl.  Akadaaia  der  WiMeoschaften  herausgegeben  vom  Kö» 
Diglicben  AatroBOBTan  atc.  Bittar  J.  F.  Kaaka.  gr.  &  1S4I.  Mim, 

21  Thlr. 

GaBDaiBiaaca  daa  taaii  ao  daa  movFemeaa  cfleataa,  k  l'aaaga 

des  astronomes  et  des  navigateurs,  pnur  Tun  1S47.  Pablida  par  la 
baraau  das  Loagitadea.  8.  Paris.  1844.  5  fr. 

Nicolai,  C.  H.;  Wegweitar  dareb  daa  StaivaabiaiaMl  a4ar  Aa* 

leitung  auf  leichte  Art  die  Sterne  am  Hiaimel  Hadaa  aad  kaaM« 

XU  lernen.  Für  Gebildete  jedes  Standes.  3te  völlig  umgearbeitete 
und  mit  einer  neuen  Sternkarte  versehene  Auflage.  8.  Leibaig. 
1844.   i  Thlr. 

Ziemann:  Grosse  Wand-  und  Deckenkarte  daa  Bördlichen  ge- 
stirnten Himmels,  nach  Stieler,  Bode  und  Littrow  gezeichnet,  Tür 
Schulen  und  Privatgebraucb  berausgegebeD,  4  Blatt.  UaUe»  1844. 
1  Thlr. 

Geschichte  der  Astronomie  vom  Anfange  des  neao- 
zehnten  Jahrhunderts  bis  zu  l^nde  des  Jahrs  1842,  voa 
G.  A.  Jahn.  Zweiter  Band.  Leipzig.  1844.  8.  2  Tblr. 
16  gffr. 

Dieser  zweite  Band  ist  ganz  in  derselben  Weise  varfosst,  wia 
der  im  Literarischen  Berichte.  No.  \V1.  S.  219.  angezeigte  erste 
Band,  so  dass  das  Werk,  wie  dort  Bclmn  erwähnt  wurden  ist,  we- 
niger als  eine  eigentliche  Geschichte  der  Astronomie,  als  vielmehr 
ala  ain  Rapertorinn  dar  wiebtigsten  Erscbeiauagea  aaf  dan  Falda 
dar  Astronomie  in  dem  auf  dem  Titel  genannten  ZeitrOMsa  sa  Im* 


ge 

trachten  ist,  aus  welchem  Gesichspunkte  dasselbe  daher  avcb  aar 
beurtheilt  werden  darf;  und  in  dieser  Beziehung  ist  seine  Nütz- 
lichkeit fiir  viele  Leser  nicht  zu  verkenneD.  Der  vorliegeoda  iweite 
batrilR  diaPixataraa,  «ad  samr  dia  FuutanMWlalaca»  Ahaa- 
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ratiun,  Nvtatim  und  rräcewion,  eigene  Bewegnoff  «od  Parallaxe 
der  Fiseteree»  Sterecliertte  iie4  BiaiaeieglebcB,  4ie  Doppeltterne, 

Strrnliaufcn ,  Nebelflecke,  u.  s.  w.;  feroer  astrononisclie  Ge-> 
p^enstntide  vermischten  Inhalts,  nämlich  die  Rcfraction,  Schiefe 
der  l^kliptik,  tteographische  Länfj^en-  und  Ureitenbestimoiuogeu, 
Theorie  der  ParallaxesrediDung-,  SterobcdeckuogcD ,  Sonnen-  and 
Mendfintlernisse ,  MondscttlmiD<iti<inen,  Chronümetrisclie  Längenbe- 
atimmung  durch  Piilversisrnnle,  .Methuden  zur  üestimmunij^  der  Zeit 
uod  Pulhöhe,  InterjiolutioD ,  WabrscbeiBlichkeitsrecbDuog,  Stern- 
te1inup|)en;  dann  attrononiiscbe  Geographie,  und  mwerlSrad« 
messun^cD,  kritiselie  Dntertucbunp^cn  über  ältere  GradBessuogeo» 
Pendelbeobachtungen,  Gestalt  der  fe)rdc  zufolge  astronomisrher  Be* 
8timraun|B:cn ,  andere  die  Theorie  uod  Praxis  der  astronomiscben 
Geographie  betrelVeude  Arbeiten.    Deu  Scblusa  dieses  Bandes  bildet 
ein,  wie  es  scheint,  miemlicli  vollständiges  alphabetiadi  geordnetes 
Verzeichniss  der  Sternwarten  und  der  auf  deniielben  tbätigen  Astro» 
nomen,  nebnt  Angabe  der  auf  diesen  Anstalten  sich  Gndenden  wicb> 
tigstcn  Instrumente.   Die  Aozukl  der  aufgesäblten  Sternivartea  be- 
trägt nngeflihr  aennslgy  «nter  denen  lieli  ober  freiUeh  viele  fßtmn 
nnhedculcnde  und  längst  veilirliollene  (Inden.     Duss  ei*  lelclies 
,  Verzeicliniss  nicht  cranz  ohne  Fehler  uod  uhne  Auslassungen  sein 
kann,  wird  jeder  Billigdenkende  gern  zugeben.   Auttallend  ist  es 
ona  gewesen,  dasa  bei  Bretten  fiilaebliw  t.  Bio  In  nlaDireetor 
der  Sternwarte  angegeben,  und  v.  Boguslewaiti^a,  der  doch  all 
Vorsteiier  der  dortigen  Sternwiirtc  bekannt  genug  ist,  mit  keinem 
Worte  gedacht  wird.    Vielleicht  beruht  dies  aber  auf  einer  blossen 
Namensverwecliüelung.    Ferner  ist  es  u.  A.  anfTallead,  dass  sieb 
über  die  neue  unter  Herrn  duetelet'a  Leitung  erbaute  Sternwarte 
zu  Brüssel  mit  Ausnahme  einer  ganz  kurzen  Notiz  über  die  Be- 
stimmun<^  der  Breite  derselben  ^ar  nichts  findet.    Hatte  der  Herr 
Verfasser  sich,,  wenn  ihm  die  nöthigen  Nachrichten  fehlten,  ua 
Herrn  Qvetelet  gewandt,  so  wiirae  derselbe  ibni  mit  wiiBw 
bekannten  f^rossen  Bereitwilligkeit  gewiss  alle  gewünschte  Aus- 
kunft ertheilt  hüben.    Auch  scheint  es,  was  wir  hier  nur  bei- 
läufig erwähnen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  unter  mehreren 
nnderen  eine  <|nelle  gar  niebt  gekannt  bat,  nva  weleber  er  viele 
ontxlicbe  und  höchst  interesrante  Naebrichteo  über  Sternwarten  nn^ 
Astronomen  hätce  scliöpfen  können,  nämlich  die  Co r r espo n dance 
math^matique  et  physique  publice  par  A.  Quetelet.  in 
dieser  Zeitselirift  6nden  sich  u.  A.  folgende  Anfsitxe.  T.  I.  p.  67. 
Extreit  d^un  mppert  aar  la  furmation  d'un  ohservateire  dans  le 
royaumc  des  Pays-B»s.  —  T.  III.  p.  N5.    Deacriptions  des  obser- 
vatoires  priucipaux  d^Allem<igtic.    p.  90.   Note  sur  Pobservaloire  de 
Bruxelles.    p.  236.  Inslrumens  destio^s  ä  Pobservatoire  de  Bru- 
»ellea.      T,  IV.  p.  313.   Deacriptions  des  priedpa»  ebaerveleirea 
d*Angleterre.  —  T.  V.  p.  58.    Descriptions  des  observatoires  d'An- 
gleterre.    p,  266.  Cnnstructinn  d'un  nouvel  oliservatoire  de  Geneve. 
—  T.  \  I.  p.  126.    Notes  extraites  d'un  voyage  scientifiqne,  fait  en 
Alleeiegne'peBdant  Pdid  de  ISSft.    p.  1dl.  Bin*  lee  ebserveteiree 
de  rAllemagne,  2e  nrticle.    Nelet  extraites  il'un  voyage  fait  es 
AHemagiie,  3e  article»  Mehreren  dieser  sämmtlich  von  Herrn  Que- 
telet  vetfassten  Aufsätze,  aus  denen  der  Herr  Verf.  miiDche  Nach« 
träge  SB  teinea  verdieostlicbeo  Verxeicbniue  wird  enteebMen  kfo- 
Bta»  ilftd  GmdHaie  md  Aitfrieie  der  Stonnverle  belfegebea. 
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Im  Allf^emeioen  müssen  wir  noch  btaerkeo,  da«^  iu  eioige» 
Partieen  das  W«rk  «•  einer  gewuseo  OnvellseftodiKkeit  IcMct 

Deno  wie  es  z.  B.  kommt,  dass  unter  dem  Artikel  Pendelbe«ked> 
tnngcn  S.  191.  —  8.  200.  BesseTs  wichtiger  Arbeiten  über  diewn 
(jegenstnnd.  so  viel  wir  weuifirsteos  finden  können,  g-ar  keine  Er- 
wähnung ffetbaa  wardctt  ist,  listt  liek  aehwer  erklären  ,  da  M 
Beaael*a  Uotersucli u n^e u  über  die  Läng-e  dea  eiofaebca 
8e€U  n  (I  p  n  p  e  n  d  e  I  s  im  Jalirc  1828  erscbieneD  sind,  und  olso 
in  den  Zeitraum  j^eliöreo  ,  welclipn  der  \  erfasset  iu  seinem  Werke 
umfttssen  wollte.  (Jeberbnupt  scbeint  sieb  derselbe  zu  seLr  bloss  ss 
die  aua  Joaraalen  ffeweaaene  Ausbeate  gehalten,  nod  grSsssn 
Werke  weniger  berürksichtigt  au  haben.  Denn,  um  nnr  eins  aan- 
fiibren.  so  but  der  Verfasser  z.  B.  in  dem  der  tieodäsie  g^ewidmetpo 
Abschnitte  nur  des  llnterzeicbncten  t^l erneute  der  ebenen,  sphä- 
rischen   und    spbäroidiscben    Trigonometrie.  Leipzig. 
1837.  in  einer  Note  erwähnt,  das  grössere  Werk  desselben  ahsr: 
8|»häroidi8che  Trigonometrie.    Berlin.   1S33.    4.,   in  ireJ- 
chem  alle  hierher  gehörenden  Lehren  mit  der  grösstcn  Vollständig- 
keit  zu  entwickelu  und  in  ein  strenges  Wissenschaft licLes  System 
au  bringev  versucht  worden  sind ,  gaut  anheriicksichtigt  gelassen. 
Kben  so  wenig  finden  wir  nuf  S.  205.  neben  Puissant*«  Traittf 
de  G^odi'sip   auch   Oriani's  Element!  di  Trigonometria 
sferoidica.    Boloirna.    1N06.   4.,  Thune's  Ten  (amen  circa 
Tri gu uu metria m  äpbae  r  oidicam.  Uauuiae.  1815.  4.  und  liie 
wichtige  Abhandlung  von  Gauaa:  Diaqnisitionea  geaerales 
eirea  superficies  curvas.  Gattiugaa,  1828.  4.,  weTcbe  Scbrif* 
tea  alle  rar  dia  höhere  Geodäaia  ?on  groaser  Wichtigkeit  aind,  er- 
wähnt. 

Dessenungeachtet  ist  aber  in  dieser  Geschichte  der  Astrono«ie 
Vielea  gasauMaelt,  waa  fär  diejenigen,  deoea  ein  unailttalharar  Za- 
gang  SU  den  Quellen  nicht  gaatattet  iat,  ycd  Wichtigkeit  uad  la- 
tereaae  sein  musa.  6. 


Physik. 


Meies,  F.  G.;  Naturlehre  für  BUrger«  und  ^'olksschuleo,  §• 
wie  für  die  untern  Klassen  der  GymnnHien.  6tc  Aufl.  Dnfchgcsa> 
hen  von  Dr.  E.  F.  Angost.   Leipzig.   1843.   |  Thlr. 

Pouillet^s  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  für  deuliche 
Verhältnisse  frei  bearbeitet  von  Dr.  J.  Müller.  I3te  Lief.  d.  2. 
Schluss  des  Werks.  Braunschweig.  vl844.  gr.  8.   12  ggr. 

Btlingahausen ,  Andr.  t.s  Anfangsgrunde  der  Physik,  gr.  8> 

Mit  5  Kupfertafeln  in  ^Fol.    Wien.    1844.   3  Thlr.  8  m.  i 

(Das  Werk  ist  nun  vollständig  enchieneo.  M.  a.  Liltnasehcr 
Bericht.   No.  XV.   S.  237.) 

Otifier,  €L  F.:  Pkysiqne  Mtlle»  npoid  4m  priadpMx  phd« 
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Dom^nes  (ie  la  nature,  reoferiaaiit  une  m^t^ologte  fidmeatoire, 
c'eat  •  ii  -  (iire  TexplicaHo«  des  CMMs,  qui  prodniMBt  !•  vent,  les 
naam«  roide«  la  gtlda,  la  plaia,  ia  neiffe,  la  grdie,  la  CoBaerra, 
les  ecbos,  etc.  et  un  g^rand  nombre  d^experiences  faciles  sur  Teau, 
le  feu,  Tair,  reloctricit«  et  Ie  roagD^tisme;  extrait  des  Berits  ies  plus 
eatiai^,  aar  cette  mutiere.  Ouvrage  r^ellemeot  tfl^nentaire  et  a  la 
portda  4ai  plaa  ja«a«a  dlbraa  des  eolleges  et  des  iastiintiaai.  TVai« 
ate»  «Utiaa,  mM  at  cairi^.  Id.12.  Puu.  1844.  1.  50. 

Gasbridga  caurse  of  Eiemeotary  Natural  Pltilosoubyi  baing  tbe 
daaaailratiaaa  af  tha  PraiMaltlaaa  ia  MaaliBaies  aad  Hydraatatiea, 

ia  wbich  tbose  Persoos  wbo  are  DOt  Candidates  for  Uonours  ara 
examioed  für  Um  Dagraa  af  B.  A.  3d  aditiaa.  12aia.  Caaibridga. 
1844.  4  sb. 

Whataon,  T.:  Lectures  od  tbe  principlei  and  practice  of  phj- 
lie  at  Kiaga  Callaga,  Laadaa.  2  ?oia.  Laadaa.  IW.   1  L.  14  sb. 

Kleine  bygroaietrische  Tafeln  für  die  Beobacbkung 
daa  Ptychromalari.  Gittiogen.   1844.   Id.  i  Tblr. 

Diese  kleinen  vod  Herrn  Professor  I^isting  cn  Göttingeu  ber> 
ausgogebeoen  by^rometriscIieD  Tafeln  scheinen  uns,  so  weit  wir, 
ohne  dieselbeo  sciioo  iaogere  Zeit  wirklich  gebraucht  zu  haben, 
■fftbailaa  kftaaaa»  daa  Baoaaebtem  daa  PaycbroMetara  Babalb  dar  Be- 
racbaung  ihrar  Baabacbtnagaa  recht  sehr  zu  empfehlen  zu  seio.  Sia 
sind  sehr  compendiös  und  können  jeder  kleinen  Logarithmentafel 
bequem  beigebundeu  werüen.  im  Wesentlichen  kommen  sie  mit  den 
grösierea  Stierlia'Mbea  Tafeln  (BülfiitafBlB  aad  BaitrKga  inr  naaa- 
ren  flygrometrie.  Köln.'  1834.  Taf.  III.,  IV.,  UL)  iiberein.  Sia 
sind  für  metrisches  Maass  und  Centesimalgrade  eingerichtet,  wie  es 
BBS  scheint,  ßwz  mit  Hecht,  da  es  wenigstens  jedenfalls  ssbr  wün* 
scbenswartb  ist,  dasa  diasa  BiotbailiuigaB  uanar  ia  ailgaaaineren 


Versuche  über  Magnetketten  und  über  die  Eüscen- 
Schäften  der  Glieder  derselben,  besonders  über  jene, 
walche  ihnen  angewöhnt,  adar  aaf  soaatiga  Weise  will- 
Icührlich  ertheilt  werden  können,  von  Dr.  J.  B.  C.  Hes- 
sel, Prof.  der  Mineralogie  und  Technologie  zu  Marburg 
B.  8.  w.  Ein  auch  für  i^aien  interessanter  Beitrag  zur 
Labra  ^aa  dar  siagnatisebaB  AaaiabBair  nad  TrasKraft. 
Harburg.   1844.   8.   1  Tblr.  16  ggr. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  den  l*hysikern,  besonders  auch  Leb- 
rara  aar  Benutaunsr  für  die  bei  ihrem  Unterrichte  anzustellenden 
Vanaeba  an  aaimUaada  Schrift  spricht  sieb  selbst  ia  dar  Varrada 
über  dieselba  au  falgaada  Art  aus:  „Jeder  Kenner  magaetiiabar 
Erscheinungen  weiss,  dast  Ober  die  Gesetze  des  Feslhaltens  zwi- 
schen einem  Magnet  und  einem  Biseastück  die  Wisseosciiaft  noch 
iLeioeswegs  im  klaraa  ist.  —  INa  hier  aatwickelten  und  durch  Ver« 
suche  nachgewiesenen  Gesetze  für  die  Erregung  magnatiseber  Krall 
in  einem  Eisen*  oder  Stahlstück,  auf  welches  ein  Nagnet  wirkt,  so 
wie  jene  fUr  die  ürregungsvermehrung  beim  Aufeinanderwirken  von 
Magneten,  scheinen  daher  die  Aufmerksamkeit  der  Physiker  zu  Ter« 
4laBaa.  Daaa  vaa  diaMn  Oaaatiaa  Jana  GaaatM  abbäagaa,  dia  IBr 
T.  SS 
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die  Bildung  von  Magnetketten  und  für  ihr  Zerreissen,  mitbin  aucb 
för  das  Vestbalteo  oder  Ht  das  Zerreiasen  der  sweigliedrigen,  wom 

einem  IHap^nele  und  seinem  Anker  gebildeten  Kette  gelten  ,  ist  von 
selbst  einleurlitcnd.  I)n  sehr  viele  der  Versticbe,  welcbe  bier 
erläutert  werdeu,  etwas  L'eberruschendes  buben  und  dabei  dock 
leicbt  asgeatellt  werden  kSnnen,  aieb  nlto  gans  Torsüglieli  dann 
eignen,  nm  in  Vorleamigen  über  Pby"ik  angestellt  zu  werden:  so 
lässt  sich  erwarten,  dass  durch  nie  die  Aufmerksamkeit  der  Physi- 
ker aucb  auf  diesen  Tbeil  ihrer  Wissenscbutt  rege  gemacht  werde. 
Mnnehes  wae  icb  ■ocli  aiclit,  oder  oor  unfoN kommen  tn  erküren 
vermochte,  wird  dann  bald  deotlieber  erklärt,  vielleicht  anch  wohl 
Einzelnes,  durch  f^enauore  Ve^ncbe  als  dir.  welclie  ich  nnztistellen 
vermochte,  berichtigt  werden**.  — >  Wir  empfeliien  diese  Schrift  na- 
mentlich aus  dem  unmittelbar  vorher  angegebeuen  Grunde  nochmals 
den  l^^brern  der  Pbjiik  aar  Berflckaiebtiguug  beim  pbyaikaliacbaB 
Untarricbte. 


mit  deraelben  angoitellte  Beobachtaogen  Von  Dr.  W.  Tb. 

Caaselmann.    Marburg.    1844.    8.    16  ggr. 

Am  Ende  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,.ln  ihrer  jetzi- 
gen Gestuit  wird  die  kohienxinkbalterie  jedem  andern  ähnlichen 
Apparate  an  die  Seite  gestellt  werden  mSsaen,  nod  namentlieb  der 
Plalinsinkbatterie  ihrer  grössern  Einfachheit  wegen  rorawriebea 
sein,  znmal  da  sie  selbst  in  kleinerer  Form  allen  zu  Wissenschaft- 
liehen  Uotersncbuogen  erforderlichen  Bedingungen  vollkommen  ent> 
apricht". 

Neue  Beiträge  zur  Chemie  und  Physik  von  Dr.  G.  W. 
Osann.  Mit  gu  I  v  n  d  o  k  a  u  st  i  sc  Ii  e  n  A  1»  Ii  i  I  d  u  n  ge  n.  Des  er- 
nten Beitrags  dritte  Lieferung.    Würzburg.   1844.    8  ggr. 

Dieaa  lieferung  entbilt  Ibifrendo  Anfiriittes 

11.  Betraebtvngen  üher  die  Präge,  ob  es  eine  oder  awel  pek« 
tricitäten  giebt  (Nchluss). 

12.  Zur  nähern  Kenntniss  des  Obmischen  Gesetzes. 

13.  Veraebiedene  Mittheilnnfren  ans  dem  Gebiete  der  Blektrieitit; 
Compreüsionssäule.  Kleine  Grovc*<che  Säule.  Zum  Toltai* 
acheo  Grundversuch.  Grösse  der  Platinhleche  in  der  Grove*- 
aeben  üäale.  Entzündung  von  2$cbwefelpulver  durch  den 
elektriiehen  Pnnken. 

14.  Beitrag  zur  Photochemie. 

15.  Nene  Veranebe  über  Brgiaanngafiirben. 

Portsch,  Paul:  Die  Meteoriten  oder  vom  Himmel  gefalleiieB 
Steine  und  Eisenmaaeen  Im  k.  fc.  Hof  -  Mineralien  -  Kabinatta  sa 
Wien.  Mit  1  Abbildnog.  gr.  8.  Wien.  1844.  1  Tbir. 

Neidemann:  Der  Wetterprophet,  ein  Witterungstaschenbuch  für 
daa  Jttbr  184S.  Entbaltend  die  genane  Angabe  ifor  Wittaniog  *nf 
alle  Tage  dleiea  Jahres.  Mebat  einem  Anbange,  entbaltend:  An- 
weisung, wie  man  das  in  neuerer  Zeit  so  beliebt  geworden«  Ba- 
roscop  selbst  fertigen  kann.  Nützliches  und  Unterbaltendes  aus  der 
Natnrgeaebiebta.  Die  mmiatliebaa  Varriebtongen  Im  Blttmra-  md 
Kfiebangattan.  S,  Laipaig.  1849.  4  ggr. 
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Colla,  A.:  Notizie  ■etoorologicbe  relatif  e  agii  arai  1841  e  1842. 
Parma.    1842.  lo-S. 

Daaesie ,  G.  L.:  EeluioBa  tMomfieo  -  fiaieo  -  Mfifteoroloiriau 
8.   Siena.  1842. 

Aonalen  für  Meteorologie  und  Erdinagnetismua  uud 
verwandte  Gegenatinde,  redigirt  tob  Ornnert,  Koller» 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Unetelet,  Stieffei,  berana« 
g^egeben  von  Dr.  J.  F^amont. 

JaljrgHogl844.  lieft  X.  flfaffoetische  Termiobeobachtun- 
gen  in  Pra^  und  Mailand  im  Jabre  1843.  —  Meteorologische  Beob- 
Achtungen  in  Cronberg  bei  Frankfurt  a.  M.  1843.  Vom  Herrn  Lieb- 
rer  Becker.  —  Vergleicbuog  der  meleorolog-ischen  Beobachtungen 
in  Brümsel  und  Alüncben.  1842.  —  IMotoorologiscbe  Beobacbtungcu 
in  Kaiserslautern  vom  Januar  bis  Juni  1{3»43.  Vou  Herrn  C.  W.  U. 
Feber.  ^  Uebeniebt  der  nagDetiaeben  und  Bieteorolo|[iicben  Beob- 
•cbtungen  in  Graean.  1843.  A  od  Herrn  Prefess.  Weisse.  —  Tem- 
peratur, Regenmenge  und  Windverhältnisse  in  Copenhngen  1843, 
verglichen  mit  den  früheren  Jahren.  —  Magnetische  und  meteoro- 
logische Beohacbtuugeo,  angestellt  ao  der  Küaiglicben  Sternwarte 
bei  Möneben,  w&brend  der  Slonnte  Janoar,  Februar  nnd  Mira  1844. 

—  Pertarbationg  BMgo^tiques,  observ^s  dans  la  deciiuaison  a  I'ob- 
servatoire  de  Parme  nendant  Janvier,  F^vrier  et  Mars  1844.  —  Ge- 
witter im  Jahre  1842,  nach  den  Beobachtungen  von  Landsberg, 
Neustadt  a.  d.  A.,  Ansbscb,  Gnnsvnbansen,  Burglengenfeld,  Hohen- 
peissenherg,  Dilingen,  Hof,  Würzburg,  Leipsig«  Cronberg.  —  Ge- 
witter im  Jahre  1843  nach  den  Beobachtungen  von  Atisliucli,  Burg- 
lengenfeld,  Carlsruhe,  Cronberg,  Diliogen,  Günzenhausen,  Hof,  Ho* 
henpeiüseuberg,  Mallersdorf,  Neustadt  a.  d.  A.,  Lfleubeim,  Bensberg. 

—  Resnltate  aehnjähriger  auf  der  Sternwarte  in  Rremsmantter  an« 
gestellter  Beobachtungen  über  die  Feuchligkeitsverhältuisse  nnaerer 
Atmosphäre.  Von  Herrn  M.  Koller.  —  Tägliche  Periode  der  mugnc- 
tischeu  Declination  in  Prag  und  Brüssel,  verglichen  mit  den  für 
München  erhaltenen  Bestimmungen.  Vom  Herausgeber.  —  Meteo- 
rolo^iscbe  Beebaebtangen  In  Stuttgart  im  Jabre  1843.  Ven  Herrn 
Prot.  Plieninger.  —  Mittlerer  Barometer-  und  Thermometerstand 
nach  den  in  Frankfurt  a.  M.  von  fletn  physikalischen  \  ereine  unter 
Leitung  des  Herrn  Dr.  Greiss  veranstalteten  Beobachtungen  nebst 
Differens  Prankfurt -Moncben.  —  Tafeln  <ur  Berechnung  der  rela*- 
tiven  Kenebtigkeit  ans  dem  Dunstdrucke.  Von  Herrn  B.  Valx,  Di- 
rector  der  Sternwarte  in  Marseille.  —  Magnetische  Störungen, 
hcohachtet  in  München  wahrend  der  Monate  Januar,  Februar  und 
Blärz  18-14.  —  Vermischte  N  tciirichteu  vom  Herausgeber:  Wirkung 
einen  neben  Blitsacblages  auf  die  nrngnetiscben  Instrnaiente.  Mik> 
tbeilungen  von  Herrn  Pournel.  Aufseichnung  der  Autograpben  in 
Pirag  von  Herrn  Kreit 

Repertnrium  der  Pbysik.  Enthaltend  eine  vollstän- 
dige ZuaaMmenstelluni^  der  neuem  Fortschritte  dieser 
Wissenschaft.  Tinter  Mitwirkung  der  Herren  Broch,  Le- 
jeune  -  Dirich  let,  Minding,  Mahfmann,  Moser,  Radicke, 
ftiess,  Röber,  Streblke,  herausgegeben  von  H.  W.  Dore. 
V.Band.  Berlin.   1844.  8.  2  Tbir.  6  ggr. 
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Dtr  allgeneioe  lohdU  die«ea  Bandes  ht  folgender.  Meekaoik 
TOD  MmdiDg.  Allgemeine  Gesetze  der  WelleohewegUDg  von  Urack» 
Literatur  des  Mag;netismus  und  der  Elektricität  von  H.  W.  Dove 
(eine  sehr  vollständige  /usammeosteiiiuig  dieser  jreiebeB  Literatur). 
Üeber  das  Auge  von  L.  Moser. 


Vcmiflclite  SehrifieiL 


Mathematische  AbbandloDgen  der  Königlichen  Academie  der 
Wissenschaltea  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1842.  Enthält:  die  ans 
%  Man  vorigen  Jahres  gelesene  4te  Abhandlung  von  Eocke,  Sbar 
deo  Koaeten  wn  Paai.  Berlia.  1844.  4. 

Annuaire  pour  Tan  1844,  präsente  au  Roi,  par  le  bureau  des 
longitudfs.  2e  Edition,  augmeot^e  de  ootices  scientifiques  par  H. 
Arago.  Paris.  1844.   1  fr. 

Actes  de  lasoci^t^helTdtiquo  des  sciences  naturelles, 
r^unie  ä  Lausanne  les  24,  25  et  26  Juillet.  1843.  28e  ses* 
■ioB.   Laasaaoe.  1848. 

Ausser  mehreren  interessanten  |ibysika1ischen  Notizen  finden 
aich  in  diesen  Theilcn  der  Schriften  der  schweizerischen  naturfor- 
achenden  Gesellscüalt  auch  mehrere  grössere  Autsätze  botanischen 
geologischen  und  chettisehett  loballs,  letitere  too  Pirof.  Sehönbein 
IQ  Basel.  Mit  Bezug  auf  S.  960.  bemerken  wir  anch,  dass  in  No.  1. 
nnd  No.  4.  der  Mittheilungen,  welche  jetzt  die  naturforscli-^nde 
Gesellschaft  zu  Bern  in  zwanglosen  Nummern  herausgiebt,  einige 
nicht  aninteressante  Betrachtungen  über  graphische  DarstellnoffeB 
der  Zahlen  und  über  die  Primzahlen  von  Herrn  Lehrer  Rttdolph 
Wolf  an  der  Reale  bnle  in  Bern  abgedmckt  aind. 
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